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摘　 要：针对矢量水听器阵列相干信号方位估计问题，提出了迭代稀疏协方差矩阵拟合波达方向估计

（ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ａｒｒｉｖａｌ，ＤＯＡ）算法。 基于加权协方差矩阵拟合准则，构建了关于稀疏信号功率的目标函

数，利用 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ 范数性质推导了稀疏信号功率迭代更新的递推式。 所提算法利用迭代重构的思想

计算离散网格点上信号功率，使得估计的功率更精确，从而获得更加精确的 ＤＯＡ 估计。 理论分析表

明，所提算法求解网格点上信号的功率经过了滤波器的预处理，该滤波器允许指定方向的信号通过并

且衰减其他方向的信号，对信号的相关性具有较低的敏感度。 仿真实验结果表明，在信噪比为１５ ｄＢ，
非相干信号情况下，所提方法估计的平均误差为多重信号分类高分辨方法的 ３９．４％，迭代自适应稀疏

信号表示方法的 ７３．７％；相干信号情况下，所提方法估计的平均误差为迭代自适应稀疏信号表示方法

的 １２．９％。 所提算法应用于具有高度相关性目标的 ＤＯＡ 估计时，可有效提高目标 ＤＯＡ 估计的精度。
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　 　 矢量水听器由传统的无指向性标量水听器（声
压水听器）和具有与频率无关的偶极子自然指向性

的质点振速水听器复合而成，它可同步测量声场中

的声压和质点振速信息，并利用这些信息实现对目

标的无模糊定向［１⁃２］、多个不同频率目标的分辨［３］，
具有旁瓣低、检测性能和参数估计精度高的优

势［４］。 因此，矢量水听器相较于标量水听器具有更

广泛的实用性。
近年来，有关矢量水听器及其信号处理技术的

研究成为相关研究人员关注的热点。 文献［５］针对

远场平面波和高斯白噪声，提出了时域矢量水听器

阵列信号处理数据模型，研究表明利用矢量水听器

阵可以实现无左右舷模糊定向。 文献［１⁃２］把矢量

水听器阵列应用到常规波束形成 （ ｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌ
ｂｅａｍｆｏｒｍｉｎｇ，ＣＢＦ），最小方差无畸变响应（ｍｉｎｉｍｕｍ
ｖａｒｉａｎｃｅ ｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎｌｅｓｓ ｒｅｓｐｏｎｓｅ，ＭＶＤＲ），多重信号分

类（ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｓｉｇｎａｌ ｃｌａｓｓｆｉｃａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ，ＭＵＳＩＣ）方位

估计中，提高了目标波达方向（ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ａｒｒｉｖａｌ，
ＤＯＡ）估计的精度。 文献［６］研究了矢量水听器阵

列的空间分辨能力，从理论上推导了矢量水听器阵

列所能分辨的最大目标个数，表明单个矢量水听器

最多能分辨 ２ 个相干目标。 目前，有关矢量水听器

阵列处理非相干信号的算法层出不穷：文献［７］针

对色噪声背景下矢量水听器方位估计性能下降问

题，提出了不需要加权参数设置的噪声协方差矩阵

重构算法，提高了矢量水听器在色噪声背景下的方

位估计性能；文献［８］基于克罗内克积，文献［９］基
于嵌套矢量水听器阵列，分别提出了目标数目大于

阵元数目欠定条件下矢量水听器阵列的估计方法；
文献［１０⁃１１］利用解析振速与声压－振速抑制各向

同性噪声能力，研究了声压振速联合处理的方位估

计方法，但是该方法无法估计目标个数大于阵元个

数的情况，损失了矢量阵的自由度。 矢量水听器阵

列处理非相干信号的研究为矢量水听器定向的工程
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应用奠定了基础。
然而，有关矢量水听器阵列处理相干信号的研

究鲜少。 针对标量水听器而言，空间平滑算法是处

理相干信号常用的方法之一，该方法是以牺牲部分

阵列孔径为代价。 当矢量水听器个数较少时，该类

算法失效。 相较于标量水听器阵列而言，矢量水听

器自身具有单边指向性，基于这一原理文献［１２］提
出了一种振速域平滑算法，文献［１３］提出了一种振

速域差分平滑算法，振速信息用于相干项抑制，其单

边指向特性损失，无法实现全空间无模糊定向。 文

献［１４］在文献［１２⁃１３］的基础上提出了一种改进算

法，解决了振速域平滑算法与振速域差分平滑算法

存在左右舷模糊问题。 文献［１５］将压缩感知理论

应用于矢量水听器阵的 ＤＯＡ 估计中，提出了基于压

缩感知技术的时空联合滤波高分辨方位估计方法，
对快拍数与信号的相关性具有较低的敏感度，有效

地提高了相干信号方位估计性能。 然而，该方法受

噪声功率影响较大，不合理的噪声功率约束，将无法

得到正确的 ＤＯＡ 估计。 另外，该方法是利用 ＣＶＸ
从观测数据域求解 ＤＯＡ，随着快拍数的增加计算量

较大。 此外，文献［１２⁃１５］的方法都无法估计声源个

数大于等于矢量传感器个数的情况。 文献［１６］利

用向量化的思想先把协方差矩阵向量化再利用稀疏

表示的方法求解 ＤＯＡ。 该方法解决了相干源的难

题。 然而，在求解稀疏信号的过程中该方法需要利

用 ＣＶＸ 工具恢复稀疏信号。 凸优化的方法面临计

算量较大及需要合理的正则化参数设置才可获得高

精度的 ＤＯＡ 估计。 然而，在复杂的水声环境中，正
则化参数难以做到恰当选择，将会导致方位估计性

能急剧下降。 针对文献［１６］正则化参数难以选择

以及凸优化方法计算量较大的难题，文献［１７］提出

了一种无需参数设置的迭代自适应方法（ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ａ⁃
ｄａｐｔｉｖｅ ａｐｐｒｏａｃｈ，ＩＡＡ）。 相较于文献［１６］利用凸优

化方法恢复稀疏信号，ＩＡＡ 方法通过迭代的方式恢

复稀疏信号减少了计算量并且不需要正则化参数的

选择，被广泛应用于雷达系统中。 然而，ＩＡＡ 方法面

临分辨率及估计精度不高的难题。 此外，文献［１６⁃
１７］都是基于标量传感器阵列的 ＤＯＡ 估计性能进行

的研究。
为此，本文把文献［１７］的方法扩展到矢量水听

器阵列中，有效解决了现有方法在解决相干源问题

时损失自由度的难题。 并且针对 ＩＡＡ 方法分辨率

较低及 ＤＯＡ 估计精度不高的问题，提出了迭代稀疏

协方差矩阵拟合算法 （ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｓｐａｒｓｅ ｃｏｖａｒｉａｎｃｅ
ｍａｔｒｉｘ ｆｉｔｔｉｎｇ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＩＳＣＭＦＡ）。 基于加权协方差

矩阵拟合准则，构建了关于稀疏信号功率的目标函

数，利用 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ 范数的性质推导了稀疏信号功率

迭代更新的递推式。 相较于文献［１７］采用迭代方

式恢复稀疏信号，所提方法采用 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ 范数从样

本协方差矩阵中直接估计稀疏信号的功率减少了多

快拍带来的计算负担。 理论分析结果表明所提算法

对信号相关性具有较低的敏感性。 仿真实验结果表

明，在相干源与非相干源情况下，所提方法相较于

ＣＢＦ、ＭＶＤＲ、ＭＵＳＩＣ 及 ＩＡＡ 方法提高了 ＤＯＡ 估计

的精度。

１　 问题描述

１．１　 矢量水听器阵列数据模型

考虑 Ｋ 个来自不同方向（θｋ，ｋ ＝ １，…，Ｋ） 的远

场等功率窄带信号源入射在有 Ｍ 个矢量水听器组

成的均匀线列阵上，矢量阵列配置如图 １ 所示。

图 １　 矢量水听器组成的均匀线阵

每个矢量水听器由 ２ 个振速水听器与 １ 个标量

水听器组成，振速水听器与标量水听器在空间位于

同一点。 第 ｋ 个声源入射在矢量水听器上时 ３ × １
的阵列流形定义为
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１
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式中， θ ｋ ∈ （ － １８０°，１８０°） 为第 ｋ 个声源的方位

角。 ｕｘｋ，ｕｙｋ 分别表示第 ｋ 个声源沿 ｘ 轴、ｙ 轴方向的

振速分量。 由（１） 式可以看出单个矢量水听器阵列

流形不包含时延与相位信息，这是由于矢量水听器

的阵列流形与入射信号的频率是相互独立的，并且

假设振速水听器和标量水听器在同一点，两者没有

时延或相位差［１２］。 在 ｔ 时刻，第 ｍ 个矢量水听器接

５１
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收到 ３ × １ 的矢量数据为

ｘｍ（ ｔ） ＝ ∑
Ｋ

ｋ ＝ １
ｈ（θｋ）ｑｍ（θｋ） ｓｋ（ ｔ） ＋ ｗｍ（ ｔ） （２）

式中， ｓｋ（ ｔ） 表示第 ｋ个信号的复包络，ｗｍ（ ｔ） 表示第

ｍ 个矢量水听器接收到的均值为零、方差为 σ ２ 的 ３
× １ 维平稳复高斯白噪声。 ｑｍ（θ ｋ） ＝ ｅ －ｊ２π（ｍ－１）ｄｃｏｓθｋ ／ λ

为阵元ｍ对第 ｋ个声源的声压响应系数，ｄ表示相邻

矢量水听器阵元间距，λ 表示波长。
Ｍ 个矢量水听器阵列构成 ３Ｍ × Ｋ 的阵列流形

矩阵可表示为 Ａ（θ） ＝ ［ａ（θ １），…，ａ（θＫ）］ ，其中

ａ（θｋ） ＝ ｑ（θｋ） 􀱋 ｈ（θｋ） （３）
式中： ｑ（θ ｋ） ＝ ［ｑ１（θ ｋ），ｑ２（θ ｋ），…，ｑＭ（θ ｋ）］ Ｔ；“⊗”
表示 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ 积。

在 ｔ 时刻，矢量水听器阵列接收到 ３Ｍ × １ 的数

据矢量为

ｘ（ ｔ） ＝ ∑
Ｋ

ｋ ＝ １
ａ（θｋ） ｓｋ（ ｔ） ＋ ｗ（ ｔ） ＝ Ａ（θ） ｓ（ ｔ） ＋ ｗ（ ｔ）

（４）
式中： Ａ（θ） ＝ Ｑ（θ）☉Ｈ（θ）；“☉” 表示 Ｋｈａｔｒｉ⁃Ｒａｏ
积；Ｑ（θ） ＝ ［ｑ（θ １），ｑ（θ ２），…，ｑ（θＫ）］；Ｈ（θ） ＝
［ｈ（θ １），ｈ（θ ２），…，ｈ（θＫ）］；ｘ（ ｔ） ＝ ［ｘＴ

１（ ｔ），ｘＴ
２（ ｔ），

…，ｘＴ
Ｍ（ ｔ）］ Ｔ 表示 ３Ｍ × １的观测数据；ｓ（ ｔ） ＝ ［ ｓ１（ ｔ），

ｓ２（ ｔ），…，ｓＫ（ ｔ）］ Ｔ 为 ｔ 时刻各声源的波形；ｗ（ ｔ） ＝
［ｗＴ

１（ ｔ），ｗＴ
２（ ｔ），…，ｗＴ

Ｍ（ ｔ）］ Ｔ 表示 ３Ｍ × １ 的噪声矢

量。 阵列的协方差矩阵可表示为

Ｒ ＝ Ｅ｛ｘ（ ｔ）ｘＨ（ ｔ）｝ ＝ ＡＰＡＨ ＋ Ｃ （５）
式中， Ｐ，Ｃ分别表示 Ｋ × Ｋ的信号协方差矩阵与 ３Ｍ
× ３Ｍ 的噪声协方差矩阵。

Ｐ ＝ Ｅ｛ｓ（ ｔ）ｓＨ（ ｔ）｝， Ｃ ＝ Ｅ｛ｎ（ ｔ）ｎＨ（ ｔ）｝ ＝ σ２Ｉ
（６）

式中， σ ２ 表示噪声功率，Ｉ 表示 ３Ｍ × ３Ｍ 的单位矩

阵。 在实际应用中，Ｌ 次快拍下阵列的协方差矩阵

可表示为

Ｒ^ ＝ １
Ｌ
ＸＸＨ ＝ １

Ｌ∑
Ｌ

ｔ ＝ １
ｘ（ ｔ）ｘＨ（ ｔ） （７）

式中： Ｘ ＝ Ａ（θ）Ｓ ＋ Ｗ；Ｘ ＝ ［ｘ（１），ｘ（２），…，ｘ（Ｌ）］
为 ３Ｍ × Ｌ 的观测数据；Ｓ ＝ ［ｓ（１），ｓ（２），…，ｓ（Ｌ）］
为 Ｋ × Ｌ 的信号数据，并且 Ｗ ＝ ［ｗ（１），ｗ（２），…，
ｗ（Ｌ）］ 为 ３Ｍ × Ｌ 的噪声数据。
１．２　 矢量水听器阵列网格数据模型

在实际应用中，声源个数相对于整个空间角度

范围是有限的，也就是说，来波方向的声源具有稀疏

分布的特性。 因此，ＤＯＡ 估计问题就可以转化为稀

疏信号表示问题。 假设，声源在空间角度范围内所

有可能来波方向的集合为 􀭹θ ＝ ｛􀭴θ１，􀭴θ２，…，􀭴θＮ｝，其中

Ｎ 是在空间角度范围 － １８０° ～ １８０° 之间按照一定

的角度间隔划分的网格数，并且需要满足 Ｎ ≫ Ｋ。
假设声源的真实来波方向落在所划分的网格角度

上，划分网格后的离散阵列流形为

ａ（􀭹θｎ） ＝ ｑ（􀭹θｎ） ⊗ ｈ（􀭹θｎ） ｎ ＝ １，２，…，Ｎ （８）
因此，稀疏信号的矢量阵列流行矩阵可表示为

Ａ（􀭹θ），Ａ（􀭹θ） ＝ Ｑ（􀭹θ）☉Ｈ（􀭹θ），并且 Ａ（􀭹θ） 是已知的

与来波方向无关，这与（４） 式中的Ａ（θ） 是有所不同

的。 于是，在不考虑噪声的情况下，ｔ 时刻矢量水听

器阵列稀疏信号矢量可表示为

ｙ（ ｔ） ＝ ∑
Ｎ

ｎ ＝ １
ａ（􀭴θｎ）􀭴ｓｎ（ ｔ） ＝ Ａ（􀭹θ）􀭴ｓ（ ｔ）， ｔ ＝ １，２，…，Ｌ

（９）
式中： Ｌ 表 示 快 拍 数；􀭴ｓ（ ｔ） ＝ ［􀭴ｓ１（ ｔ），􀭴ｓ２（ ｔ），…，
􀭴ｓＮ（ ｔ）］ Ｔ，􀭴ｓ（ ｔ） ∈ ＣＮ×１ 是列矢量，并且仅有 Ｋ 个非零

行。 􀭴ｓ（ ｔ） 的每一个非零行就对应着一个目标。 若

通过（９） 式，可估计出 􀭴ｓｎ（ ｔ），并且估计值用 ｓ～^ ｎ（ ｔ） 表

示。 定义

ｐ～^ ｎ ＝ １
Ｌ∑

Ｌ

ｔ ＝ １
｜ ｓ～^ ｎ（ ｔ） ｜ ２，　 ｎ ＝ １，２，…，Ｎ （１０）

式中， ｐ～^ ｎ 表示第 ｎ 个网格上信号功率的估计值。 因

此，所有网格点上信号的功率 Ｐ～^ ＝ ［ｐ～^ １，ｐ～^ ２，…，ｐ～^ Ｎ］。
在实际应用中，受环境噪声的影响，不能保证

􀭴ｓ（ ｔ） 仅有 Ｋ 个非零行。 也就是说，在 Ｐ～^ 中不可能仅

有 Ｋ 个非零元素。 因此，可以对 Ｐ～^ 谱峰搜索来获得

ＤＯＡ的估计值。 通过以上分析，若想求出ＤＯＡ的估

计值，求解 ｐ～^ ｎ 或者 ｓ～^ ｎ（ ｔ） 是至关重要的。 下文将讨

论如何求解 ｐ～^ ｎ。

２　 迭代稀疏协方差矩阵拟合 ＤＯＡ 估
计方法

在求解 ｐ～^ ｎ 的过程中，为了降低计算复杂度以及

高斯白噪声的影响，在假设信源数目已知的条件下，
对样本协方差矩阵 Ｒ^ 进行特征值分解，得

Ｒ^ ＝ ∑
Ｋ

ｉ ＝ １
λ ｉｅｉｅＨ

ｉ ＋ ∑
３Ｍ

ｉ ＝ Ｋ＋１
λ ｉｅｉｅＨ

ｉ ＝ ＵＳΣ ＳＵＨ
Ｓ ＋

　 ＵＷΣＷＵＨ
Ｗ ＝ Ｒ^Ｓ ＋ Ｒ^Ｗ （１１）
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式中， λ １，λ ２，…，λ ３Ｍ 表示３Ｍ各特征值，与之对应的

特征向量分别为 ｅ１，ｅ２，…，ｅ３Ｍ。 Σ Ｓ 是由 Ｋ 个大特征

值组成的对角阵，ＵＳ 是由与大特征值相对应的特征

向量张成的子空间，称作信号子空间，Ｒ^Ｓ 称作信号

协方差矩阵；ΣＮ 为 ３Ｍ － Ｋ 个小特征值组成的对角

阵，ＵＷ 是由与小特征值相对应的特征向量张成的子

空间，称作噪声子空间，Ｒ^Ｗ 称作噪声协方差矩阵。
为此，基于加权协方差矩阵拟合准则，提出一种从信

号协方差矩中求解稀疏信号功率 ｐ～^ ｎ 的方法，获得 ｐ～^ ｎ

后对所有网格上的信号功率进行谱峰搜索即可获得

ＤＯＡ 估计值。
２．１　 基于 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ 范数的稀疏信号功率迭代估计

方法

根据（９）式，我们可以获得第 ｎ 个网格上信号

的协方差矩阵可表示为

Ｒｎ ＝ ＡｎＡＨ
ｎ

１
Ｌ∑

Ｌ

ｔ
｜ 􀭴ｓｎ（ ｔ） ｜ ２ ＝ 􀭴ｐｎＡｎＡＨ

ｎ （１２）

式中， Ａｎ 表示Ａ（􀭹θ） 的第 ｎ列。 并且，定义第 ｎ 个网

格上干扰加噪声的协方差矩阵为

Ｑｎ ＝ Ｒ′ － Ｒｎ ＝ Ｒ′ － 􀭴ｐｎＡｎＡＨ
ｎ （１３）

并且

Ｒ′ ＝ Ａｄｉａｇ｛􀭹Ｐ｝ＡＨ （１４）
式中， ｄｉａｇ｛􀭹Ｐ｝ 为 Ｎ × Ｎ 的对角阵，对角线上的元素

为相应网格上的信号功率。 根据矩阵求逆定理，对
（１３） 式两边分别求逆可得

Ｑ －１
ｎ ＝ （Ｒ′ － 􀭴ｐｎＡｎＡＨ

ｎ ）
－１ ＝ Ｒ′－１ ＋ 􀭴ｐｎΓｎ （１５）

式中， Γｎ ＝
Ｒ′－１ＡｎＡＨ

ｎ Ｒ′
－１

１ － 􀭴ｐｎＡＨ
ｎ Ｒ′

－１Ａｎ

。 为了求解 􀭴ｐｎ ，基于加

权协方差矩阵拟合准则，构造如下函数

ｍｉｎ
􀭴ｐｎ

‖Ｑ －１
ｎ （ Ｒ^Ｓ － 􀭴ｐｎＡｎＡＨ

ｎ ）‖２
Ｆ （１６）

令 ｇ（􀭴ｐｎ） ＝ ‖Ｑ －１
ｎ （ Ｒ^Ｓ － 􀭴ｐｎＡｎＡＨ

ｎ ）‖２
Ｆ ，利用 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ

范数的性质对（１６）式化简可得

ｇ（􀭴ｐｎ） ＝ ‖Ｑ －１
ｎ （ Ｒ^Ｓ － 􀭴ｐｎＡｎＡＨ

ｎ ）‖２
Ｆ ＝

　 ｔｒａｃｅ｛（ Ｒ^Ｓ － 􀭴ｐｎＡｎＡＨ
ｎ ）Ｑ

－２
ｎ （ Ｒ^Ｓ － 􀭴ｐｎＡｎＡＨ

ｎ ）Ｈ｝ ＝

　 ｔｒａｃｅ｛ Ｒ^ＳＱ
－２
ｎ Ｒ^Ｈ

Ｓ ｝ ＋ ｔｒａｃｅ｛（􀭴ｐｎＡＨ
ｎ Ｑ

－１
ｎ Ａｎ） ２｝ －

　 ２ｔｒａｃｅ｛􀭴ｐｎＡＨ
ｎ Ｑ

－１
ｎ Ｒ^ＳＱ

－１
ｎ Ａｎ｝ ＝

　 ｔｒａｃｅ｛ Ｒ^ＳＱ
－２
ｎ Ｒ^Ｈ

Ｓ ｝ － ２􀭴ｐｎＡＨ
ｎ Ｑ

－１
ｎ Ｒ^ＳＱ

－１
ｎ Ａｎ ＋

　 （􀭴ｐｎＡＨ
ｎ Ｑ

－１
ｎ Ａｎ） ２ （１７）

根据（１７）式，可看出 ｔｒａｃｅ｛ Ｒ^ＳＱ
－２
ｎ Ｒ^Ｈ

Ｓ ｝ 是与 􀭴ｐｎ 无关

的项，为此，对 ｇ（􀭴ｐｎ） 关于 􀭴ｐｎ 求一阶导数，可得

ｇ′（􀭴ｐｎ） ＝ － ２ＡＨ
ｎ Ｑ

－１
ｎ Ｒ^ＳＱ

－１
ｎ Ａｎ ＋ ２􀭴ｐｎ（ＡＨ

ｎ Ｑ
－１
ｎ Ａｎ） ２

（１８）
令 ｇ′（􀭴ｐｎ） ＝ ０，可得

􀭴ｐｎ ＝
ＡＨ

ｎ Ｑ
－１
ｎ Ｒ^ＳＱ

－１
ｎ Ａｎ

（ＡＨ
ｎ Ｑ

－１
ｎ Ａｎ） ２ （１９）

不难发现 ｇ″（􀭴ｐｎ） ＝ ２（ＡＨ
ｎ Ｑ

－１
ｎ Ａｎ） ２ ＞ ０，并且，􀭴ｐｎ ≥

０（因为 􀭴ｐｎ 表示功率，所以必须满足此条件），这也就

意味着 􀭴ｐｎ 是 ｇ（􀭴ｐｎ） 唯一的最小值，即 􀭴ｐｎ 是‖Ｑ －１
ｎ （ Ｒ^Ｓ

－ 􀭴ｐｎＡｎＡＨ
ｎ ）‖２

Ｆ 唯一的最小值。
为了减少求解 Ｑｎ 逆矩阵的计算量，把（１５） 式

代入（１９） 式，得

􀭴ｐｎ ＝
ＡＨ

ｎ（Ｒ′
－１ ＋ 􀭴ｐｎΓｎ） Ｒ^Ｓ（Ｒ′

－１ ＋ 􀭴ｐｎΓｎ）Ａｎ

（ＡＨ
ｎ Ｒ′

－１Ａｎ ＋ 􀭴ｐｎＡＨ
ｎ ΓｎＡｎ） ２

＝

　
（１ ＋ 􀭴ｐｎαｎ） ２ＡＨ

ｎ Ｒ′
－１Ｒ^ＳＲ′

－１Ａｎ

（１ ＋ 􀭴ｐｎαｎ） ２（ＡＨ
ｎ Ｒ′

－１Ａｎ） ２ （２０）

式中， α ｎ ＝
ＡＨ

ｎ Ｒ′
－１Ａｎ

１ － 􀭴ｐｎＡＨ
ｎ Ｒ′

－１Ａｎ

。 根据（１５） 式可知，１ ＋

􀭴ｐｎα ｎ ≠ ０。 因此式，（２０） 式可变为

􀭴ｐｎ ＝
ＡＨ

ｎ Ｒ′
－１Ｒ^ＳＲ′

－１Ａｎ

（ＡＨ
ｎ Ｒ′

－１Ａｎ） ２ （２１）

根据（２１）式可以看出，为求解 􀭴ｐｎ 需要 Ｒ′ 的先验知

识，根据（１４） 式可知，求解Ｒ′需要Ｐ的先验知识，为
此所提算法需要进行迭代求解。

不妨假设第 ｊ ＋ １次迭代中第 ｎ个网格点上的信

号功率表示为 􀭴ｐ（ ｊ ＋１）
ｎ ，则

􀭴ｐ（ ｊ ＋１）
ｎ ＝

ＡＨ
ｎ Ｒ′

－１（ ｊ） Ｒ^ＳＲ′
－１（ ｊ）Ａｎ

（ＡＨ
ｎ Ｒ′

－１（ ｊ）Ａｎ） ２ （２２）

Ｒ′（ ｊ） ＝ Ａｄｉａｇ｛􀭹Ｐ（ ｊ）｝ＡＨ （２３）
􀭴ｐｎ 可通过 ＣＢＦ 算法［１］ 估计的信号功率进行初始化

􀭴ｐ（０）
ｎ ＝ ＡＨ

ｎ Ｒ^Ａｎ （２４）
２．２　 所提算法相关性性能分析

根据（２２）式，对第 ｎ 个网格点上第 ｊ 次迭代获

得的信号功率进一步转化为

􀭴ｐ（ ｊ）
ｎ ＝ ｗ′（ ｊ）ｎ Ｒ^Ｓｗ″（ ｊ）ｎ （２５）

式中

ｗ′（ ｊ）ｎ ＝
ＡＨ

ｎ Ｒ′
－１（ ｊ）

ＡＨ
ｎ Ｒ′

－１（ ｊ）Ａｎ

（２６）

ｗ″（ ｊ）ｎ ＝
Ｒ′－１（ ｊ）Ａｎ

ＡＨ
ｎ Ｒ′

－１（ ｊ）Ａｎ

（２７）

根据（１４）公式，可知 ｄｉａｇ｛􀭹Ｐ｝ 为 Ｎ × Ｎ的对角阵，因
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此，Ｒ′ 为 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 矩阵。 从而可得

􀭴ｐ（ ｊ）
ｎ ＝ ｗ″（ ｊ）Ｈｎ Ｒ^Ｓｗ″（ ｊ）ｎ （２８）

　 　 不妨假设，有 ２ 个相关信号源的来波方向分别

落在第 ｆ 个网格上与第 ｚ 个网格上，其中 ｆ ≠ ｚ，在 ｘ
中的 ２ 个相关信号源可表示为 Ａｆ􀭴ｓｆ 与 Ａｚ􀭴ｓｚ。 根据

（２７） 式，可知

ｗ″（ ｊ）ｎ ＝
Ｒ′－１（ ｊ）Ａｎ

ＡＨ
ｎ Ｒ′

－１（ ｊ）Ａｎ

（２９）

观察 （２９） 式，不难发现 ｗ″（ ｊ）ｎ 近似等效为滤波器，与
Ａｎ 相对应的信号会无失真地通过该滤波器，与此同

时，ｗ″（ ｊ）ｎ 还会衰减 Ａｆ ≠ Ａｎ，Ａｚ ≠ Ａｎ。 当 Ａｎ ＝ Ａｆ 时，
ｗ″（ ｊ）ｎ 会衰减其他信号（包含与Ａｚ 相对应的信号），与
Ａｆ 相对应的信号会无失真通过。 反之，当 Ａｎ ＝ Ａｚ

时，ｗ″（ ｊ）ｎ 会衰减其他信号（包含与 Ａｆ 相对应的信

号），与 Ａｚ 相对应的信号会无失真通过。 因此，所提

算法对信号的相关性具有较低的敏感度，避免了传

统算法依赖于样本协方差矩阵秩的弊端。
从（２８） 式可看出，去掉ｗ″（ ｊ）ｎ 上的迭代上标即可

变为 ｗ″ｎ，ｗ″ｎ 与 ＭＶＤＲ 算法的最优权矢量有相似之

处：所提算法利用第 ｊ次获得的稀疏信号功率重构的

协方差矩阵 Ｒ′ 替换了 ＭＶＤＲ 算法最优权值中的样

本协方差矩阵 Ｒ^，利用重构的协方差矩阵 Ｒ′ 对权值

进行更新，使 Ｒ′ 更逼近一个理想的协方差矩阵，收
敛时获得更精确的信号功率。 因此，对网格点上的

信号功率进行谱峰搜索时会获得更精确的 ＤＯＡ
估计。
２．３　 计算复杂度分析

本小节对所提 ＩＳＣＭＦＡ 算法及 ＩＡＡ 方法的计算

复杂度进行分析。 首先假设在角度扫描范围

［ － １８０° ∶ １８０°］ 之间总共需要搜索的次数为 Ｇ
＝⌊３６０ ／ ξ」（⌊·」 表示向下取整数，ξ 表示扫描角度

间隔）。 本文中所研究的声矢量水听器是由一个全

向的声压水听器与 ２ 个振速传感器组合而成的，因
此观测数据的维数为声矢量水听器个数的 ３ 倍，即
Ｍ′ ＝ ３Ｍ，其中，Ｍ 表示矢量传感器的个数，Ｍ′ 表示

观测数据的维数。 ＣＢＦ、ＭＶＤＲ 和 ＭＵＳＩＣ 算法不需

要进行迭代运算具有较低的计算复杂度，为此，下文

仅对 ＩＳＣＭＦＡ 方法与 ＩＡＡ 方法的计算复杂度进行

分析。
在本文中，所提 ＩＳＣＭＦＡ 方法与 ＩＡＡ 方法都是

根据（２４） 式进行初始化，因此在 ２ 种迭代方法在初

始化阶段具有相同的计算复杂度， 初始化共需要

Ｍ′Ｇ ＋ （２Ｌ ＋ １）Ｇ 次乘法与 Ｍ′Ｇ ＋ （２Ｌ － １）Ｇ 次加

法。 所提 ＩＳＣＭＦＡ方法与 ＩＡＡ方法在求解稀疏信号

功率的过程中都需要进行协方差矩阵 Ｒ′ 的逆运

算。 在计算每个网格点上的稀疏信号功率时并不需

要每次都对 Ｒ′ 进行逆运算，而是在所有网格点上的

信号功率都计算完毕后计算一次 Ｒ′ 的逆矩阵，以此

在循环中不断更新协方差矩阵Ｒ′，其Ｒ′的逆矩阵需

要Ｍ′２Ｇ ＋ Ｍ′Ｇ ＋ １５Ｍ′３ 次乘法与Ｍ′２Ｇ ＋ １５Ｍ′３ 次加

法。 ２ 种迭代算法计算复杂度的不同主要来源于每

一次迭代更新的稀疏信号功率。 所提算法每次迭代

更新稀疏信号功率需要 ７Ｍ′２Ｇ ＋ ３Ｍ′Ｇ ＋ Ｇ次乘法与

６Ｍ′２Ｇ ＋ ２Ｍ′Ｇ ＋ Ｇ次加法，ＩＡＡ算法需要 ７Ｍ′２Ｌ２Ｇ ＋
３Ｍ′ＧＬ ＋ ２Ｇ 次乘法与 ６Ｍ′２Ｌ２Ｇ ＋ ２Ｍ′ＧＬ ＋ ３Ｇ 次加

法。 考虑 Ｊ次迭代，２种迭代算法总共需要的计算复

杂度见表 １。
从表 １ 可以看出，在阵元个数、扫描间隔的总数

与迭代次数一定的情况下，快拍数对 ＩＡＡ 方法计算

量的影响要高于对所提方法的影响，主要归因于所

提方法是直接从样本协方差矩阵中来恢复稀疏信号

的功率，减少了快拍数对所提算法计算复杂度的

影响。

表 １　 ２ 种迭代算法的计算复杂度

算法
计算量

乘法运算（次） 加法运算（次）

ＩＳＣＭＦＡ １５ＪＭ′３ ＋ ８ＪＭ′２Ｇ ＋ （１ ＋ ４Ｊ）Ｍ′Ｇ ＋ （２Ｌ ＋ Ｊ ＋ １）Ｇ １５ＪＭ′３ ＋ ７ＪＭ′２Ｇ ＋ （１ ＋ ２Ｊ）Ｍ′Ｇ ＋ （２Ｌ ＋ Ｊ － １）Ｇ

ＩＡＡ
１５ＪＭ′３ ＋ （７Ｌ２ ＋ １）ＪＭ′２Ｇ ＋

（１ ＋ ３ＪＬ ＋ Ｊ）Ｍ′Ｇ ＋ （２Ｌ ＋ ２Ｊ ＋ １）Ｇ
１５ＪＭ′３ ＋ （６Ｌ２ ＋ １）ＪＭ′２Ｇ ＋

（１ ＋ ２ＪＬ）Ｍ′Ｇ ＋ （２Ｌ ＋ ３Ｊ － １）Ｇ

２．４　 所提算法流程

采用 ＩＳＣＭＦＡ 算法进行方位估计的流程如下：
第 １ 步　 根据（７）式，计算样本协方差矩阵 Ｒ^，
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对样本协方差矩阵 Ｒ^ 进行特征值分解， 得 Ｒ^

＝ ∑
３Ｍ

ｉ ＝ １
λ ｉｅｉｅＨ

ｉ 。

第 ２ 步 　 按照特征值的大小排序，把与信号个

数 Ｋ个相等的特征值和对应的特征矢量看作信号子

空间，有 Ｒ^ ＝ ＵＳΣ ＳＵＨ
Ｓ ＋ ＵＷΣＷＵＨ

Ｗ ＝ Ｒ^Ｓ ＋ Ｒ^Ｗ。
第 ３步 　 根据（２４） 式初始化 􀭹Ｐ（０）。 其中 􀭹Ｐ（０） ＝

［􀭴ｐ（０）
１ ，􀭴ｐ（０）

２ ，…，􀭴ｐ（０）
Ｎ ］，ｎ ＝ １，２，…，Ｎ。

第 ４步 　 根据（２３） 式更新Ｒ′（ ｊ），其中，ｊ表示迭

代次数。
第 ５ 步 　 根据（２２） 式，计算 􀭹Ｐ（ ｊ ＋１），其中，􀭹Ｐ（ ｊ ＋１）

＝ ［􀭴ｐ（ ｊ ＋１）
１ ，􀭴ｐ（ ｊ ＋１）

２ ，…，􀭴ｐ（ ｊ ＋１）
Ｎ ］。

第 ６ 步 　 收敛性判断，如果 ‖Ｐ～^ （ ｊ ＋１） － Ｐ～^ （ ｊ）‖２
２

＜ ε 或者 ｊ≥ β，成立，则终止迭代，其中，ε 表示误差

容忍度，β 表示最大迭代次数。 否则，ｊ ＝ ｊ ＋ １，返回

第五步。

第 ７步 　 通过对Ｐ～^ （ ｊ） 峰值搜索得到波达方向的

估计值。

３　 仿真与性能分析

本小节从收敛速度、空间谱、分辨概率与估计精

度 ４ 个方面评估所提 ＩＳＣＭＦＡ 方法的有效性。 在仿

真中，信号的中心频率 ｆ ＝ ７００ Ｈｚ，并且满足远场等

功率窄带的条件，采样频率 ｆｓ ＝ ５０ ｋＨｚ，噪声为均值

为零方差为 １ 的高斯白噪声，矢量水听器个数 Ｍ ＝
２，阵元间距 ｄ ＝λ，角度在－１８０°到 １８０°之间以 １°为
步长进行扫描，ε＝ １０－４。

仿真中，正确分辨需要满足的条件为

ｍａｘ｛ ｜ θ^１ － θ１ ｜ ， ｜ θ^２ － θ２ ｜ ，…， ｜ θ^Ｋ － θＫ ｜ ｝ ≤

　 　
ＢＷ

２
（３０）

式中， θ ｋ 表示第 ｋ个目标的真实方位，θ^ｋ 表示第 ｋ个
目标方位的估计值，ＢＷ 表示矢量阵的波束宽度。 然

而，鲜少有文献给出矢量传感器阵列 ＢＷ 的解析式。
在这里基于 ２ 个矢量水听器按照等波长配置采用

ＣＢＦ 算法［１］ 在无噪声环境下得到的波束下降３ ｄＢ
两方向对应的夹角作为 ２ 个矢量水听器阵列的 ＢＷ，
仿真结果如图 ２ 所示，图 ２ 可知 ＢＷ ＝ ２０°。

图 ２　 θ＝ ０°时 ＣＢＦ 的波束形成方向图

本文以均方根误差作为估计精度的衡量标准，
定义均方根误差为

ＥＲＭＳ ＝ １
Ｋ∑

Ｋ

ｋ ＝ １

１
Ｊ ∑

Ｊ

ｊ ＝ １
（ θ^ｋｊ － θｋ） ２ （３１）

式中， θ ｋ 表示第 ｋ个目标的真实方位，θ^ｋｊ 表示第 ｊ次
蒙特卡罗实验获得的第 ｋ个目标方位的估计值，Ｊ 表

示独立蒙特卡罗实验次数，其中，蒙特卡罗实验次数

为１ ０００。
３．１　 收敛性分析

图 ３ 比较了方位分别位于 θ １ ＝ － １５°，θ ２ ＝
（ － １５ ＋ Δ）° 的 ２ 个非相干源，Δ 表示 ２ 个声源的角

度间隔， 信噪比为 １０ ｄＢ， 快拍数为 ５００ 时， 所提

ＩＳＣＭＦＡ 方法与 ＩＡＡ 方法的均方根误差与迭代次数

的关系。 由图 ３ 可以看出，所提 ＩＳＣＭＦＡ 方法相较

于 ＩＡＡ 方法具有较快的收敛速度；当角度间隔相对

较小时，通过迭代次数未能使 ＩＡＡ 方法的均方根误

差减少，这主要归因于 ＩＡＡ方法分辨率不高导致的；
随着角度间隔的增加，ＩＡＡ 方法与 ＩＳＣＭＦＡ 方法的

均方根误差都会逐渐减少并收敛；在角度间隔较大

或者较小时，２ 种方法都会在迭代次数为 １５ 附近收

敛，为此在下文的仿真中，最大迭代次数 β ＝ １５。

图 ３　 均方根误差与迭代次数的关系
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３．２　 空间谱分析

以所提 ＩＳＣＭＦＡ 算法为例，图 ４ 比较了 ３ 个相

干声源的来波方向为 θ １ ＝ － ２５°，θ ２ ＝ ０°，θ ３ ＝ ２５° ，
信噪比为 ２０ ｄＢ，快拍数为 ５ ０００ 时，矢量水听器阵

（在空间谱图中标记为 Ｖ⁃ＩＳＣＭＦＡ）与标量水听器阵

（在空间谱图中标记为 Ｐ⁃ＩＳＣＭＦＡ）对方位估计的性

能差异，其中，２ 个矢量水听器组成线阵，阵元间距 ｄ
＝λ，在空间谱图中标记为 ２Ｖ⁃ＩＳＣＭＦＡ，４ 个标量水

听器、５ 个标量水听器及 ６ 个标量水听器分别组成

均匀线阵，阵元间距 ｄ ＝ ０．５λ，在空间谱图中分别标

记为 ４Ｐ⁃ＩＳＣＭＦＡ，５Ｐ⁃ＩＳＣＭＦＡ，６Ｐ⁃ＩＳＣＭＦＡ。 图 ４ 给

出了不同阵列配置下的空间谱图。

图 ４　 不同阵列配置下的空间谱图

从图 ４ 可以看出，矢量水听器具有单边指向性，
其在全空间扫描范围内无模糊现象；无方向性的标

量水听器在真实方位的镜像方位上出现伪峰；标量

阵中，阵元个数越多谱峰越尖锐；２ 个矢量水听器阵

列的主瓣宽度明显窄于 ４ 个标量水听器阵列的主瓣

宽度，近似于 ５ 个标量水听器阵列的主瓣宽度，因
此，在具有相同的主瓣宽度下矢量水听器减少了阵

列的孔径，为低频信号探测的进一步研究奠定了基

础。 在下文的方位估计性能分析中，以 ２ 个矢量水

听器分辨 ２ 个目标为例，对所提 ＩＳＣＭＦＡ 算法与

ＣＢＦ 算法［１］、ＭＶＤＲ 算法［２］、ＭＵＳＩＣ 算法［２］、ＩＡＡ 算

法［１７］的方位估计性能进行研究。
３．３　 分辨概率分析

在声源的来波方向、信噪比、快拍数与图 ３ 相同

的条件下，图 ５ 给出了分辨概率与角度间隔的关系

曲线。 从图 ５ 可以看出，ＣＢＦ 算法无法分辨角度小

于 ３０°的 ２ 个非相干目标，ＭＵＳＩＣ 算法与本文所提

算法都具有较高的分辨概率，ＭＵＳＩＣ 算法通过信号

子空间与噪声子空间的正交性实现了高分辨，而本

文所提算法利用最小二乘使信号协方差矩阵与估计

的信号协方差矩阵的残差最小，减少了噪声协方差

矩阵对稀疏信号功率估计值的影响，获得较高的分

辨概率。

图 ５　 角度间隔与分辨概率的关系

３．４　 估计精度分析

从图 ５ 可以看出，在角度间隔 Δ ＝ ３０° 时，所有

算法都可达到 １００％ 的分辨率。 为此， 固定 θ １ ＝
－ １５°，θ ２ ＝ １５° ，研究几种算法的均方根误差与相

关系数的关系曲线。 图 ６ 给出了信噪比为 １５ ｄＢ，
快拍数为 ５００ 时，均方根误差与相关系数的关系曲

线。 从图 ６ 可以看出，当相关系数为 ０ 时，所提方法

估计的平均误差为 ＭＵＳＩＣ 方法的 ３９．４％；当相关系

数为 １ 时，所提方法估计的平均误差为 ＩＡＡ 方法的

１２．９％；相较于相干系数为 ０ 时，所提方法在相干系

数为 １ 时的估计误差有所增加，但是相较于 ＣＢＦ、
ＭＶＤＲ、ＭＵＳＩＣ 与 ＩＡＡ 方法，所提方法的估计精度仍

是最高的，这归因于所提算法通过每次迭代估计的

稀疏信号功率对信号协方差矩阵重构使其逼近理想

协方差矩阵，使得估计的信号功率更精确，对网格点

上的信号功率进行谱峰搜索时会获得更加精确的

ＤＯＡ 估计。 为此，所提算法在估计具有由高度相关

性目标的 ＤＯＡ 时具有显著的优势。

图 ６　 相关系数与均方根误差的关系
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从图 ６ 可以看出，当相关系数为 １ 时，ＭＵＳＩＣ 算

法方位估计精度急剧下降。 为了研究几种算法与信

噪比的关系，图 ７ 给出了在快拍数为 ５００，相关系数

为 ０ 时，均方根误差与信噪比的关系曲线。 从图 ７
可以看出，在所有信噪比范围内，ＣＢＦ 算法、ＩＡＡ 算

法的方位估计精度都存在较大误差，ＭＶＤＲ 算法与

ＭＵＳＩＣ 算法在较高信噪比下才可获得较好的方位

估计结果。 所提算法在 ０ ～ ７ｄＢ 范围内方位估计性

能较于 ＭＶＤＲ 算法与 ＭＵＳＩＣ 算法具有明显的优势；
在信噪比大于 ７ ｄＢ 时，所提算法较于 ＭＶＤＲ 算法

和 ＭＵＳＩＣ 算法方位估计性能约分别提高了 ９ 和

３ ｄＢ。

图 ７　 信噪比与均方根误差的关系

图 ８ 给出了信噪比为 １０ ｄＢ，快拍数与均方根

误差的关系曲线。 仿真条件与图 ７ 相同。 从图 ８ 可

以看出，在快拍数较小时，ＣＢＦ、ＭＶＤＲ、ＭＵＳＩＣ 方法

的均方根误差变化率较大；ＩＡＡ 方法与所提方法的

均方根误差的变化率较小，并且所提方法的均方根

误差要小于 ＩＡＡ 方法； 当快拍数较大时， ＣＢＦ、
ＭＶＤＲ 及 ＩＡＡ 方法的均方根误差变化极小，而

ＭＵＳＩＣ 方法与所提方法的均方根误差会随着快拍

数的增加均方根误差逐渐减少，并且 ＭＵＳＩＣ 方法在

快拍数较大时均方根误差的变化率要明显小于快拍

数较少时均方根误差的变化率，这主要是由于在快

拍数较小时，使得样本协方差矩阵的大特征值与小

特征值不能明显区分开来，错误的子空间划分导致

方位估计出现较大的误差。 所提算法相较于其它算

法在所有快拍数范围内具有更精确的方位估计，这
是由于所提算法对利用 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ 范数求解的稀疏

信号功率进行迭代求解，使其估计的稀疏信号功率

更精确从而获得精确的 ＤＯＡ 估计。

图 ８　 快拍数与均方根误差的关系

４　 结　 论

为提高矢量水听器阵列相干信号方位估计性

能，本文提出了一种稀疏协方差矩阵拟合波达方向

估计方法。 该方法首先利用特征值分解获得信号协

方差矩阵，然后基于加权协方差矩阵拟合准则，构建

了关于信号协方差矩阵与稀疏信号功率的目标函

数，利用 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ 范数的性质推导了稀疏信号功率

迭代更新的递推式，通过迭代估计得到稀疏信号功

率谱，最终通过峰搜索来获得 ＤＯＡ 的估计值。 理论

分析表明，所提算法对信号的相关性具有较低的敏

感度。 仿真实验结果证明，在相干源情况下，所提方

法相较于 ＩＡＡ 方法具有较高的估计精度，其估计误

差是 ＩＡＡ 方法的 １２．９％；在非相干情况下，所提算法

估计性能优越于 ＣＢＦ、ＭＶＤＲ、ＭＵＳＩＣ 及 ＩＡＡ 方法，
其估计误差分别是高分辨 ＭＵＳＩＣ 算法与 ＩＡＡ 算法

的 ３９．４％与 ７３．７％。 因此，所提方法为实际应用中

面临目标具有高度相关性的研究提供了理论基础，
下一步将通过水池与湖试实验数据验证算法的有

效性。
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