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摘　 要：精确跟踪飞机飞行性能边界内剧烈变化的三维航迹是无人机应用于空战的关键问题，这要求

飞机的飞行控制律设计不仅要适应动力学的非线性特性还要解决飞行过程中的奇异性问题。 在非线

性动态逆（ＮＤＩ）理论的基础上探讨了连续航迹的控制问题，聚焦于飞机飞行速度和航迹角描述航迹

产生的奇异性（也称万向节死锁），针对当飞机在沿引发奇异性的连续航迹飞行时，航迹坐标轴系会出

现突变的现象，提出了一种修正航迹轴系的方法来解决航迹坐标轴系经过奇异点突变的问题。 最终，
设计了基于四元数的机动产生器，结合提出的修正航迹轴系方法，实现了不会产生奇异性问题的精确

航迹控制，并且取得了良好的跟踪效果。
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　 　 控制飞机在飞行性能边界范围内精确追踪三维

空间中剧烈变化的航迹是无人机自主空中格斗的一

个关键问题。 在追踪三维航迹的过程中，飞机可能

会遇到动力学强烈的非线性高耦合特性、奇异性

（万向节死锁）、持续高过载、短时间内剧烈的速度

高度以及过载变化等问题。 飞机在大迎角（偏离线

性化的平衡点） 飞行时，基于传统增益调参方法

（ｇａｉｎ⁃ｓｃｈｅｄｕｌｅｄ）的飞行控制律会产生非线性和高

耦合的问题，所以需要新的控制方法设计飞行控制

律。 非线性动态逆方法［１⁃３］ 是一种状态反馈线性化

方法。 通过构造系统状态的非线性反馈对消被控对

象的非线性，从而构成全局线性化；然后，在伪线性

系统的基础上，可以使用线性化系统的设计方法，实
现所需的系统响应。 因而非线性动态逆方法是一种

一般化的通用控制策略和方法［４］，已经被广泛运用

在飞行控制律设计上，尤其是在军用飞机的控制律

设计上［５］。 例如美军目前最先进的 Ｆ⁃３５ 战斗机平

台采用的就是非线性动态逆飞行控制律设计

方法［６］。
从 ２０ 世纪 ８０ 年代末以来，国内外研究者应用

非线性动态逆方法在飞行控制律设计领域做了大量

的研究工作。 Ｓｎｅｌｌ 等［３］ 结合非线性动态逆与奇异

摄动理论，把飞机的飞行参数分为快变量 （［ｐ，ｑ，
ｒ］ Ｔ）、较慢变量（［α，β，μ］ Ｔ） 和慢变量（［Ｖ，γ，χ］ Ｔ），
分别对应上述变量设计快、较慢回路（也称内、外回

路） 和机动产生器，详细讨论了快回路和较慢回路

的设计。 参考文献［７⁃８］ 都对机动产生器做了详细

的介绍，但文献［７］ 主要研究的是不会产生奇异性

的着陆控制系统，因此没有涉及到机动产生器的奇

异性问题。 文献［８］ 提及使用［Ｖ，γ，χ］ Ｔ 表示航迹

会在 γ ＝ ± ９０° 时引发奇异性问题，但因为研究的机

动并不会经过 γ ＝ ± ９０°，所以也没有对奇异性问题

进行深入的讨论。
很多国内外研究者采用四元数代替欧拉角表示

飞机的姿态，来解决飞机在飞行过程中出现的奇异

性问题。 Ｒｏｂｉｎｓｏｎ 在文献［９］中介绍了如何使用四

元数（ｑｕａｔｅｒｎｉｏｎ）表示刚体的姿态、四元数和欧拉角

的关系以及四元数的运算法则。 文献［１０］详细讨

论了当使用欧拉角表示刚体姿态时产生的奇异性

（ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｉｅｓ）也称万向节死锁（ ｇｉｍｂａｌ ｌｏｃｋ）问题。
参考文献［１１］ 引入四元数来解决飞行过程中出现

的姿态回路 （［α，β，μ］ Ｔ） 奇异性问题，在此基础上

设计了基于四元数的控制律架构，但文中并未讨论

基于四元数的航迹回路（［Ｖ，γ，χ］ Ｔ） 设计。 同时，文
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献［１１］ 对航迹倾斜角 μ 的多值问题也没有进行

讨论。
本文简要介绍了机动产生器的设计，深入探讨

了航迹倾斜角 μ的求解，并对航迹坐标轴系（本文简

称为航迹轴系，用 ｎ表示） 在飞机沿着会引发奇异性

航迹飞行时，产生突变的现象进行了研究。 为了解

决航迹轴系的突变问题，对现有的航迹轴系进行修

正，提出了修正航迹坐标轴系（本文简称为修正航

迹轴系，用 ｍ 表示）。 最后结合四元数和非线性动

态逆理论的思想对机动产生器进行设计，实现了基

于四元数的机动产生器，解决了连续航迹控制的奇

异性问题。

１　 动态逆控制器设计

一般非线性系统（被控对象）都可表达为状态

量、控制量和输出量的形式

ｘ̇ ＝ Ｆ（ｘ，ｕ）
ｙ ＝ ｈ（ｘ） （１）

式中： Ｆ（ｘ，ｕ） 为状态量 ｘ 和控制量 ｕ 的非线性函

数；ｈ（ｘ） 是关于状态量 ｘ 的非线性函数。
如果系统可以被描述成微分几何理论中的仿射

非线性形式

ｘ̇ ＝ ｆ（ｘ） ＋ ｇ（ｘ）ｕ
ｙ ＝ ｈ（ｘ） （２）

与一般非线性系统相比，仿射非线性系统中状态的

导数关于控制输入 ｕ 是线性的（（２） 式）。
若 ｇ（ｘ） 可逆，令 ｕ ＝ ｇ －１（ｘ）［ － ｆ（ｘ） ＋ ｖ］，则 ｘ̇

＝ ｖ。
假设

ｖ ＝ ｘ̇ｄ ＝ ω（ｘｃ － ｘ） （３）
式中： ω 为系统的频带或增益；ｘ̇ｄ 表示期望状态变

化率；ｘｃ 表示指令状态量，系统成为一阶多变量线

性解耦结构。 期望闭环动力学系统为一阶环节的非

线性动态逆控制器的控制框图如图 １ 所示［４］。

图 １　 ＮＤＩ 控制器结构

利用非线性动态逆设计飞行控制律，主要有 ２

种综合方法，本文采用的是状态反馈型方法［４］。
直接应用状态反馈型方法，必须满足状态量的

维数和控制量维数相同，常规布局的固定翼飞机一

般有 １２ 个状态量（见（４）式）以及 ４ 个控制量（见
（５）式）。

ｘ ＝ ［ｐ，ｑ，ｒ，α，β，μ，Ｖ，γ，χ，ｘ，ｙ，ｚ］ Ｔ （４）
ｕ ＝ ［δＴ，δａ，δｅ，δｒ］ Ｔ （５）

结合奇异摄动理论，即状态变量的时标分离方法，飞
机状态量（见（４）式）可以分解成快慢不同的 ４ 组：

［ｐ，ｑ，ｒ］ Ｔ 为飞机转动角速度矢量，ｐ，ｑ，ｒ分别表

示飞机角速度在机体坐标轴系纵、横和竖轴的分量，
该组变量变化快，称为快变量。

［α，β，μ］ Ｔ 为相对于风轴的姿态矢量，α，β，μ分

别表示飞机迎角、侧滑角和航迹倾斜角，该组变量比

角速度矢量变化慢，称为较慢变量。
［Ｖ，γ，χ］ Ｔ 为相对于地轴的速度矢量，Ｖ，γ，χ 分

别表示飞机飞行速度、爬升角和航迹方位角，变化

慢，称慢变量。
［ｘ，ｙ，ｚ］ Ｔ 为飞机对地位置矢量。
［δ Ｔ，δ ａ，δ ｅ，δ ｒ］ Ｔ 为飞机的控制量，δ Ｔ 是飞机油

门控制量，δ ａ，δ ｅ，δ ｒ 分别是飞机副翼、升降舵和方向

舵偏角。
将 ３ 组不同快慢的变量，用状态反馈的综合控

制方法进行设计，可形成 ３ 组不同频带的子系统，根
据奇异摄动理论，当频带相差 ３ ～ ５ 倍时，在工程上

回路之间的影响忽略不计，可以各自独立设计回路。
快回路的仿射非线性形式

ｘ̇ｆ ＝ ｆｆ（ｘｆ） ＋ ｇｆ（ｘｆ）ｕｆ （６）
式中：下标 ｆ 代表快回路； ｘｆ 表示快回路的状态变量

（ｘｆ ＝ ［ｐ，ｑ，ｒ］ Ｔ）；ｕｆ 表示快回路的控制变量（ｕｆ ＝
［δ ａ，δ ｅ，δ ｒ］ Ｔ）。

假设快回路期望的闭环动力学系统为一阶环

节

ｖｆ ＝
ｐ̇ｄ

ｑ̇ｄ

ｒ̇ｄ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＝
ωｐ ０ ０
０ ωｑ ０
０ ０ ωｒ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

ｐｃ － ｐ
ｑｃ － ｑ
ｒｃ － ｒ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

（７）

ｖｆ 表示期望快变量变化率；ｐ̇ｄ，ｑ̇ｄ，ｒ̇ｄ 表示期望角速度

变化率；ω ｐ，ω ｑ，ω ｒ 分别表示滚转、俯仰和偏航角速

度通道的带宽；ｐｃ，ｑｃ，ｒｃ 表示指令角速度。 根据动态

逆原理，为了获得 ｐ̇ｄ，ｑ̇ｄ，ｒ̇ｄ，控制输入 ｕｆ 应为

ｕｆ ＝ ｇ －１
ｆ （ｘｆ）［ － ｆｆ（ｘｆ） ＋ ｖｆ］ （８）

同理较慢回路的仿射非线性形式

·６０７·
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ｘ̇ｍ ＝ ｆｍ（ｘｍ） ＋ ｇｍ（ｘｍ）ｕｍ （９）
式中：下标 ｍ 代表较慢回路； ｘｍ 表示较慢回路的状

态变量（ｘｍ ＝ ［α，β，μ］ Ｔ）；ｕｍ 表示较慢回路的控制

变量（ｕｍ ＝ ［ｐ，ｑ，ｒ］ Ｔ）。
假设较慢回路期望的闭环动力学系统为一阶

环节

ｖｍ ＝

μ̇ｄ

α̇ｄ

β̇ｄ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＝
ωμ ０ ０
０ ωα ０
０ ０ ωβ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

μｃ － μ
αｃ － α
βｃ － β

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

（１０）

ｖｍ 表示期望较慢变量变化率；α̇ｄ，β̇ｄ，μ̇ｄ 分别表示期

望迎角变化率、期望侧滑角变化率和期望航迹倾斜

角变化率；ω α，ω β，ω μ 分别表示迎角、侧滑角和航迹

倾斜角通道的带宽；α ｃ，β ｃ，μ ｃ 分别表示指令迎角、
指令侧滑角和指令航迹倾斜角。 根据动态逆原理，
为了获得 α̇ｄ，β̇ｄ，μ̇ｄ，控制输入 ｕｍ 应为

ｕｍ ＝ ｇ －１
ｍ （ｘｍ）［ － ｆｍ（ｘｍ） ＋ ｖｍ］ （１１）

２　 机动产生器设计

慢变量 ［Ｖ，γ，χ］ Ｔ 属于轨迹控制，对应状态反

馈动态逆方法的慢回路设计，参考文献［１２］ 使用慢

变量来描述飞机的轨迹指令，也称对应的控制器为

机动产生器。 后来关于慢回路的论文基本沿用了这

个名称。 机动产生器的设计思想与快、较慢回路相

似，但是机动产生器的控制输入［α，β，μ］ Ｔ 在（１２）
式中以三角函数的形式存在，而且气动力（升力 Ｌ，
阻力Ｄ和侧力 Ｙ） 是状态控制输入［α，β，μ］ Ｔ 的非线

性函数，因此航迹轴系下力方程（１２） 式无法写为类

似（８） 式和（１１） 式的仿射非线性形式［１３］，不能直接

运用动态逆理论进行求解，只能通过简化航迹轴系

下力方程进行求解［８］。
ｍＶ̇ ＝ Ｔｃｏｓβｃｏｓα － Ｄ － ｍｇｓｉｎγ
ｍＶχ̇ｃｏｓγ ＝ Ｔ（ｓｉｎαｓｉｎμ －
　 ｓｉｎβｃｏｓαｃｏｓμ） ＋ Ｙｃｏｓμ ＋ Ｌｓｉｎμ
ｍＶγ̇ ＝ Ｔ（ｓｉｎαｃｏｓμ ＋ ｓｉｎβｃｏｓαｓｉｎμ） －
　 Ｙｓｉｎμ ＋ Ｌｃｏｓμ － ｍｇｃｏｓγ （１２）

　 　 本文不考虑风的影响，航迹迎角 α ｋ 和迎角 α 重

合，航迹侧滑角 β ｋ 和侧滑角 β 重合，航迹速度（地
速）Ｖｋ 和飞行速度 Ｖ 大小相等，不加以区分。

（１２） 式中ｍ表示飞机质量，ｇ表示重力加速度，
Ｖ̇ 表示飞行速度变化率，χ̇ 表示航迹方位角变化率，γ̇
表示爬升角变化率，Ｔ 表示推力大小，沿机体坐标轴

系 ｘ 轴正方向，Ｄ 表示阻力大小，沿气流坐标轴系 ｘ
轴负方向，Ｌ 表示升力大小，沿气流坐标轴系 ｚ 轴负

方向，Ｙ 表示侧力大小， 沿气流坐标轴系 ｙ 轴正

方向。
假设飞行过程中侧力 Ｙ和侧滑角 β 都为 ０，航迹

轴系下力方程可以简化为以下形式

ｍＶ̇ ＝ Ｔｃｏｓα － Ｄ － ｍｇｓｉｎγ
ｍＶχ̇ｃｏｓγ ＝ （Ｔｓｉｎα ＋ Ｌ）ｓｉｎμ
ｍＶγ̇ ＋ ｍｇｃｏｓγ ＝ （Ｔｓｉｎα ＋ Ｌ）ｃｏｓμ （１３）

把（１３）式中的 Ｖ̇，χ̇，γ̇ 用其期望值 Ｖ̇ｄ，χ̇ｄ，γ̇ｄ 代替，假
设机动产生器的闭环系统为一阶环节

Ｖ̇ｄ

γ̇ｄ

χ̇ｄ

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

＝
ωＶ ０ ０
０ ωγ ０
０ ０ ωχ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

Ｖｃ － Ｖ
γｃ － γ
χ
ｃ － χ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

（１４）

ω Ｖ，ω γ，ω χ 分别对应回路的带宽；Ｖｃ，γ ｃ，χ ｃ 分别表示

指令飞行速度，指令爬升角和指令航迹方位角。 根

据简化方程（１３） 式和（１４） 式，解得指令航迹倾斜

角 μ ｃ

μｃ ＝ ｔａｎ －１ Ｖχ̇ｄｃｏｓγ
Ｖγ̇ｄ ＋ ｇｃｏｓγ

（１５）

再根据（１３）式和（１４）式构建只有一个未知数指令

迎角 α ｃ 的方程

ｔａｎαｃｃｏｓμｃ（ｍＶ̇ｄ ＋ Ｄ（Ｖ，αｃ） ＋ ｍｇｓｉｎγ） ＋
　 Ｌ（Ｖ，αｃ）ｃｏｓμｃ － ｍＶγ̇ｄ － ｍｇｃｏｓγ ＝ ０ （１６）

式中： Ｄ（Ｖ，α ｃ） 表示阻力为飞行速度 Ｖ 和指令迎角

α ｃ 的函数；Ｌ（Ｖ，α ｃ） 表示升力为飞行速度 Ｖ 和指令

迎角 α ｃ 的函数。
在侧力和侧滑角都为 ０ 的假设下，根据（１５） 式

和（１６） 式，已知航迹指令［Ｖｃ，γ ｃ，χ ｃ］ Ｔ，求解得到慢

回路的指令值［α ｃ，β ｃ，μ ｃ］ Ｔ（β ｃ ＝ ０）。
机动产生器、较慢回路以及快回路［３⁃４］ 构成了

无人机航迹追踪的控制回路。

３　 航迹倾斜角的多解问题

当利用反正切函数求解指令航迹倾斜角 μ ｃ（见
（１５） 式），反正切函数的值域为（ － ９０°， ９０°），小于

实际飞行中 μ 的变化范围。 如果直接用反正切函数

求解，μ 在绝对值接近 ９０° 时产生指令跳变，会导致

仿真过程中飞行参数的发散［８］。
图 ２ａ） 表示飞机被控制向右上方运动（ χ̇ｄ 和 γ̇ｄ

·７０７·
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都大于０），图２ｂ） 表示飞机被控制向左下方运动（ χ̇ｄ

和 γ̇ｄ 都小于 ０）），假设 ２ 个图中的飞行状态经过

（１５） 式中的公式计算 ｔａｎμ 的值都等于 ３ 。 如果直

接使用（１５） 式的反正切函数求解 μ，只能求解出图

２ａ） 中 ６０°的航迹倾斜角，与实际飞行相比会漏掉图

２ｂ） 中倾斜角为 － １２０° 的飞行状态。

图 ２　 航迹倾角的多解示意图

为了解决（１５） 式计算的航迹倾斜角值域与实

际飞行航迹倾斜角值域不一致的问题，本文将从飞

机受力与运动的角度讨论如何让 μ 的计算值与实际

值为一一映射。
在侧滑角为 ０ 的假设下，飞机只受到推力 Ｔ、阻

力Ｄ、升力 Ｌ和重力Ｇ的作用。 飞机所受重力之外的

合力沿速度方向和垂直于速度方向分解， 分别为

（Ｔｃｏｓα － Ｄ） 和（Ｔｓｉｎα ＋ Ｌ）。 因为人的生理限制，
要避免承受负过载。 有人驾驶飞机做机动时，一般

都是采用拉杆的方式，所以认为（Ｔｓｉｎα ＋ Ｌ） 大于

０。 根据（１３） 式，ｍＶχ̇ｄｃｏｓγ 表示（Ｔｓｉｎα ＋ Ｌ） 在航迹

轴系 ｙｎ 轴的分量， － （ｍＶγ̇ｄ ＋ ｍｇｃｏｓγ） 表示（Ｔｓｉｎα
＋ Ｌ） 在航迹轴系 ｚｎ 轴的分量。 通过（１５） 式的值、
Ｖχ̇ｄｃｏｓγ 的方向和 Ｖγ̇ｄ ＋ ｇｃｏｓγ 的方向就能唯一确定

μ ｃ 的值。
因此，μ ｃ 的值不仅由（１５） 式决定，还与 Ｖχ̇ｄｃｏｓγ

和 Ｖγ̇ｄ ＋ ｇｃｏｓγ 的方向有关。 μ ｃ 的计算方法与计算

机编程语言中的 ａｔａｎ２ 函数的计算方法一致，还与

ａｔａｎ２函数的值域也一致。 本文把（１５） 式中的 ｔａｎ －１

替换为 ａｔａｎ２ 函数求解，如（１７） 式 所示

μｃ ＝ ａｔａｎ２（Ｖχ̇ｄｃｏｓγ，Ｖγ̇ｄ ＋ ｇｃｏｓγ） （１７）
式中

ａｔａｎ２（ｙ，ｘ） ＝

ｔａｎ －１ ｙ
ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ 　 　 　 ｘ ＞ ０

ｔａｎ －１ ｙ
ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ π　 ｙ ≥ ０，ｘ ＜ ０

ｔａｎ －１ ｙ
ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － π　 ｙ ＜ ０，ｘ ＜ ０

π
２
　 　 　 　 　 　 ｙ ＞ ０，ｘ ＝ ０

－ π
２
　 　 　 　 　 ｙ ＜ ０，ｘ ＝ ０

ｕｎｄｅｆｉｎｅｄ　 　 　 ｙ ＝ ０，ｘ ＝ ０

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

　 　 相比于有人驾驶飞机，无人机可以不用考虑人

承受过载的限制，在机动过程中对于 （Ｔｓｉｎα ＋ Ｌ） 的

正负没有限制。 无人机 μ ｃ 计算以及机动方式都与

有人驾驶飞机有所不同。
假设飞机先向着 χ̇ｄ 和 γ̇ｄ 都大于 ０ 的方向飞行，

如图 ２ａ） 所示，再在某一时刻令飞机向 χ̇ｄ 和 γ̇ｄ 都小

于 ０ 的方向飞行，如图 ２ｂ） 所示。 如果是有人驾驶

飞机完成上述过程，为保证过载为正，当飞机从向右

上飞行改变为向左下飞行时，飞机应该先从图 ２ａ）
中的姿态滚转到图 ２ｂ） 的姿态，再以正过载向 χ̇ｄ 和

γ̇ｄ 都小于 ０的方向飞行，这与使用 ａｔａｎ２函数计算的

结果一致。 如果无人机允许使用负过载的方式完成

机动动作，当此无人机同样从 χ̇ｄ 和 γ̇ｄ 都大于 ０ 的飞

行方向改为 χ̇ｄ 和 γ̇ｄ 都小于 ０ 的飞行方向时，它有 ２
种机动选择，一种与有人驾驶飞机的机动过程相同，
先滚转，再以正过载飞行。 另一种是飞机不改变航

迹倾斜角，直接以图 ２ａ） 的航迹倾斜角以负过载运

动。 第一种飞行方式在改变飞行状态时，为了精确

控制航迹，需要飞机先把过载从正过载卸载至 ０，再
滚转到图 ２ｂ） 的姿态，再把过载从 ０ 加载至需用过

载。 而第二种飞行方式，飞机不用滚转，直接以图

２ａ） 的航迹倾斜角，从正过载变为负的需用过载。
显然相比于第一种飞行方式，第二种飞行方式滚转

的角度更小，过载指令的变化更快，达到指令航迹的

时间更短。 综上，无人机以负过载飞行时在机动性

上更有优势。 所以在实际应用过程中，为了能够更

快机动，取以上 ２ 个值中与当前 μ 相近的那个值，如
（１８） 式所示。

·８０７·
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μ１ ＝ ａｔａｎ２（Ｖχ̇ｄｃｏｓγ，Ｖγ̇ｄ ＋ ｇｃｏｓγ）
μ２ ＝ μ１ ＋ π

μｃ ＝
μ１， ｜ μ１ － μ ｜ ≤｜ μ２ － μ ｜
μ２， ｜ μ１ － μ ｜ ＞ ｜ μ２ － μ ｜{ （１８）

式中： μ １ 表示保持正过载机动方式对应的指令航迹

倾斜角；μ ２ 表示负过载机动方式对应航迹倾斜角。

４　 奇异性问题

使用 ［Ｖ，γ，χ］ Ｔ 表示连续航迹，在爬升角γ为正

负 ９０° 时，地速矢量处于铅垂线上，在水平面的投影

退化成一个点，航迹方位角 χ 没有定义，此即奇异性

问题。 本文把爬升角为正负 ９０° 的点称为奇异点。
使用四元数代替欧拉角表示刚体的姿态［１０⁃１１］

是解决奇异性问题最常用的方法。 为了能够避免出

现奇异性问题，使用四元数 ｑｅ２ｎ 替代［０，γ，χ］ Ｔ 表示

航迹轴系相对飞机牵连铅垂地面坐标轴系（本文简

称为飞机牵连地轴系，用 ｅ 表示） 的姿态，即用［Ｖ，
ｑｅ２ｎ］ Ｔ 来表示三维空间的航迹。

关于四元数的定义和运算规则可以参考文献

［１４］。 本文中的四元数定义为

ｑ ＝ ｑ０ ｉ ＋ ｑ１ ｊ ＋ ｑ２ｋ ＋ ｑ３ （１９）
式中： ｑ０，ｑ１，ｑ２ 和 ｑ３ 是实数；ｉ，ｊ和 ｋ既是互相正交的

单位向量，又是虚单位 － １ 。 （１９） 式可以表示为

矩阵形式［ｑ０，ｑ１，ｑ２，ｑ３］ Ｔ。
通常使用四元数代替欧拉角表示刚体姿态可以

解决奇异性问题，但是利用四元数 ｑｅ２ｎ 并未能消除

航迹轴系相对于飞机牵连地轴系姿态的奇异性问题

（见图 ３）。

图 ３　 飞机经过奇异点航迹轴系突变示意图

航迹轴系在国标ＧＢ ／ Ｔ １４４１０．１⁃２００８中的定义：
原点通常固定于飞机的重心，其 ｘｎ 轴沿航迹速度

（也称地速） 方向，ｚｎ 轴在包含 ｘｎ 轴的铅垂平面内，
垂直于 ｘｎ 轴，指向下方，ｙｎ 轴垂直于 ｚｎｘｎ 平面指向

右方［１５］。
按照上述航迹轴系的定义，当航迹轴系的 ｘｎ 轴

垂直于水平面时（地速方向为铅垂方向），无法找到

满足上述定义的 ｚｎ 轴。 所以航迹轴系在地速为铅垂

方向时，没有定义。
相比于一般固联于飞机的坐标轴系，例如机体

坐标轴系、气流坐标轴系等，他们与飞机牵连地轴系

的相对姿态都是由 ３ 个姿态角（滚转、俯仰和偏航方

向的姿态角） 描述的。 一般固联于飞机的坐标轴系

相对于飞机牵连地轴系有 ３ 个旋转自由度，而航迹

轴系相对于飞机牵连地轴系的姿态只有航迹方位角
χ 和爬升角 γ ２ 个姿态角来描述，只有 ２ 个旋转自由

度，缺少了一个滚转方向的旋转自由度［１６］。 当飞机

经过奇异点时，航迹轴系在空间内产生突变，导致航

迹轴系相对于飞机牵连地轴系的姿态产生突变，因
此用来描述航迹轴系相对于飞机牵连轴系姿态的四

元数 ｑｅ２ｎ 无可避免地产生突变。 例如飞机只做单纯

的俯仰运动时，在经过爬升角 ９０°（奇异点之一） 时，
会引发航迹轴系绕 ｘｎ 旋转，并导致其突变。

如图 ３ 所示，飞机从右到左以筋斗机动经过爬

升角 ９０°时，根据航迹轴系的定义，其 ｙｎ 轴和 ｚｎ 轴绕

ｘｎ 轴瞬间旋转了 １８０°。
为了解决航迹轴系旋转自由度缺失引起的突变

问题，在飞机经过奇异点时，补全航迹轴系的旋转自

由度。 即把图 ３ 中左边的航迹轴系在爬升角为 ９０°
时绕 ｘｎ 轴转动角度 － １８０°，这样旋转后的轴系和未

经旋转的轴系，在整个机动过程中保证了姿态连续

的变化，这个轴系称为修正航迹轴系。
修正航迹轴系是在当前航迹轴系的基础上绕 ｘｎ

轴旋转 － ｉ·１８０° 得到的。
ｑｅ２ｍ ＝ ｑｅ２ｎ × ｑｉ

－π， ｉ ＝ ０，１，２… （２０）
式中： ｑｅ２ｍ 表示修正航迹轴系相对飞机牵连地轴系

姿态四元数；ｑｉ
－π 表示绕航迹轴系 ｘｎ 轴旋转 － １８０°

四元数的 ｉ 次方，ｉ 表示飞机在飞行过程中经过的奇

异点次数， × 表示四元数乘法。

·９０７·
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５　 基于四元数的机动产生器设计

假设 ｑｃｏｍ 表示期望姿态的指令四元数，ｑａｃｔ 表示

当前姿态的实际四元数，ｑａ２ｂ 是表示坐标轴系Ｂ相对

坐标轴系 Ａ的姿态四元数，ｑａ２ｃ 是表示坐标轴系 Ｃ相

对于坐标轴系 Ａ 的姿态四元数。
假设坐标轴系 Ｂ 固联于飞机，坐标轴系 Ａ 是惯

性轴系，所以坐标轴系 Ｂ 相对坐标轴系 Ａ 的姿态表

示飞机的实际姿态，假设坐标轴系 Ｃ 相对于 Ａ 的姿

态表示期望姿态，所以四元数 ｑｃｏｍ，ｑａｃｔ，ｑａ２ｂ 和 ｑａ２ｃ 有

如下关系

ｑａ２ｂ ＝ ｑａｃｔ

ｑａ２ｃ ＝ ｑｃｏｍ （２１）
　 　 要使飞机的实际姿态达到期望姿态，就是让与

飞机固联的坐标轴系 Ｂ 旋转到坐标轴系 Ｃ。 根据四

元数的计算法则以及性质，实际姿态四元数和期望

姿态四元数关系如（２２） 式［１１］ 所示

ｑａｃｔ × ｑｅｒｒ ＝ ｑｃｏｍ

ｑｅｒｒ ＝ ｑ －１
ａｃｔ × ｑｃｏｍ （２２）

式中， ｑｅｒｒ 表示实际姿态与期望姿态的误差四元

数。
根据四元数的求导法则，（２２）式求导得到

ｑ̇ａｃｔ × ｑｅｒｒ ＋ ｑａｃｔ × ｑ̇ｅｒｒ ＝ ｑ̇ｃｏｍ （２３）
　 　 再根据四元数和其对应的角速度的关系

ｑ̇ａｃｔ ＝ ｑ̇ａ２ｂ ＝
１
２
ｑａ２ｂ × ωａ

ｂｂ

ｑ̇ｃｏｍ ＝ ｑ̇ａ２ｃ ＝
１
２
ｑａ２ｃ × ωａ

ｃｃ （２４）

　 　 ωａ
ｂｂ 表示坐标轴系 Ｂ 相对于坐标轴 Ａ 的旋转角

速率在坐标轴系 Ｂ中的表示；ωａ
ｃｃ 表示坐标轴系 Ｃ相

对于坐标轴系 Ａ的旋转角速率在坐标轴系 Ｃ中的表

示。
由（２１）至（２４）式，可以得到

ωａ
ｂｂ ＝ － （２ｑ̇ｅｒｒ － ｑｅｒｒ × ωａ

ｃｃ） × ｑ －１
ｅｒｒ （２５）

　 　 当 ｑｅｒｒ －ｃｍｄ ＝ ［０，０，０，１］ Ｔ 时，ｑａｃｔ ＝ ｑｃｏｍ，飞机达到

期望的姿态。 要使飞机的实际姿态到达期望的姿

态，需要把 ｑｅｒｒ 控制到 ｑｅｒｒ －ｃｍｄ。 现在定义 ｑ̇ｅｒｒ －ｄｅｓ 为期

望误差四元数的变化率，它与实际误差四元数 ｑｅｒｒ

和最终控制目标的误差四元数 ｑｅｒｒ －ｃｍｄ 的关系如下

ｑ̇ｅｒｒ －ｄｅｓ
＝ ωｑΔｑｅｒｒ ＝ ωｑ（ｑｅｒｒ －ｃｍｄ － Ａｑｅｒｒ） （２６）

式中：ω ｑ 是四元数回路的带宽。 因为 ｑｅｒｒ 和 － ｑｅｒｒ 都

是表示从实际坐标轴系旋转到期望坐标轴系的姿态

四元数，ｑｅｒｒ 表示绕固定轴旋转 θ， － ｑｅｒｒ 表示绕同一

个轴反向旋转２π － θ。 Ａｑｅｒｒ 表示从实际姿态到期望

姿态是经过 θ 和 ２π － θ 中较小角度旋转的四元数，
即 ｑｅｒｒ 和 － ｑｅｒｒ 中实部 ｑ３ ≥ ０ 的四元数［１４］。

如果飞机能够按照期望误差四元数变化率

ｑ̇ｅｒｒ －ｄｅｓ 运动， 最终能够达到期望的姿态 （见 （２６）
式）。 为了达到 ｑ̇ｅｒｒ －ｄｅｓ， 飞机运动所需角速度为

ωａ
ｂｂ －ｃｍｄ

［１１］

ωａ
ｂｂ －ｃｍｄ ＝ － （２ｑ̇ｅｒｒ －ｄｅｓ

－ ｑｅｒｒ × ωａ
ｃｃ） × ｑ －１

ｅｒｒ （２７）
　 　 现在用 ｑｅ２ｃ 表示期望修正航迹轴系（本文用 ｃ表
示期望修正航迹轴系） 相对于飞机牵连地轴系的期

望姿态四元数，对应（２２） 式中的 ｑｃｏｍ。 ｑｅ２ｍ 表示实

际修正航迹轴系相对于飞机牵连地轴系的实际姿态

四元数，对应（２２） 式中的 ｑａｃｔ。 现在把四元数 ｑｅ２ｃ 和

ｑｅ２ｍ 代入（２２） 式得到 ｑｅ２ｍ 和 ｑｅ２ｃ 的误差四元数 ｑｅｒｒ。
ｑｅｒｒ ＝ ｑ －１

ｅ２ｍ × ｑｅ２ｃ （２８）
　 　 把四元数 ｑｅ２ｃ 和 ｑｅ２ｍ 代入（２７） 式，得到修正航

迹轴系相对飞机牵连地轴系的指令角速度在修正航

迹轴系的投影 ω ｅ
ｍｍ －ｃｍｄ

ωｅ
ｍｍ －ｃｍｄ ＝ － （２ｑ̇ｅｒｒ －ｄｅｓ

－ ｑｅｒｒ × ωｅ
ｃｃ） × ｑ －１

ｅｒｒ （２９）
式中， ω ｅ

ｃｃ 表示期望修正航迹轴系相对于飞机牵连

地轴系的角速度在期望修正航迹轴系中的分量。
ω ｅ

ｃｃ 无法直接得到，可以通过第 ｋ步和第 ｋ － １步的四

元数 ｑｅ２ｃ 和（２４） 式数值求解，如（３０） 式所示［１１］

ωｅ
ｃｃ ＝ ２ｑ －１

ｅ２ｃ

ｑｅ２ｃ（ｋ） － ｑｅ２ｃ（ｋ － １）
Δｔ

（３０）

　 　 根据期望爬升角的变化率 γ̇ｄ、期望航迹方位角

的变化率 χ̇ｄ 和修正航迹轴系相对牵连地轴系的指

令角速度ω ｅ
ｍｍ －ｃｍｄ ＝ ［ｐｍ －ｃｍｄ，ｑｍ －ｃｍｄ，ｒｍ －ｃｍｄ］ Ｔ 的运动学

关系得到

γ̇ｄ ＝ ｑｍ －ｃｍｄｃｏｓ（ － ｉπ） － ｒｍ －ｃｍｄｓｉｎ（ － ｉπ）
χ̇ｄｃｏｓγ ＝ ｑｍ －ｃｍｄｓｉｎ（ － ｉπ） ＋ ｒｍ －ｃｍｄｃｏｓ（ － ｉπ）

（３１）
式中： ｉ 和（２０） 式中的 ｉ 一样，表示经过奇异点的次

数；［ｐｍ －ｃｍｄ，ｑｍ －ｃｍｄ，ｒｍ －ｃｍｄ］ Ｔ 分别表示修正航迹轴系

相对牵连地轴系的角速度在修正航迹轴系 ｘ，ｙ，ｚ 轴
的分量。

基于修正航迹轴系相对飞机牵连地轴系的四元

数控制架构如图 ４ 所示。
图４中期望飞行速度变化率 Ｖ̇ｄ 和上面的四元数

的推导是独立的，本文是通过简单的油门杆和速度
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图 ４　 修正航迹轴系相对地轴系的四元数控制架构

误差的 ＰＩＤ 控制器进行控制的，也可以根据（１３） 式

中的方程求解推力指令 Ｔｃ
［７］，再根据发动机模型设

计飞机的推力控制，详见参考文献［１７］。 图 ４ 说明

了基于修正航迹轴系相对于飞机牵连轴系的指令姿

态四元数 ｑｅ２ｃ 和实际姿态四元数 ｑｅ２ｍ，求解期望航迹

角变化率 γ̇ｄ 和 χ̇ｄ 的过程。
基于四元数机动产生器的设计结合提出的修正

航迹轴系，保证了飞机在整个航迹追踪过程中不会

出现奇异性，以实现对经过奇异点连续航迹的追

踪。

６　 仿真试验

筋斗机动在整个机动过程中会分别经过爬升角

正负 ９０°，因此选择控制飞机追踪筋斗机动的航迹

来验证修正航迹轴系和四元数控制架构是否解决了

连续航迹追踪的奇异性问题。
６．１　 验证航迹轴系突变

图 ５ 给出了飞机执行筋斗机动过程中，爬升角

γ 和航迹方位角 χ 随时间变化的曲线。 图 ６ 给出了

四元数 ｑｅ２ｎ 和 ｑｅ２ｍ 随时间变化的曲线。 其中 ｑｉ，ｉ ＝
０，１，２，３… 表示四元数的各个分量，实线表示对应

四元数 ｑｅ２ｎ 的分量，虚线表示对应四元数 ｑｅ２ｍ 的分

量，竖直的虚线与图 ５ 中的竖直虚线对应，都表示飞

机经过奇异点的时刻。

图 ５　 筋斗机动过程中爬升角和航迹方位角随时间变化

图 ６　 筋斗机动过程中四元数随时间变化
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　 　 根据图 ５ 和图 ６ 可以看出四元数 ｑｅ２ｎ 会在爬升

角为正负９０°时产生突变，而四元数 ｑｅ２ｍ 则是连续变

化的，而且在突变之前 ｑｅ２ｎ ＝ ｑｅ２ｍ，与修正航迹轴系的

定义相一致。
图 ５ 和图 ６ 的仿真结果证明了单纯的使用四元

数 ｑｅ２ｎ 代替欧拉角来表示连续航迹，还是无法避免

出现奇异性问题。 针对航迹轴系突变造成的奇异性

问题，本文在航迹轴系基础上的提出修正航迹轴系，
他相对于飞机牵连地轴系的姿态四元数 ｑｅ２ｍ 是连续

变化的，避免了奇异性问题的发生，可以作为连续航

迹控制问题的控制变量。

６．２　 验证基于四元数和修正航迹轴系的航迹追踪

以图 ６ 中整个筋斗机动过程中的四元数 ｑｅ２ｍ 作

为指令四元数 ｑｃｏｍ，验证基于四元数的航迹追踪框

架对于筋斗机动航迹的追踪效果。 飞机在跟随指令

四元数 ｑｃｏｍ 过程中，修正航迹轴系相对飞机牵连地

轴系的姿态四元数 ｑｅ２ｍ 为飞机的实际四元数 ｑａｃｔ。
由于四元数的物理含义不直观所以绘制与四元数

ｑａｃｔ 和 ｑｃｏｍ 分别对应的实际航迹角、指令航迹角以及

所对应的角度偏差来说明筋斗机动的跟踪效果，如
图 ７ 所示。

图 ７　 指令航迹角与实际航迹角以及其对应的误差

　 　 图 ７ａ）至 ７ｂ）说明在筋斗过程中，除了爬升角

正负 ９０°时，航迹方位角的误差值一直为 ０，这是因

为在筋斗过程中，在经过奇异点之前，指令航迹方位

角没有变化而且一开始实际航迹方位角与指令航迹

方位角具有同样的初始值。 爬升角经过正负 ９０°
时，航迹方位角产生了 １８０°的误差，这是因为实际

爬升角滞后于指令爬升角产生的。 图 ７ｃ）至 ７ｄ）显
示实际爬升角相比于指令爬升角有最大达到近 ２°
的滞后。

基于图 ６ 仿真结果的对比与分析，可以发现即

使采用四元数 ｑｅ２ｎ 代替欧拉角表示航迹轴系相对飞

机牵连地轴系的姿态，ｑｅ２ｎ 在爬升角正负 ９０° 时还是

会发生突变的现象，这正是上文讨论的航迹轴系的

突变引起的，所以 ｑｅ２ｎ 是不能用来作为连续航迹的

控制变量指令。 而当采用本文提出的修正航迹轴系

时，修正航迹轴系相对飞机牵连地轴系的姿态四元

数 ｑｅ２ｍ 在整个机动过程中连续变化，可以用来作为

连续航迹的控制变量指令。 图 ７ 的仿真结果表示当

使用［Ｖ，ｑｅ２ｍ］ Ｔ 作为航迹控制变量指令时，可以实现

三维空间内经过奇异点的连续航迹控制，而且航迹

跟踪的滞后量与滞后时间都很小，取得了良好的跟

踪效果。

７　 结　 论

本文简要介绍了非线性动态逆理论与机动产生
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器的设计。 在此基础上从物理成因上分析了航迹倾

斜角的多解问题，分析了人的生理过载限制对航迹

倾斜角求解和机动方式的影响。
在解决追踪连续轨迹航迹角产生奇异性问题的

过程中，探讨了即使使用航迹轴系相对飞机牵连地

轴系四元数代替航迹角也无法解决奇异性问题，揭
示了航迹轴系在奇异点没有定义的缺陷。 航迹轴系

的定义导致其经过奇异点不是连续变化的，因此无

法采用航迹轴系相对飞机牵连地轴系的四元数来表

示连续航迹。 为解决这一问题，本文提出一种修正

航迹轴系的方法，在航迹轴系的基础上，经过奇异点

人为的进行修正，使修正航迹轴系经过奇异点时是

连续变化的。 使用修正航迹轴系相对飞机牵连地轴

系的姿态四元数表示连续航迹，解决了航迹轴系相

对飞机牵连地轴系的姿态在奇异点突变的问题。
最后推导了基于四元数的控制架构，设计了基

于修正航迹轴系相对飞机牵连地轴系的姿态四元数

的机动产生器，解决了控制飞机追踪连续航迹的奇

异性问题，从仿真结果来看，滞后量与滞后时间都很

小，且具有良好的跟踪特性。
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Ｉｎｃ， ２００８

［１５］ 中国航空工业第一集团公司． 飞行力学 概念、量和符号［Ｓ］． ＧＢ ／ Ｔ １４４１０．１⁃２００８
Ａｖｉａｔｉｏｎ Ｉｎｄｕｓｔｒｙ Ｃｏｒｐｏｒａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ． Ｆｌｉｇｈｔ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ———Ｃｏｎｃｅｐｔｓ， Ｑｕａｎｔｉｔｉｅｓ ａｎｄ Ｓｙｍｂｏｌｓ［Ｓ］． ＧＢ ／ Ｔ １４４１０．１⁃２００８ （ ｉｎ
Ｃｈｉｎｅｓｅ）

［１６］ ＺＩＰＦＥＬ Ｐ Ｈ． Ｍｏｄｅｌｉｎｇ ａｎｄ Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ Ａｅｒｏｓｐａｃｅ Ｖｅｈｉｃｌｅ Ｄｙｎａｍｉｃｓ［Ｍ］． Ｇａｉｎｅｓｖｉｌｌｅ， Ｆｌｏｒｉｄａ， Ａｍｅｒｉｃａｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ａｅｒｏ⁃
ｎａｕｔｉｃｓ ａｎｄ Ａｓｔｒｏｎａｕｔｉｃｓ Ｉｎｃ， ２００７
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［１７］ ＥＮＯＭＯＴＯ Ｋ． Ａ Ｓｔｕｄｙ ｏｎ ｔｈｅ Ｄｙｎａｍｉｃ Ｉｎｖｅｒｓｉｏｎ Ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈ Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｆｕｎｃｔｉｏｎ Ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ Ｓａｔｕｒａｔｉｏｎ［Ｃ］∥ＡＩＡＡ Ｇｕｉｄａｎｃｅ，
Ｎａｖｉｇａｔｉｏｎ， ａｎｄ Ｃｏｎｔｒｏｌ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ， Ｔｏｒｏｎｔｏ， ２０１０

ＵＡＶ′ｓ Ｐｒｅｃｉｓｅ Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ Ｔｒａｃｋｉｎｇ Ｃｏｎｔｒｏｌ Ｂａｓｅｄ ｏｎ
Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｄｙｎａｍｉｃ Ｉｎｖｅｒｓｅ ａｎｄ Ｑｕａｔｅｒｎｉｏｎｓ

ＳＯＮＧ Ｈｏｎｇｃｈｕａｎ１， ＺＨＡＮ Ｈａｏ１， ＸＩＡ Ｌｕ１， ＺＨＡＮＧ Ｎａｎ２

１．Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ａｅｒｏｎａｕｔｉｃｓ， Ｎｏｒｔｈｗｅｓｔｅｒｎ Ｐｏｌｙｔｅｃｈｎｉａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， Ｘｉ′ａｎ， ７１００７２， Ｃｈｉｎａ；
２．Ｓｋｙｌｉｎｅ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｉｅｓ， Ｘｉ′ａｎ， ７１００７２， Ｃｈｉｎａ
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