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大面质比太阳帆航天器 Ｌｉｓｓａｊｏｕｓ 轨道转移研究

段逊， 岳晓奎

（西北工业大学 航天学院， 陕西 西安　 ７１００７２）

摘　 要：考虑在 Ｌｉｓｓａｊｏｕｓ 轨道上工作的太阳帆航天器，会受到地球阴影或太阳风等影响，造成航天器

无法工作的情况，利用太阳光压作为推力提前进行 Ｌｉｓｓａｊｏｕｓ 轨道转移。 由于光压参数（锥角、钟角和

光压因子）会改变平动点位置，利用新旧平动点流形拼接的方法，让逃逸航天器转移到新 Ｌｉｓｓａｊｏｕｓ 轨

道上，实现日地 Ｌ２ 点的拟周期轨道转移。 仿真结果证明除了改变锥角、光压因子外，钟角也能实现轨

道转移，且光压因子对拟周期轨道的影响会比另外两项大。 文章创新点在于首次利用三维人工平动

点实现异宿 Ｌｉｓｓａｊｏｕｓ 轨道转移，为太阳帆航天器在日地平动点周期轨道的转移以及躲避地球阴影等

方面提供了参考。
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　 　 太阳帆航天器在进行周期轨道转移任务中，利
用限制性三体模型并结合太阳光压（ＣＲ３ＢＰ＋ＳＲＰ）
的影响越来越受到关注［１⁃２］。 太阳帆可看作是一种

航天器推进装置，光子反射使卫星加速，加速度很

小，但由于任务周期相对较长，影响较大。
航天器受到 ２ 个天体引力而相互平衡的位置，

被称为平动点［３］。 相应的，在平动点周围存在着周

期轨道，例如：Ｌｙａｐｕｎｏｖ、Ｈａｌｏ 和 Ｌｉｓｓａｊｏｕｓ 轨道，可看

作是天文观测或进行科学实验等任务的良好平台，
目前很多国家已经发射了多个卫星进行在轨验证等

任务［４⁃５］。
美国航空航天局（ＮＡＳＡ）先后独立发射了 ６ 个

探 测 器， 分 别 为 Ｗｉｎｄ［６］、 ＡＣＥ［６］、 ＷＭＡＰ ［７］、
Ｇｅｎｅｓｉｓ［８］、ＡＲＴＥＭＩＳ［９］和 ＤＳＣＯＶＲ［１０］。

欧洲空间局（ＥＳＡ）前期与美国航空航天局合作

发射了 ３ 个探测器 （ ＩＳＥＥ⁃３［１１］、 ＳＯＨＯ［６］ 和 Ｈｅｒ⁃
ｓｃｈｅｌ［１２］），于 ２００９ 年后又独立发射了 ３ 个探测器

（Ｐｌａｎｃｋ［１３］、Ｇａｉａ［１４］和 ＬＩＳＡ Ｐａｔｈｆｉｎｄｅｒ［１５］）。
中国国家航天局（ＣＮＳＡ）也于 ２０１０ 年和 ２０１４

年分别发射嫦娥二号［１６］和嫦娥五号⁃Ｔ１［１７］。
针对 ３ 类周期轨道，Ｌｉｓｓａｊｏｕｓ 轨道相比较另两

类 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 轨道和 Ｈａｌｏ 轨道具有更多的形状和选

择，适合航天任务的需求。 然而，围绕共线平动点的

（准）周期轨道相关动力学是不稳定的，要使航天器

转移在附近需要有效的转移方法。
２０１０ 年，日本宇航局（ ＪＡＸＡ）发射了 Ｉｋａｒｏｓ［１８］

号太阳帆航天器，标志着第一个真正意义上的太阳

帆航天器的诞生。 其面积为 １４ ｍ×１４ ｍ（１９６ ｍ２）。
动力完全来源于太阳光压，并实现了飞掠金星的任

务，具有标志性和里程碑意义。
Ｃｏｌｏｍｂｏ［１９］、 Ｅｕｌｅｒ［２０］、 Ｂｒｅａｋｗｅｌｌ［２１］ 和

Ｆａｒｑｕｈａｒ［２２］最早对平动点周期轨道转移进行了研

究，并将其应用在了 ＩＳＥＥ⁃３ 任务中。 但其主要是利

用动力学原理，利用推力等方式进行轨道转移。 后

续，ＭｃＩｎｎｅｓ 等［２３］研究了太阳光压会对平动点位置

产生影响，Ｆａｒｒéｓ 等［２４］ 利用上面思路，设计了 Ｈａｌｏ
轨道的轨道转移。 在此基础上，Ｓｏｌｄｉｎｉ［２５］、Ｊｏｒｂａ［２６］

和 Ｆａｒｒéｓ 等［２７］也研究了 Ｌｉｓｓａｊｏｕｓ 轨道的转移问题，
但其平动点的位置转移仅停留在平面上，且未考虑

钟角及光压因子对转移策略的影响。 目前，国内的

很多学者也进行了太阳帆的研究，如：清华大学宝音

贺西团队研究了利用太阳帆进行周期轨道转移［２８］

和轨道保持［２９］，中科院的罗超等［３０］ 研究了太阳帆

航天器的轨道动力学和轨道控制等问题，还有张
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辉［３１］和朱敏［３２］也进行了太阳帆影响下的平动点移

动研究，不过只考虑了共线平动点在不同光压因子

影响下的变化情况。 西工大孙冲等［３３］ 研究了太阳

帆推力机动的轨道设计问题。
基于上述研究情况的不足，本文考虑了大面质

比航天器的光压因子、锥角和钟角三者共同作用下

的日地 Ｌ２ 平动点三维变化情况，实现了航天器沿着

不稳定流形逃逸初始 Ｌｉｓｓａｊｏｕｓ 轨道，改变帆板角

度，利用位移后的平动点的稳定流形，转移到新 Ｌｉｓ⁃
ｓａｊｏｕｓ 轨道，完成轨道转移。

１　 太阳帆航天器的动力学模型

本文采用的模型是限制性三体模型加上太阳光

压模型（ＣＲ３ＢＰ ＋ＳＲＰ），即太阳帆航天器只考虑太

阳和地球的引力以及太阳光压力，其动力学公式为：

Ｘ̈ － ２Ｙ̇ ＝ ΩＸ ＋ ａｓ
Ｘ

Ｙ̈ ＋ ２Ｘ̇ ＝ ΩＹ ＋ ａｓ
Ｙ

Ｚ̈ ＝ ΩＺ ＋ ａｓ
Ｚ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１）

式中：

Ω（Ｘ，Ｙ，Ｚ） ＝ １
２
（Ｘ２ ＋ Ｙ２） ＋ １ － μ

ｒ１
＋

　 　 μ
ｒ２

＋ １
２
μ（１ － μ）

ｒ２１ ＝ （Ｘ － μ） ２ ＋ Ｙ２ ＋ Ｚ２

ｒ２２ ＝ （Ｘ － μ ＋ １） ２ ＋ Ｙ２ ＋ Ｚ２

　 　 ｒ１ 和 ｒ２ 为航天器与太阳和地球的距离。 ａｓ
Ｘ，ａｓ

Ｙ

和 ａｓ
Ｚ是太阳光压力所产生的加速度，如果为零，则

为传统的限制性三体模型。 太阳光压力产生的加速

度可由公式（２） 计算：

ａｓ ＝ β （１ － μ）
ｒ２１

〈 ｒ^，ｎ^〉 ｎ^ （２）

式中： ｎ^ 为太阳帆板的单位方向向量；ｒ^ 是太阳到太

阳帆板的单位方向向量；β 为光压因子，主要由太阳

帆板的材料、反射率和面质比等因素决定，范围在 ０
到 １之间。 而公式中 ｎ^的角度，分别是锥角α和钟角

δ，如图 １ 所示。 本文采用旋转坐标系，中心原点位

于太阳 － 地球的质量中心，Ｘ 轴沿着连接 ２ 个天体

的线，方向为从地球指向太阳，Ｚ 轴垂直于轨道平

面，Ｙ 轴完成正交参考系。 因此，太阳的位置是 Ｘ ＞
０。 图 ２ 为太阳帆航天器在日地限制性三体旋转坐

标系中的示意图。

图 １　 太阳帆航天器角度示意图

图 ２　 太阳帆在日地系统下的示意图

若航天器在平动点上，则理论上速度和加速度

均为零。 则公式（１） 则可写成

ΩＸ ＋ ａｓ
Ｘ ＝ ０

ΩＹ ＋ ａｓ
Ｙ ＝ ０

ΩＺ ＋ ａｓ
Ｚ ＝ ０

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（３）

　 　 在公式（３）中，所求得的解与太阳帆板的角度

和光压因子有关，故 ５ 个平动点不再是位置固定不

动，拓展成 ５ 个“人工”平动点家族［１５］。 目前，所有

发射到周期轨道的卫星，均工作在平动点 Ｌ１ 和 Ｌ２ 附

近的周期轨道，故本文仅研究人工平动点 ＳＬ２ 及其

周边周期轨道的情况。 其“人工” 平动点家族如图 ３
所示，图中的每一个点均对应着一个特定的光压因

子、锥角和钟角。 图 ３ａ） 是 ＳＬ２ 点的三维图形，图
３ｂ） 为其 Ｘ⁃Ｙ 平面图。 可以看出，若保持光压因子

不变，随着锥角和钟角的变化，形成了一个封闭的球

面。 若改变光压因子，随着因子数值增大而球面扩

大。 平动点位置的改变，可实现逃逸的探测器会沿

着稳定流形至新的 Ｌｉｓｓａｊｏｕｓ 轨道。

·５５０１·
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图 ３　 ＳＬ２ 平动点

２　 模型线性化

为了更好地分析太阳帆航天器在“人工”平动

点附近的运动，本文引进了图 ４ 的坐标系。 在日地

坐标系下，图中星号为日地限制性三体问题中的 Ｌ２

点，ＳＬ２（γ １，γ ２，γ ３） 以及 ＳＬ′２（γ′１，γ′２，γ′３） 分别代表

着改变光压参数前后的平动点位置（其均对应着特

定的光压因子、锥角和钟角）。 则运动学公式为

Ｘ ＝ γｘ ＋ γ１ ＝ γｘ′ ＋ γ′１
Ｙ ＝ γｙ ＋ γ２ ＝ γｙ′ ＋ γ′２
Ｚ ＝ γｚ ＋ γ３ ＝ γｚ′ ＋ γ′３

ì

î

í

ï
ï

ïï

（４）

式中： （Ｘ，Ｙ，Ｚ） 为日地旋转坐标系下的位置；（γ １，
γ ２，γ ３） 是给定光压因子、锥角和钟角下的 ＳＬ２ 平动

点；（ｘ，ｙ，ｚ） 为以平动点为中心坐标系下的位置；γ
是一个比例因子，可以任意选择，本文选取的值为

０．０１，因为这个值很贴近平动点 Ｌ２ 到地球的距离。

图 ４　 平动点位置及坐标系示意图

将公式（４）带到入公式（１）中，则动力学公式

变为

ｘ̈ － ２ｙ̇ ＝ １
γ２Ωｘ ＋ １

γ
ａｓ
ｘ

ｙ̈ － ２ｘ̇ ＝ １
γ２Ωｙ ＋ １

γ
ａｓ
ｙ

ｚ̈ ＝ １
γ２Ωｚ ＋

１
γ
ａｓ
ｚ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（５）

　 　 平动点附近动力学分析可以利用线性化后的公

式（５）来进行分析。 经过复杂的代数计算得到动力

学公式为

ｘ̈ － ２ｙ̇ ＝ ａ１ｘ ＋ ａ２ｙ ＋ ａ３ｚ，
ｙ̈ ＋ ２ｘ̇ ＝ ｂ１ｘ ＋ ｂ２ｙ ＋ ｂ３ｚ，
ｚ̈ ＝ ｃ１ｘ ＋ ｃ２ｙ ＋ ｃ３ｚ

ì

î

í

ï
ï

ïï

（６）

其中系数 ａｉ，ｂｉ 和 ｃｉ 可以用光压因子、锥角、钟角，平
动点等参数表达，其矩阵等式为

ｘ̇
ｙ̇
ｚ̇
ｘ̈
ｙ̈
ｚ̈

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

＝

０ ０ ０ １ ０ ０
０ ０ ０ ０ １ ０
０ ０ ０ ０ ０ １
ａ１ ａ２ ａ３ ０ ２ ０
ｂ１ ｂ２ ｂ３ － ２ ０ ０
ｃ１ ｃ２ ｃ３ ０ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

ｘ
ｙ
ｚ
ｘ̇
ｙ̇
ｚ̇

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

（７）

　 　 求解公式（６）的线性解，分成 ２ 种情况：
情况 １： ｘ（ ｔ） ＝ ｅλｔ，ｙ（ ｔ） ＝ ｋｅλｔ，ｚ（ ｔ） ＝ 􀭰ｋｅλｔ

情况 ２： ｘ（ ｔ） ＝ 􀭰ｋｅλｔ，ｙ（ ｔ） ＝ ｋｅλｔ，ｚ（ ｔ） ＝ ｅλｔ

分别带入公式（６） 中，得到：

情况 １：

λ ２ － ２ｋλ ＝ ａ１ ＋ ａ２ｋ ＋ ａ３
􀭰ｋ，

ｋλ ２ ＋ ２􀭰ｋλ ＝ ｂ１ ＋ ｂ２ｋ ＋ ｂ３
􀭰ｋ，

􀭰ｋλ ２ ＝ ｃ１ ＋ ｃ２ｋ ＋ ｃ３􀭰ｋ，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

情况 ２：

􀭰ｋλ ２ － ２ｋλ ＝ ａ１
􀭰ｋ ＋ ａ２ｋ ＋ ａ３，

ｋλ ２ ＋ ２􀭰ｋλ ＝ ｂ１
􀭰ｋ ＋ ｂ２ｋ ＋ ｂ３，

λ ２ ＝ ｃ１􀭰ｋ ＋ ｃ２ｋ ＋ ｃ３ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

对公式（７） 中矩阵进行求解， 将会得到 ６ 个

根。 通常情况下有 ２ 个实根 λ １（ ＞ ０） 和 λ ２（ ＜ ０），
以及另外 ２ 对共轭复根：

λ ３，４ ＝ η １ ± ω １ ｉ 和 λ ５，６ ＝ η ２ ± ω ２ ｉ。
最终，我们可以求得 ２ 种情况下的 ｋ 和 􀭰ｋ 值。

　 　 情况 １

ｋ ＝
λ４ － （ｃ３ ＋ ａ１）λ２ ＋ ａ１ｃ３ － ａ３ｃ１
２λ３ ＋ ａ２λ２ － ２ｃ３λ － ａ２ｃ３ ＋ ａ３ｃ２

􀭰ｋ ＝
ｃ２λ４ ＋ ２ｃ１λ３ ＋ （ａ２ｃ１ － ｃ２ｃ３ － ａ１ｃ２）λ２ － ２ｃ１ｃ３λ ＋ ａ１ｃ２ｃ３ － ａ２ｃ１ｃ３
２λ５ ＋ ａ２λ４ － ４ｃ３λ３ ＋ （ａ３ｃ２ － ２ａ２ｃ３）λ２ ＋ ２ｃ２３ λ ＋ ａ２ｃ２３ － ａ３ｃ２ｃ３

·６５０１·
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　 　 情况 ２

ｋ ＝
ｂ３λ２ － ２ａ３λ － ａ１ｂ３ ＋ ａ３ｂ１

λ４ － （ａ１ ＋ ｂ２ － ４）λ２ ＋ （２ａ２ － ２ｂ１）λ ＋ ａ１ｂ２ － ａ２ｂ１

􀭰ｋ ＝
ａ３λ２ ＋ ２ｂ３λ ＋ ａ２ｂ３ － ａ３ｂ２

λ４ － （ａ１ ＋ ｂ２ － ４）λ２ ＋ （２ａ２ － ２ｂ１）λ ＋ ａ１ｂ２ － ａ２ｂ１

　 　 将情况 １ 和 ２ 得到的线性解带入公式（６）中，则得到其线性解为

ｘ（ ｔ） ＝ Ａ１ｅλ１ｔ ＋ Ａ２ｅλ２ｔ ＋ Ａ３ｅη１ｔｃｏｓω１ ｔ ＋ Ａ４ｅη１ｔｓｉｎω１ ｔ ＋

　 Ａ５ｅη２ｔ（􀭰ｋ５ｃｏｓω２ ｔ ＋ 􀭰ｋ６ｓｉｎω２ ｔ） ＋ Ａ６ｅη２ｔ（􀭰ｋ５ｓｉｎω２ ｔ － 􀭰ｋ６ｃｏｓω２ ｔ），

ｙ（ ｔ） ＝ Ａ１ｋ１ｅλ１ｔ ＋ Ａ２ｋ２ｅλ２ｔ ＋ Ａ３ｅη１ｔ（ｋ３ｃｏｓω１ ｔ ＋ ｋ４ｓｉｎω１ ｔ） ＋ Ａ４ｅη１ｔ（ｋ３ｓｉｎω１ ｔ － ｋ４ｃｏｓω１ ｔ） ＋

　 Ａ５ｅη２ｔ（ｋ５ｃｏｓω２ ｔ ＋ ｋ６ｓｉｎω２ ｔ） ＋ Ａ６ｅη２ｔ（ｋ５ｓｉｎω２ ｔ － ｋ６ｃｏｓω２ ｔ），

ｚ（ ｔ） ＝ Ａ１
􀭰ｋ１ｅλ１ｔ ＋ Ａ２

􀭰ｋ２ｅλ２ｔ ＋ Ａ３ｅη１ｔ（􀭰ｋ３ｃｏｓω１ ｔ ＋ 􀭰ｋ４ｓｉｎω１ ｔ） ＋ Ａ４ｅη１ｔ（􀭰ｋ３ｓｉｎω１ ｔ － 􀭰ｋ４ｃｏｓω１ ｔ） ＋

　 Ａ５ｅη２ｔｃｏｓω２ ｔ ＋ Ａ６ｅη２ｔｓｉｎω２ ｔ．

（８）

　 　 进一步简化，得到

ｘ（ ｔ） ＝ Ａｕｅλ１ｔ ＋ Ａｓｅλ２ｔ ＋ Ａｘｅη１ｔｃｏｓ（ω１ ｔ ＋ φ１） ＋ Ａｚｅη２ｔ􀭰ｌ２ｃｏｓ（ω２ ｔ ＋ ϕ３），

ｙ（ ｔ） ＝ Ａｕｋ１ｅλ１ｔ ＋ Ａｓｋ２ｅλ２ｔ ＋ Ａｘｅη１ｔ ｌ１ｃｏｓ（ω１ ｔ ＋ φ２） ＋ Ａｚｅη２ｔ ｌ２ｃｏｓ（ω２ ｔ ＋ ϕ２），

ｚ（ ｔ） ＝ Ａｕ
􀭰ｋ１ｅλ１ｔ ＋ Ａｓ

􀭰ｋ２ｅλ２ｔ ＋ Ａｘｅη１ｔ􀭰ｌ１ｃｏｓ（ω１ ｔ ＋ φ３） ＋ Ａｚｅη２ｔｃｏｓ（ω２ ｔ ＋ ϕ１）

（９）

　 　 公式（９）中的各项参数均由公式（８）得到，其中

Ａｕ 对应着不稳定流形，因为 λ １ ＞ ０，指数项会随着

时间的增大趋近于无限大，同理，Ａｓ 对应着稳定流

形。 Ａｘ 和 Ａｚ 代表着轨道平面内的幅值以及垂直轨

道方向的幅值，φ１ 和 ϕ１ 代表着轨道内的相位角。

３　 线性近似的精度分析

由于模型进行了线性化处理，故需要考虑其精

度是否满足要求。 本文计算了剩余加速度 ＲＡ，其定

义为线性化处理前后（即公式（１）和公式（６））的加

速度之差范数，如公式（１０）所示

ＲＡ ＝ （（ ｘ̈ － ｘ̈Ｌ） ２ ＋ （ ｙ̈ － ｙ̈Ｌ） ２ ＋ （ ｚ̈ － ｚ̈Ｌ） ２） １ ／ ２

（１０）
　 　 公式（１０）中， （ｘ，ｙ，ｚ） 代表线性化前的状态量，
（ｘＬ，ｙＬ，ｚＬ） 代表线性后的状态量。

本文计算了，在不同 Ｌｉｓｓａｊｏｕｓ 轨道 Ｘ 轴幅值情

况下，剩余加速度 ＲＡ 的最大值和平均值，如图 ５ 所

示。 从图中观察可以得出：①当 Ｌｉｓｓａｊｏｕｓ 轨道 Ｘ 轴

幅值 较 小， 则 其 剩 余 加 速 度 值 越 小。 ② 随 着

Ｌｉｓｓａｊｏｕｓ 轨道 Ｘ 轴幅值增大，其 Ｙ 轴剩余加速度 ＲＡ

也逐渐增大，但其量级为 １０－９ ｋｍ ／ ｓ２。 由上述可以

看出，量级很小，线性近似是满足精度要求的。

图 ５　 在不同 Ｌｉｓｓａｊｏｕｓ 轨道 Ｘ 轴幅值情况下，
剩余加速度 ＲＡ 的最大和平均值

４　 数值仿真

本节主要介绍如何利用太阳帆板进行 Ｌｉｓｓａｊｏｕｓ
轨道的转移。 设计流程如下：

１） 设定初始参数：给定初始的锥角 α１、钟角 δ １

和光压因子 β １ 以及 Ｌｉｓｓａｊｏｕｓ 轨道参数 Ａ１…Ａ６。
２） 利用公式（３） 计算得到初始平动点（γ １，γ ２，

γ ３）， 以及求出公式 （７） 中矩阵多项式的解：λ １

到 λ ６。
３） 将结果带入到公式 （８） 中， 算 出 初 始

Ｌｉｓｓａｊｏｕｓ 轨道以及不稳定流形。

·７５０１·
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４） 从航天器沿着不稳定流形逃逸开始设定为

ｔ０ ＝ ０。 同时给定末端的锥角α２、钟角 δ ２ 和光压因子

β ２，计算终端平动点值和求解多项式的解， 并得

到 Ａ１…Ａ６。
５） 若Ａ１ ≠０，则设置 ｔ ＝ ｔ ＋ Δｔ，返回到步骤４，直

到 Ａ１ ＝ ０ 或超过时间的最大值 ｔ ＞ ｔｍａｘ。
６） 若 Ａ１ ＝ ０，通过 Ａ２ 到 Ａ６ 得到稳定流形及目标

Ｌｉｓｓａｊｏｕｓ 轨道。
假设初始的锥角α１ ＝ ０、钟角 δ １ ＝π ／ ２和光压因

子 β １ ＝ ０．０３，则得到其初始 Ｌｉｓｓａｊｏｕｓ 轨道和不稳定

流形如图 ６ 所示。

图 ６　 初始 Ｌｉｓｓａｊｏｕｓ 轨道和不稳定流形

　 　 图 ６ 中，圆柱体为初始 Ｌｉｓｓａｊｏｕｓ 轨道，偏离圆柱

体的轨道为其不稳定流形，“∗”点为“人工”平动点

ＳＬ２（后类似图同理）。
４．１　 改变锥角的数值仿真

保持钟角 δ ２ ＝ π ／ ２ 和光压因子 β ２ ＝ ０．０３ 不变，
锥角从 ０°改成 α２ ＝ π ／ ６，则不稳定幅值 Ａ１ 与探测器

在不稳定流形转移的时间关系 ｔ 如图 ７ 所示。

图 ７　 不稳定幅值与转移时间

从图 ７中，可以看出大约时间在 １．５９时，不稳定

幅值 Ａ１ ＝ ０，则在此刻转移太阳帆板角度，锥角从 ０
到 π ／ ６，探测器则会沿着稳定流形，转移到新形成的

平动点附近的周期轨道，如图 ８ 所示。

图 ８　 改变锥角轨道转移

表 １　 图 ８ 解释说明（后类似图同理）

右侧周期轨道 初始 Ｌｉｓｓａｊｏｕｓ 轨道

连接轨道 不稳定流形

左侧周期轨道 终端 Ｌｉｓｓａｊｏｕｓ 轨道

右侧椭圆中心“∗” 初始 ＳＬ２“人工”平动点

左侧椭圆中心“∗” 终端 ＳＬ′２“人工”平动点

表 ２ 为太阳帆板改变锥角前后的光压参数、
“人工”平动点位置以及周期轨道 Ｘ 和 Ｚ 方向的幅

值对比图。 如表 ２所示，保持钟角（δ ＝ π ／ ２） 和光压

因子（β ＝ ０．０３） 不变，锥角从 ０° 变为 π ／ ６，ＳＬ２“人
表 ２　 锥角改变前后对比

初始 终端
α１ ０ α２ π ／ ６
δ１ π ／ ２ δ２ π ／ ２
β１ ０．０３ β２ ０．０３
γ１ －１．００７ ６ γ′１ －１．００８ ０
γ２ ０ γ′２ ０．００２ １
γ３ ０ γ′３ ０
Ａｘ ０．０４１ ７ Ａ′ｘ ０．０２１ ２
Ａｚ ０．１６６ ７ Ａ′ｚ ０．１８３ ８

·８５０１·
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工”平动点发生了移动，由于 δ ＝π ／ ２，导致其移动仅

仅在 Ｘ⁃Ｙ 平面， 对 Ｚ 平面 （γ ３） 没有影响， 终端

Ｌｉｓｓａｊｏｕｓ 轨道的 Ｘ 和 Ｚ 方向的幅值也发生了变化。
４．２　 改变钟角的数值仿真

根据图 １ 所示，若锥角 α ＝ ０，可以发现无论如

何转移钟角，其光压力、以及“人工”平动点均不会

发生变化。 为验证钟角对末端平动点及 Ｌｉｓｓａｊｏｕｓ
轨道的影响，故设置锥角为 π ／ ４ 和光压因子 β ＝
０．０３，初始和终端的钟角分别为 π ／ ２ 和 π。 其初始

Ｌｉｓｓａｊｏｕｓ 轨道和不稳定流形如图 ９ 所示，不稳定幅

值 Ａ１ 与探测器在不稳定流形转移的时间关系 ｔ 如
图 １０ 所示。

　 　 　 　 　 　 　 　 图 ９　 初始 Ｌｉｓｓａｊｏｕｓ 轨道和不稳定流形 图 １０　 不稳定幅值与转移时间

　 　 从图 １０ 中，可以发现当转移时间大约在 ０．３ 左

右时，不稳定幅值为零，则在此刻转移钟角可实现转

移到新形成的平动点附近的周期轨道。 如图 １１ 所

示，图形的解释说明与表 １ 相同。

图 １１　 改变钟角的轨道转移

　 　 图 １１ 为改变钟角前后的 Ｌｉｓｓａｊｏｕｓ 轨道以及不

稳定流形的仿真图。
如表 ３ 所示，保持锥角（δ ＝π ／ ４）和光压因子（β

＝ ０．０３）不变，钟角从 π ／ ２ 变为 π，ＳＬ２“人工”平动点

不仅仅在 Ｘ⁃Ｙ 平面，对 Ｚ 方向（γ３）也有影响，同样

终端的 Ｌｉｓｓａｊｏｕｓ 轨道的 Ｘ 和 Ｚ 方向的幅值也发生
表 ３　 钟角改变前后对比

初始 终端
α１ π ／ ４ α２ π ／ ４
δ１ π ／ ２ δ２ π
β１ ０．０３ β２ ０．０３
γ１ －１．００８ ６ γ′１ －１．００８ ８
γ２ ０．００２ ５ γ′２ ０
γ３ ０ γ′３ －０．００２ ０
Ａｘ ０．０４１ ７ Ａ′ｘ ０．０１１ ８
Ａｚ ０．１６６ ７ Ａ′ｚ ０．１３６ ６

了变化。
４．３　 改变光压因子的数值仿真

保持锥角 α ＝ ０°，钟角 δ ＝ π ／ ２ 不变，初始和末

端光压因子分别为０．０３和０．０２。 初始Ｌｉｓｓａｊｏｕｓ和不

稳定流形与图６一样。 不稳定幅值Ａ１ 与探测器在不

稳定流形转移的时间关系 ｔ 如图 １２ａ）所示。
表 ４　 光压因子改变前后对比

初始 终端
α１ ０ α２ ０
δ１ π ／ ２ δ２ π ／ ２
β１ ０．０３ β２ ０．０２
γ１ －１．００７ ６ γ′１ －１．００８ ３
γ２ ０ γ′２ ０
γ３ ０ γ′３ ０
Ａｘ ０．０４１ ７ Ａ′ｘ ０．０４８ ７
Ａｚ ０．１６６ ７ Ａ′ｚ ０．１８３ ９
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图 １２　 不稳定流形及转移轨道

图 １２ 和表 ４ 展示的是改变 光 压 因 子 前 后 的

Ｌｉｓｓａｊｏｕｓ 轨道、不变流形以及各项参数。 从图 ５ 中

发现改变光压因子对平动点位移的影响要比锥角和

钟角大，可以为更多任务提供可行性。

５　 结　 论

本文首次利用了三维人工 ＳＬ２ 平动点实现了拟

周期 Ｌｉｓｓａｊｏｕｓ 轨道的异宿转移。 其中，分别考虑了

改变太阳帆锥角、钟角和光压因子对转移轨道的影

响，且有如下结论：
１） 当保持钟角 δ ＝ π ／ ２ 和光压因子 β ＝ ０．０３ 不

变，改变太阳帆锥角可以实现拟周期 Ｌｉｓｓａｊｏｕｓ 轨道

的转移，且平动点仅在 ＸＹ 平面内发生位移。
２） 若锥角 α ＝ ０，可以发现无论如何转移钟角，

其光压力、以及“人工” 平动点均不会发生变化。
３） 若锥角 α ＝ π ／ ４，光压因子 β ＝ ０．０３，则改变

太阳帆钟角也可以实现轨道转移，但其平动点在 Ｚ
轴方向上发生了位移，且转移后的拟周期 Ｌｉｓｓａｊｏｕｓ
轨道也有变化。

４） 相比较久改变太阳帆角度，改变太阳帆光压

因子 β 会更加影响转移以及目标拟周期 Ｌｉｓｓａｊｏｕｓ
轨道。

上述结论，可以为未来太阳帆航天器实现轨道

保持或者日地平动点周期轨道的转移以及躲避地球

阴影等方面提供了参考。
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