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摘　 要：传统上认为面齿轮的齿面为复杂的非可展直纹面，致使利用简单的刀具高效精准加工面齿轮

的问题长期困扰着人们。 利用面齿轮传统的插齿方法建立齿面位矢方程，以该位矢为参量建立空间

直线方程，说明传统面齿轮齿面可视为空间直线族构成的可展直纹面。 考虑空间啮合位置关系，分别

基于渐开线和齿条建立了该直纹面的位矢方程。 阐述了直刃刀具线接触法加工可展直纹面面齿轮的

原理和方法并建立了齿面模型。 进一步将该可展齿面与传统齿面进行对比分析，２ 种齿面的法向差

异属于微观量，数值计算结果表明法向距离不到模数的 １ ／ ７０，对可展直纹面进行简单的齿向抛物线修

形即可与圆柱齿轮渐开线齿面啮合，并呈现较好的几何啮合性能。
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　 　 面齿轮传动是一种锥齿轮与直齿圆柱齿轮（小
轮）啮合的传动机构［１］，由于具备某些特定的传动

性能，在直升机主减速器、汽车差速器等传动系统中

获得了应用。 但由于面齿轮加工过程和刀具复杂，
致使加工成本高昂，限制了该传动机构的广泛应用。
面齿轮的传统加工方法依赖于定义面齿轮齿形曲面

的插齿法，一方面需要以插齿刀的渐开线作为各种

刀具切削曲面的产形线［２⁃４］，并且为了将啮合局部

化，插齿刀一般比小轮多 １ ～ ３ 个齿［１］，因此刀具廓

形的修正、修整费时费力且通用性差；另一方面由于

刀具常常为渐开线螺旋面或旋转曲面，刀具与待加

工齿面在任意瞬时均为点接触，从而除连续分度加

工效率较高之外，单齿分度的加工效率难以满足面

齿轮大批量生产的需求［５］。 另外面齿轮传统的加

工方法还伴随着复杂机床的使用［６］。
鉴于此寻求利用通用刀具的面齿轮线接触单齿

分度、甚至连续分度的加工方法，已成为一项重要课

题。 Ｋｕｂｏ 等从齿条、齿轮和面齿轮啮合的角度出

发，提出了一种用平面刀具加工新型锥齿轮的方法，
加工效率提高了 １０ 倍，并认为齿轮的齿廓是加工方

法的函数［７］，但主要针对的是锥齿轮。 唐进元等提

出了一种面齿轮的数控插铣方法［８］，其课题组还研

究了面齿轮的刨削方法［９］，这两种方法实现了刀具

的通用，但刀具均是沿插齿刀渐开线进行仿形加工，
因此属于点接触加工方法。 格里森的赫尔曼博士提

出了一种基于高阶滚比的平面刀具加工面齿轮的方

法，其中高阶滚比用于逼近插齿刀的渐开线［１０］，并
阐述了这种方法连续分度加工面齿轮的原理［１１］，但
是齿面偏差大、呈现两片分离的接触印痕。 为实现

连续的接触印痕，毛石民等针对这种方法提出按预

定轨迹走刀可以控制接触印痕，但不能在全齿宽上

降低齿面偏差［１２］。 本文笔者阐述了平面刀具运动

规律的综合方法，并对其几何啮合性能进行了预

控［１３］，依然存在齿面偏差大，接触椭圆较短的问题。
实际上从面齿轮的齿面形状上看，其齿廓曲线特别

接近于直线，虽然 Ｂｕｃｋｉｎｇｈａｍ 认为面齿轮的轮齿为

变位变齿厚齿条［１４］，至目前将此认识用于面齿轮的

加工还未得到充分的开发。 本文基于面齿轮的插齿

法，提出面齿轮的可展直纹面，论述其展开方式和过

程、阐述其加工原理与方法，说明其相对面齿轮传统

齿面的差异并比较其几何啮合性能。
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１　 面齿轮齿面上的可展直线族

１．１　 面齿轮的齿面方程

图 １ 所示为面齿轮 ２ 与插齿刀 ｓ（ ｉ ＝ ｓ） 或小轮

１（ ｉ ＝ １） 啮合的示意图，设插齿刀或小轮的齿面位

置、法向矢量分别为 Ｒｉ（θ ｉ， ｕｉ），ｎｉ（θ ｉ， ｕｉ），θ ｉ、ｕｉ 为

齿面的曲面参数。 若由插齿刀加工面齿轮，则面齿

轮传统理论齿面Σ２ 的位置、法向矢量可分别表示为

Ｒ２（θｓ，ｕｓ，φｓ） ＝

　 Ｍｓ
２ｓ（φ２，φｓ，γ，Ｌ０，ｒｐｓ）Ｒｓ（θｓ，ｕｓ） （１）

ｎ２（θｓ，ｕｓ，φｓ） ＝

　 Ｍｓ
２ｓ（φ２，φｓ，γ，Ｌ０，ｒｐｓ）ｎｓ（θｓ， ｕｓ） （２）

式中： Ｍｓ
２ｓ 是插齿刀坐标系 Ｓｓ 到面齿轮坐标系 Ｓ２ 的

坐标变换矩阵（上标 ｓ 表示由插齿刀展成，坐标系均

为右手笛卡尔坐标系）；γ 为轴夹角；Ｌ０ ＝ （Ｌ１ ＋
Ｌ２） ／ ２，Ｌ１、Ｌ２ 分别是由根切和变尖条件确定的面齿

轮的内径和外径；ｒｐｓ 是插齿刀分度圆半径，法矢 ｎｓ

第四个元素为 ０；φ ｓ，φ２ 分别是展成过程中插齿刀与

面齿轮的转角，满足齿数比关系

φ２ ＝
φｓＮｓ

Ｎ２
（３）

Ｎｓ，Ｎ２ 分别是插齿刀与面齿轮的齿数，转角 φ ｓ 与曲

面参数 θ ｓ，ｕｓ 满足啮合方程

ｆ２ｓ（θｓ， ｕｓ， φｓ） ＝ ｎ２

·∂Ｒ２

∂φｓ

＝ ０ （４）

（１） ～ （４）式完整地描述了面齿轮的插齿展成过程

及其齿面法矢，其详细信息可见文献［１］。

图 １　 面齿轮 ２ 与插齿刀 ｓ 或小轮 １ 的啮合

１．２　 齿面上的直线族

为了说明理论齿面 Σ２ 可近似为一系列直线构

成的可展直纹面，可按如下方式在 Σ２ 上建立空间直

线方程。
１） 面齿轮节锥面Ｏ∗

２ Ｐ上齿面Σ２ 的任一点可用

（５） 式表示，式中 Ｒ２ｉ（ ｉ ＝ ｘ，ｙ，ｚ） 是矢量Ｒ２ 在其坐标

轴 ｉ２ 上的投影，ｊ ＝ １，２，…，ｎ，ｎ 是不小于 ２ 的正整

数。 通过求解（５） 式可以得到面齿轮齿面 Σ２ 在其

节锥面上离散点的位矢数值，设为 Ｒ∗
２ｊ 。

Ｒ２ｚ（θｓｊ，ｕｓｊ，φｓｊ） ＝ － Ｌ ｊｃｏｓγ
－ ｒｐｓ
ｓｉｎγ

Ｒ２
２ｘ（θｓｊ，ｕｓｊ，φｓｊ） ＋ Ｒ２

２ｙ（θｓｊ， ｕｓｊ， φｓｊ） ＝ Ｌ ｊｓｉｎγ
ｆ２ｓ（θｓｊ，ｕｓｊ，φｓｊ） ＝ ０

Ｌ ｊ ＝ Ｌ１ ＋
（ ｊ － １）（Ｌ２ － Ｌ１）

（ｎ － １）

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

（５）
　 　 ２） 引入与齿面 Σ２ 相同的另一齿面 Σ＃

２，其位矢

和曲面参数由上角标 ＃ 予以标记，则可以建立如下

直线方程

Ｒ２ｚ（θｓｊ，ｕｓｊ，φｓｊ） ＝ － Ｌ ｊｃｏｓγ －
（ ｒｐｓ － ｍ）

ｓｉｎγ
ｆ２ｓ（θｓｊ，ｕｓｊ，φｓｊ） ＝ ０

Ｒ＃
２ｚ（θ＃

ｓｊ，ｕ＃
ｓｊ，φ＃

ｓｊ） ＝ － Ｌ ｊｃｏｓγ －
（ ｒｐｓ ＋ ｍ）

ｓｉｎγ
ｆ＃２ｓ（θ＃

ｓｊ，ｕ＃
ｓｊ，φ＃

ｓｊ） ＝ ０

Ｒ２ｘ（θｓｊ，ｕｓｊ，φｓｊ） － Ｒ∗
２ｘ

Ｒ＃
２ｘ（θ＃

ｓｊ，ｕ＃
ｓｊ，φ＃

ｓｊ） － Ｒ∗
２ｘ

＝
Ｒ２ｙ（θｓｊ，ｕｓｊ，φｓｊ） － Ｒ∗

２ｙ

Ｒ＃
２ｙ（θ＃

ｓｊ，ｕ＃
ｓｊ，φ＃

ｓｊ） － Ｒ∗
２ｙ

Ｒ２ｙ（θｓｊ，ｕｓｊ，φｓｊ） － Ｒ∗
２ｙ

Ｒ＃
２ｙ（θ＃

ｓｊ，ｕ＃
ｓｊ，φ＃

ｓｊ） － Ｒ∗
２ｙ

＝
Ｒ２ｚ（θｓｊ，ｕｓｊ，φｓｊ） － Ｒ∗

２ｚ

Ｒ＃
２ｚ（θ＃

ｓｊ，ｕ＃
ｓｊ，φ＃

ｓｊ） － Ｒ∗
２ｚ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（６）
式中， ｍ为面齿轮副的模数，式中将直线另外 ２ 个点

分别限定在齿顶和齿根上，第五和第六个方程表示

直线。 上述直线相对坐标轴 ｉ２（ ｉ ＝ ｘ， ｙ， ｚ） 的方向

角可以用（７） 式表示

αｘ ＝ ａｒｃｃｏｓ
（Ｒ２ｘ － Ｒ＃

２ｘ）
｜ Ｒ２ － Ｒ＃

２ ｜

αｙ ＝ ａｒｃｃｏｓ
（Ｒ２ｙ － Ｒ＃

２ｙ）
｜ Ｒ２ － Ｒ＃

２ ｜

αｚ ＝ ａｒｃｃｏｓ
（Ｒ２ｚ － Ｒ＃

２ｚ）
｜ Ｒ２ － Ｒ＃

２ ｜

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

（７）

１．３　 面齿轮齿面上的直线族算例

算例 １　 面齿轮副的参数为：压力角 α ＝ ２５°；轴
夹角 γ ＝ ９０°；Ｌ１ ＝ ４７５ ｍｍ；Ｌ２ ＝ ５６５ ｍｍ；模数 ｍ ＝

·００３１·
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６．３５ ｍｍ；插齿刀齿数Ｎｓ ＝ ３０；面齿轮齿数Ｎ２ ＝ １６０；
小轮齿数 Ｎ１ ＝ ３０。

利用（５） 式、（６） 式求解的面齿轮齿面上的直

线 ｓ ｊ 如图 ２ 所示，ｃｊ 为理论齿面 Σ２ 的齿廓曲线，（６）
式的收敛精度为 １０ －９，由此可知面齿轮齿面的齿廓

曲线 ｃｊ 从数值解上看可以认为是直线 ｓ ｊ。 图 ３ 是该

直线相对面齿轮理论齿面 Σ２ 的法向距离，除内端齿

顶处直线 ｓ ｊ 相对 Σ２ 略有差异之外，其他部分基本相

同，进一步说明 ｃｊ 可以认为是直线 ｓ ｊ。

图 ２　 面齿轮齿面上的直线族 ｃ ｊ

图 ３　 面齿轮齿面上的齿廓曲线与直线的法向距离

图 ２ 中，Σ１
ｓ ，Σ２

ｓ 均属于插齿刀理论渐开线齿面

Σｓ，前者边界为设计齿面边界，后者边界为与 Σ２ 完

全共轭的边界。 Ｌ２ｓ 是 ϕｓ ＝ ϕ２ ＝ ０° 时两曲面 Σ２，Σｓ

的接触线，为使其经过内端齿顶点和外端齿根点，图
２ 和图 ３ 中，Ｌ１ ＝ ４７７．７２ ｍｍ、Ｌ２ ＝ ５７９．３２ ｍｍ。

图 ４　 面齿轮齿面上直线相对坐标轴的方向角

直线 ｓ ｊ 与各坐标轴的方向角如图 ４ 所示，与 ｘ２，
ｚ２ 的夹角之和始终为９０°，即α ｘ ＋ α ｚ ＝ ９０°，但两夹角

此消彼长，意味着直线 ｃｊ 的压力角是不断变化的。
直线 ｓ ｊ 与 ｙ２ 不完全垂直，其最小夹角为 ８８．０２°，最大

夹角为 ９０．７４°，这意味着，即使将直线 ｓ ｊ 视作为垂直

于 ｙ２ 的直线并由该直线族表达面齿轮的齿面，由此

引入的齿面偏差也将是一个微观量。

２　 直线展成面齿轮齿面

２．１　 渐开线与变位变压力角直线的共轭

图 ２ 中渐开线 ｔ ｊ 与齿廓曲线 ｃｊ 完全共轭，ｃｊ 可以

等同于 ｓ ｊ，由该图可以得出以下几点认识：
１） 渐开线 ｔ ｊ 和 ０° 接触线 Ｌ２ｓ 均位于齿面 Σｓ 上，

从端面上看，Ｌ２ｓ 是渐开线。 面齿轮内端（图 ２ 左侧）
齿顶齿厚恰好等于插齿刀齿根齿槽宽，面齿轮外端

（图 ２ 右侧） 齿根齿厚恰好等于插齿刀齿顶齿

槽宽。
２） 渐开线 ｔ ｊ 自内端至外端与直线 ｃｊ 啮合过程

中不断改变始点与终点，在内端主要是齿根部渐开

线（考虑根切），外端主要是齿顶部渐开线，这意味

着在不同截面（垂直 ｚｓ）Ｌ ｊ 上，渐开线是变位的。
参考图 １，插齿刀（小轮） 与面齿轮的啮合，可以

视为以 Ｏ２Ｐ 作为假想节锥面的两圆锥齿轮啮合，在
Ｏ２Ｐ 上两轮瞬时接触点的线速度相等。 因此从截面

Ｌ ｊ 上看，插齿刀（小轮） 相当于与变位齿条啮合，又
由于面齿轮是一刚性体，由截面 Ｌ ｊ 截取的齿条位置

并未改变（齿高未变），则该齿条只能变压力角。
另外点 Ｐ 是插齿刀（小轮） 节圆柱面与面齿轮

节锥面 Ｏ∗
２ Ｐ 的唯一节点，且在 Ｐ 点有

ＬＰ ＝
Ｎ２ｍ
ｓｉｎγ

＝
ｒｐｓＮ２

（Ｎｓｓｉｎγ）
（８）

由于齿面方程、三角函数的非线性，点 Ｐ 不一定处

于齿宽的中间，但接触轨迹一般位于 Ｐ 点截面处。
进一步根据图 １ 和（８）式还有

ｃｏｔγｓ ＝
ｃｏｓγ ＋

Ｎ２

Ｎｓ

ｓｉｎγ
（９）

　 　 ３） 假设用直线 ｓ ｊ 替换 ｃｊ 并使其相切于 Ｌ２ｓ，自内

端至外端，ｓ ｊ 连续改变其压力角就构成了面齿轮的

新齿面。 显然若将 ｓ ｊ 绕 Ｌ２ｓ 转至同一角度，如 ０°，再
将 Ｌ２ｓ 展成直线，则该新齿面就被展成了平面，因此

·１０３１·
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从这个角度说， 该新齿面属于可展直纹面， 并记

为 ΣＤ
２ 。
４） 渐开线 ｔ ｊ 与齿廓曲线 ｃｊ 啮合，ｔ ｊ 上各点不在

同一截面上，即有一定的挠曲，反之若 ｔ ｊ 上各点在同

一截面上，则 ｃｊ 有一定的挠曲。
该现象通过图 ５ 解释：在面齿轮自 ｃφ２ 转至 ａφ２

的过程中，截面Π上的渐开线 ｔ ｊ 与齿面 Σ２ 的啮合轨

迹为 ｑ∗ｄｅ∗，并非 ｑｄｅ，因为 ｃｊ 绕 ｚ２ 旋转，其上的点 ｑ、
ｅ以半径 ｜ ｐｑ ｜ ＝｜ ｂｅ ｜ ＝｜ ｇｄ ｜ ＝ Ｌ ｊ 旋转，因此 ｜ ｑ∗ｑ ｜ ，
｜ ｅ∗ｅ ｜ 就是端面渐开线 ｔ ｊ 与 ｃｊ 啮合过程在齿顶和齿

根产生的挠曲量。 该挠曲量是一微量，并且随着旋

转半径（即传动比 Ｎ２ ／ Ｎ１） 的增大而减少，而面齿轮

传动常用于大传动比场合。 Ｎ１ 是小轮齿数，本文中

Ｎ１ ＝ Ｎｓ。

图 ５　 渐开线与面齿轮齿面接触的轨迹

２．２　 由渐开线展成面齿轮齿面

图 ６ 所示为渐开线与变位变压力角直线的关

系，轴线 ｙａ 始终与渐开线相切于 Ｏａ，切点法矢与 ｙｓ

相交于 Ｏｂ，Ｏｂ 到 Ｏｓ 的距离 ｒＯｂ 与 ｒｐｓ 之差就是变位

量，θ ｓ 是该直线压力角的变化量。 据该图有

ｒＯｂ ＝
ｒｂｓ
ｃｏｓ

（α ＋ θｓ） （１０）

｜ ＯａＯｂ ｜ ＝ ｒｂｓ ｔａｎ（α ＋ θｓ） － ｒｂｓ（α ＋ θｓ － α０）
（１１）

式中， α０ ＝ ０．５π ／ Ｎｓ － ｔａｎα ＋ α，当Ｏｂ 始终在节锥面

Ｏ２Ｐ 上时，根据（９） 式和图 １ 可得（１２） 式。
｜ Ｏ２Ｏｓ ｜ ＝｜ ＯｓＯｂ ｜ ｃｏｔγｓ ＝ ｒＯｂｃｏｔγｓ （１２）

　 　 设 ｙａ 上动点的矢量为 Ｒａ ＝ ［０ ｕａ ０ １］ Ｔ，将该矢

量从坐标系 Ｓａ 变换到 Ｓ２ 中，即可得到面齿轮齿面

ΣＤｉｎｖ
２ （上标 Ｄｉｎｖ 表示通过渐开线表达的可展直纹

面） 的位矢方程

ＲＤｉｎｖ
２ （ｕａ，φｓ） ＝ Ｍ２ｓＲＤｉｎｖ

ｓａ ＝ Ｍ２ｓＭＤｉｎｖ
ｓａ Ｒａ ＝

　

１ ０ ０ ０
０ － ｃｏｓγ － ｓｉｎγ －｜ Ｏ２Ｏｓ ｜ ｓｉｎγ
０ ｓｉｎγ － ｃｏｓγ －｜ Ｏ２Ｏｓ ｜ ｃｏｓγ
０ ０ ０ １
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·

　

ｃｏｓθ ｓｉｎθ ０ －｜ ＯａＯｂ ｜ ｃｏｓθ
－ ｓｉｎθ ｃｏｓθ ０ ｜ ＯａＯｂ ｜ ｓｉｎθ － ｒＯｂ

０ ０ １ ０
０ ０ ０ １
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０
ｕａ

０
１
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（１３）
式中， θ ＝ α ＋ θ ｓ。 实际上由（１３） 式可知，ＲＤｉｎｖ

ｓａ 所表

示的是一平面直线族，由该直线族可以包络出平面

渐开线。 坐标变换矩阵 Ｍ２ｓ 则使该平面直线族沿齿

宽方向重新排列为空间直线族。 （１３） 式通过双参

数表达了面齿轮的可展直纹面 ΣＤ
２ ，其法矢可以表

示为

ｎＤｉｎｖ
２ （ｕａ，φｓ） ＝

∂ＲＤｉｎｖ
２

∂ｕａ

×
∂ＲＤｉｎｖ

２

∂φｓ

∂ＲＤｉｎｖ
２

∂ｕａ

×
∂ＲＤｉｎｖ

２

∂φｓ

０

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
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ú
úú

Ｔ

（１４）

图 ６　 渐开线与变位变压力角直线

２．３　 由齿条展成面齿轮齿面

如上所述，面齿轮齿面可以视为沿齿宽方向排

列的包络平面渐开线的直线族，因此从齿条与圆柱

齿轮的啮合出发，亦可形成该直线族。
如图 ７ 所示，当齿条从其初始位置移动 ｒｐｓφ ｓ

时，插齿刀渐开线转过转角 φ ｓ，从坐标系 Ｓｓ 中看，就
产生了一条变位变压力角的直线， 并且此时亦有

｜ ＯｂＯｓ ｜ ＝ ｒＯｂ。 需要注意的是：由于是要取包络渐

开线的直线族，而不是取直线族的包络，因此不能建

·２０３１·
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立表示参数 ｕａ、φ ｓ 函数关系的啮合方程，本文此处

ｕａ 是表示直线 ｙａ 的独立参数，φ ｓ 是表示从基圆上展

开的渐开线的独立参数。 此时 Ｍ２ｓ 中的 θ ｓ 用 φ ｓ

替换。
图 ７ 中 ｗ ｔ 是 齿 槽 宽， 同 样 将 矢 量 Ｒａ ＝

［０　 ｕａ 　 ０　 １］ Ｔ 从坐标系 Ｓａ 变换到 Ｓ２ 中，即可得到

面齿轮齿面 ΣＤｒａｃ
２ （上标 Ｄｒａｃ 表示通过齿条表达的可

展直纹面） 的位矢方程式（１５），进一步求偏导得其

单位法矢。
ＲＤｒａｃ

２ （ｕａ，φｓ） ＝ Ｍ２ｓＲＤｒａｃ
ｓａ ＝ Ｍ２ｓＭＤｒａｃ

ｓａ Ｒａ （１５）

图 ７　 齿条展成的直线族

２．４　 直线展成面齿轮齿面算例

图 ８ 所示为根据算例 １ 参数计算的由直线展成

的面齿轮全齿高齿面 ΣＤｉｎｖ
２ 相对其理论齿面 Σ２ 的法

向距离，由齿面 ΣＤｉｎｖ
２ 建立的面齿轮模型如 ３．２ 节图

１１ 所示。 最小法向距离为－５．８ μｍ，位于外端齿顶，
最大法向距离为 １８９．４ μｍ，位于内端齿根，沿 ０°接
触线 Ｌ２ｓ（即沿内端齿顶到外端齿根的对角线） 齿面

ΣＤｉｎｖ
２ 相对 Σ２ 的法向距离最小，沿内端齿根到外端齿

顶这一对角线齿面 ΣＤｉｎｖ
２ 偏离 Σ２ 的程度最大。 负值

法向距离表示 ΣＤｉｎｖ
２ 上的点位于 Σ２ 内部，正值则反

之。 正值法向距离随内端内径 Ｌ１ 的减小而增大，即
根切愈严重正值法向距离愈大。 而在节点 Ｌｐ ＝
５０８ ｍｍ 截面处，法向距离极值分别为 － １．４ μｍ 和

０．０ μｍ。

图 ８　 面齿轮可展直纹面相对理论齿面的法向距离

由渐开线和齿条展成的齿面 ΣＤｉｎｖ
２ ，ΣＤｒａｃ

２ 是相同

的，两数值齿面之间法向距离数量级为 １０ －６ μｍ。
随齿数比的变化，在内端 Ｌ１ 的齿根和外端 Ｌ２ 的

齿顶 ΣＤｉｎｖ
２ 相对 Σ２ 的法向距离 δ １（对应内端 Ｌ１ 的齿

根）、δ ２（对应外端 Ｌ２ 齿顶） 的变化如图 ９ 所示，随齿

数比和 Ｌ２ 的增大，法向距离 δ ２ 逐渐趋近于 ０ μｍ，这
与 ２．１节的第４） 点认识是一致的。 由于所取内径 Ｌ１

小于根切条件确定的半径，齿面偏差偏大，但总体上

未超过 １６０ μｍ。 由于齿数比和内径 Ｌ１ 取值不同于

算例 １ 参数，图 ８ 和图 ９ 中内端齿根法向距离略有

差异。

图 ９　 可展直纹面相对理论齿面法向距离随齿数比的变化

据上述可知直线展成的面齿轮齿面不仅保持了

很高的齿面精度，最大法向距离不到模数的 １ ／ ３０。
这一结论的意义在于：用可展直纹面替代面齿轮的

传统理论齿面具有可行性，从而利用直线刃刀具加

工面齿轮成为了可能。 进一步，基于上述原理和下

文所阐述的加工方法，用直刃刀具单齿分度加工面

只有一个运动参数，并且对单齿来说是连续的加工

方式，即无须在齿宽方向不断停留以展成齿顶到齿

根的一小片区域，无论切齿或磨齿，效率得到了大幅

提高。 再进一步将图 １０ 所示刀具制作为直线蜗杆

刀具，有望实现单侧连续分度加工面齿轮，但还有待

进一步的研究。

３　 直刃刀具加工面齿轮

３．１　 直刃刀具

图 １０ 所示为基于直线展成面齿轮所用的一种

直刃刀具，该刀具的产形线为直线 ＳＬ，将该直线绕

刀具轴线 ｚｐ 旋转，就得到了刀具的工作锥面 Σｐ。 显

然若用合金钢等材料制作刀具并在径向开制排屑

槽，可以用于切削面齿轮工件，若在锥面上覆盖立方

氮化硼等硬质材料，可以用于磨削面齿轮工件。

·３０３１·
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直线 ＳＬ的锥角为α ｐ，其上的固定点和动点相对

坐标系 Ｓｐ 的关系如图 １０ 所示，设直线 ＳＬ 绕 ｚｐ 旋转

的转角为 θ ｐ，则 Σｐ 的位矢方程可以表示为

Ｒｐ ＝
（ － ｒｐ － （ｕｐ０ － ｕｐ）ｃｏｓαｐ）ｓｉｎθｐ

（ － ｒｐ － （ｕｐ０ － ｕｐ）ｃｏｓαｐ）ｃｏｓθｐ

－ （ｕｐ０ － ｕｐ）ｓｉｎαｐ １
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ê
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ú

Ｔ

（１６）
　 　 锥面 Σｐ 的单位法矢为

ｎｐ（ｕｐ，θｐ） ＝

∂Ｒｐ

∂ｕｐ

×
∂Ｒｐ

∂θｐ

∂Ｒｐ

∂ｕｐ

×
∂Ｒｐ

∂θｐ
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（１７）

图 １０　 加工面齿轮的直刃刀具

３．２　 直刃刀具加工面齿轮的原理及其齿面

图 １１ 所示为用上述直刃刀具加工面齿轮的原

理的示意图，涉及 ６ 个运动，具体为：①刀具沿 ｙ２ 轴

的平移 Ｃｙ，其作用在于在齿宽方向排列变位变压力

角直线；② 刀具沿 ｚ２ 轴的平移 Ｃｚ，用于提供齿高方

向的变位量；③ 刀具沿 ｘ２ 轴的平移 Ｃｘ，相当于齿轮

齿条啮合时齿条的平移运动；④ 刀具绕 ｘｐ 轴的旋转

ＣＢ，改变刀具倾角以获得不同角度的直线；⑤ 面齿

轮绕自身轴线 ｚ２ 的分度运动 ＣＡ；⑥刀具绕自身轴线

ｚｐ 的旋转 Ωｐ，用于切削工件。 显然运动 ＣＡ、Ωｐ 与齿

面的展成无关，平移运动参数 Ｃｘ，Ｃｙ，Ｃｚ 都是 ＣＢ ＝ φ ｓ

的函数。 虽然采用单侧齿面和单齿分度加工，但刀

具产形面与待加工齿面是线接触，因此效率不低。
图 １１ 与图 ７ 和图 １ 所表达的运动形式虽有差异（其
目的是为了简洁地表达刀具与工件的相对运动关

系），但其本质是相同的。
参考图 ２ 以及可展直纹面相对理论齿面的法向

距离图 ８ 可知，当 Ｎ１ ＝ Ｎｓ 时，小轮渐开线齿面与可

展直纹面的啮合极易出现线接触现象，为此通过齿

图 １１　 直刃刀具加工面齿轮的原理

向修形将接触限制在局部十分必要。 如图 １１ 所示

当令直刃刀具中心沿抛物线 Ｐ 运动时，即可实现可

展直纹面的齿向抛物线修形，图中 ａｐ 是抛物线修形

系数，ｐ０ 用于控制抛物线顶点的位置，Ｐｍ ＝ ａｐ

（ ｜ Ｏ２Ｏｓ ｜ － ｐ０） ２（此时 θ ｓ ＝ ϕｓ） 是该抛物线的表

达式。
图 ７表示了直刃刀具坐标系 Ｓｐ 与插齿刀坐标 Ｓｓ

之间的关系，由 Ｓｐ 到 Ｓｃ 的坐标变换矩阵为

Ｍｃｐ ＝

０ － ｓｉｎαｐ０ ｃｏｓαｐ０ ｗ ｔｘ ＋ ｕｐｒｘ

０ ｃｏｓαｐ０ ｓｉｎαｐ０ ｗ ｔｙ ＋ ｕｐｒｙ － Ｐｍ

－ １ ０ ０ ０
０ ０ ０ １
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式中： α ｐ０ ＝ α ｐ－ α；ｗ ｔｘ ＝ － ０．５ｗ ｔｃｏｓ２α；ｕｐｒｘ ＝ ｕｐ０ｓｉｎα －
ｒｐ · ｓｉｎα ｐ０；ｗ ｔｙ ＝ ０．５ｗ ｔｃｏｓαｓｉｎα；ｕｐｒｙ ＝ ｕｐ０ｃｏｓα ＋
ｒｐｃｏｓα ｐ０。 从 Ｓｃ 到 Ｓｓ 的坐标变换矩阵为

Ｍｓｃ ＝
ｃｏｓφｓ ｓｉｎφｓ ０ ｒｐｓφｓｃｏｓφｓ － ｒｐｓｓｉｎφｓ

－ ｓｉｎφｓ ｃｏｓφｓ ０ － ｒｐｓφｓｓｉｎφｓ － ｒｐｓｃｏｓφｓ

０ ０ １ ０
０ ０ ０ １
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利用（１３）式中的坐标变换矩阵 Ｍ２ｓ（此时 θ ｓ ＝ ϕｓ），
刀具锥面 Σｐ 在 Ｓ２ 中的曲面族为

Ｒｐ
２（ｕｐ，θｐ，φｓ） ＝ Ｍ２ｓＭｓｃＭｃｐＲｐ（ｕｐ，θｐ） （１８）

上标 ｐ 表示直刃刀具加工的齿面，其法矢为

ｎｐ
２（ｕｐ，θｐ，φｓ） ＝ Ｍ２ｓＭｓｃＭｃｐｎｐ（ｕｐ，θｐ） （１９）

联系（１８）式中 ２ 个曲面参数和 １ 个运动参数的啮

合方程可以表示为

ｆ２ｐ（ｕｐ，θｐ，φｓ） ＝ ｎｐ
２·

∂Ｒｐ
２ｐ

∂φｓ
（２０）

联立（１８） ～ （２０）式并应用边界条件即可求解用直

刃刀具加工的面齿轮齿面 Σｐ
２。

显然矩阵 Ｍ２ｐ ＝ Ｍ２ｓＭｓｃＭｃｐ 的前三阶系数矩阵

Ｌ２ｐ 表达了直刃刀具在坐标系 Ｓ２ 中的旋转，转角变量

·４０３１·
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为 φ ｓ，该矩阵第四列的第一、二、三个元素分别表达

了直刃刀具在 Ｓ２ 中的移动 Ｃｘ，Ｃｙ，Ｃｚ。

４　 齿面加工与 ＴＣＡ 算例

４．１　 齿面的加工

此处及下文均以算例 １ 的参数作为齿轮副的参

数。 刀具参数为 ｒｐ ＝ １８ ｍｍ， ｕｐ０ ＝ １１． ２３ ｍｍ， αｐ

＝ ４５°。
图 １２ 所示为根据（１８） ～ （２０）式计算的由直刃

刀具锥面 Σｐ 展成的面齿轮工作齿面Σｐ
２（其宏观轮齿

模型可参考图 １３） 相对理论齿面 Σ２ 的法向距离。
根据图 １３ 可以说明以下问题：

１） 法向距离小：工作齿面最小法向距离仅有

－８５．７ μｍ，不到模数的 １ ／ ７０，其分布规律与图 ８ 相

似。 过渡曲面的法向距离未示出，其最小距离为

－３２３．６ μｍ，约是模数的 １ ／ ２０，但过渡曲面不参与齿

轮的啮合，对啮合性能无影响。 所有法向距离均为

负值，说明 Σｐ
２ 与 Σ１ 的啮合不存在干涉问题。

图 １２　 直刃刀具加工的面齿轮齿面

２） Σｐ
２ 与 ΣＤｉｎｖ

２ （ΣＤｒａｃ
２ ） 不同：图 ８所示 ΣＤｉｎｖ

２ （ΣＤｒａｃ
２ ）

相对 Σ２ 的法向距离有正有负，但图 １２ 所示法向距

离全为负值， 说明 Σｐ
２ 不同于 ΣＤｉｎｖ

２ （ΣＤｒａｃ
２ ）。 由于

ΣＤｉｎｖ
２ （ΣＤｒａｃ

２ ） 直接由包络渐开线的平面直线族沿齿宽

排列而成，该直线族与渐开线均相切，但不要求直线

移动速度与法矢垂直；对于 Σｐ
２，要求锥面 Σｐ 移动速

度须垂直于其法矢，须满足（２０） 式。
３） 存在根切： 随面齿轮内径的减小， 齿面

ΣＤｉｎｖ
２ （ΣＤｒａｃ

２ ） 偏离 Σ２ 的程度越来越大，并受刀具参数

的影响。 例如当进一步增大刀具的半径 ｒｐ 后，图 １２
内端齿根部的最小法向距离将进一步减小，根切导

致求解结果发散。 因此需要根据根切，合理设计刀

具参数，若保持内端根部相同，则刀具半径和锥角的

取值是此消彼长的关系。 限于篇幅，本文对此问题

不做进一步的展开。
另外对于直刃刀具展成的面齿轮齿面，齿数比

对齿面法向距离的影响与图 ９ 类似，亦不再赘述。
４．２　 ＴＣＡ 结果

齿面接触分析算法和所用坐标系与文献［１］中
第 １７ 章的相同。 当无齿向修形齿面 Σｐ

２ 与小轮渐开

线齿面 Σ１ 啮合时，同一转角下接触点不唯一，并呈

现发散的接触路径，为避免误解未示出其结果。
面齿轮齿向修形齿面 Σｐ

２ 与小轮齿面 Σ１ 啮合的

几何接触特性如图 １３ 所示，其中图 １３ａ） 至 １３ｂ） 中

的齿向修形系数为：ａｐ ＝ ０．０００ ４５，ｐ０ ＝ － １２ ｍｍ，其
目的是将接触路径限制在节点 Ｐ 附件，以便与 Σ２ 的

接触特性比较；图１３ｃ） 至１３ｄ） 中 ａｐ ＝ ０．０００ ４５，ｐ０ ＝
－ ２ ｍｍ ，以将接触路径限制在齿宽中间并获得连

续传动误差。

图 １３　 面齿轮齿面与小轮齿面的啮合特性

·５０３１·
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　 　 由图 １３，可以看出：①通过齿向修形和选取不

同的抛物线顶点参数，可以将接触路径限制在不同

的齿向位置从而获得局部接触，图示接触线端点到

齿面的法向距离小于 ０．００６ ３５ ｍｍ。 为进一步降低

对安装误差的敏感性，可以增大 ａｐ。 ② 将接触路径

限制在齿廓方向，产生了抛物线几何传动误差；当接

触路径趋于齿宽的中央时，传动误差逐渐变为对称

的抛物线；总体上外端传动误差的幅值小于内端传

动误差的幅值。 结合图 １２ 可知，齿面 Σｐ
２ 与 Σ１ 在齿

廓方向是局部共轭的。
图 １３ａ） 的接触路径与理论齿面的接触路径（Ｎｓ

－ Ｎ１ ＝ １ ～ ３） 几乎相同，但前者呈现出传动误差

（见图 １３ｂ）），后者传动误差一般为 ０，为减振降噪，
后者通常需要齿廓抛物线修形以预置抛物线传动误

差［２］，即类似于图 １３ｃ），１３ｄ）所示路径和传动误差。
综上 Σｐ

２ 与 Σ１ 的啮合呈现的特性是：齿廓方向

是局部共轭的，齿宽方向须修形以将接触限制在局

部，因此利用齿面主动设计［１５］等方法进一步预控其

啮合性能的空间巨大。 面齿轮齿向修形可展直纹面

的几何啮合性能与理论齿面的几何啮合性能相当。

５　 结　 论

１） 基于传统的插齿方法，建立面齿轮齿面，在
该齿面上建立了空间直线的方程，基于数值计算，说
明了面齿轮齿面可以视为空间变压力角变位直

线族。
２） 根据面齿轮与小轮的啮合，阐述了渐开线与

变位变压力角直线的啮合过程，并对啮合的几何关

系进行了说明，建立了面齿轮可展直纹面，数值计算

表明，在齿数比较大时，用可展指纹面替代面齿轮理

论齿面具有可行性，并带来加工优势。
３） 根据面齿轮可展直纹面这一结论，提出了一

种直刃刀具加工面齿轮的方法，设计了直刃刀具，阐
述了直刃刀具加工面齿轮的原理，建立了直刃刀具

加工面齿轮的齿面位矢方程，数值计算表明相对传

统插齿法的齿面，齿面法向距离属于微观量，并且刀

具与待加工齿面是线接触的，凸显出这种方法高效

较准确加工面齿轮的重要意义。
４） 对直刃刀具加工的齿面和小轮标准渐开线

齿面的啮合进行了齿面接触分析，通过适当的齿向

修形可以将接触限制在局部，并可获得较理想的几

何啮合性能。 但未来为获得更好的几何啮合性能，
应用齿面局部综合法、齿面差曲面主动设计法，有望

进一步优化其几何啮合性能甚至承载性能。
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