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摘　 要：针对概率犹豫模糊多属性决策问题，提出了基于 Ｈａｍａｃｈｅｒ 范数的广义概率犹豫模糊 ＭＵＬＴＩ⁃
ＭＯＯＲＡ 决策方法。 首先，定义概率犹豫模糊 Ｈａｍａｃｈｅｒ 运算，包括和、积、数乘、幂，并研究这些运算的

性质；在此基础上，提出了概率犹豫模糊 Ｈａｍａｃｈｅｒ 加权平均算子和概率犹豫模糊 Ｈａｍａｃｈｅｒ 加权几何

平均算子，并对其性质进行了研究；其次，采用 ＭＵＬＴＩＭＯＯＲＡ 方法从多个角度对方案进行选择和比

较。 最后，通过实例验证了决策方法的有效性和可行性。
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　 　 自 Ｚａｄｅｈ［１］ 提出模糊集之后，学者们陆续提出

了各类型模糊集拓展形式，例如，区间模糊集［２］、直
觉模糊集［３］、Ｔｙｐｅ⁃２ 模糊集［４］ 等。 Ｔｏｒｒａ 等［５⁃６］ 认为

专家在做决策时容易出现犹豫不决的现象，故提出

了犹豫模糊集的概念，更全面地表达决策信息。 在

犹豫模糊集定义给出之后，许多学者研究了大量犹

豫模糊集信息的集结算法［７⁃１０］。 虽然犹豫模糊集能

够表达专家犹豫不决的态度，但对每个犹豫值的可

信程度没有定量描述，故 Ｚｈａｎｇ 等［１１］ 提出了概率犹

豫模糊集的概念，它通过概率的大小描述每个犹豫

值的可信程度，使得决策信息更加全面、有效，并针

对决策问题，提出了概率犹豫模糊加权平均算子和

加权几何算子。 武文颖等［１２］ 定义了概率犹豫模糊

数的 Ａｌｇｅｂｒａ 运算和 Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 运算，提出了概率犹豫

模糊数的 Ａｌｇｅｂｒａ 集成算子和 Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 集成算子；梁
玉英［１３］将概率犹豫模糊元和 Ｆｒａｎｋ 运算相结合，提
出了概率犹豫模糊 Ｆｒａｎｋ 加权平均算子。 Ｈａｍａｃｈｅｒ
积与 Ｈａｍａｃｈｅｒ 和是一种范围更广的 ｔ⁃模和 ｔ⁃余模，
且 Ｈａｍａｃｈｅｒ 积与 Ｈａｍａｃｈｅｒ 和可通过自身参数实现

运算的灵活性［１４］。 本文将 Ｈａｍａｃｈｅｒ 积与 Ｈａｍａｃｈｅｒ
和拓展到概率犹豫模糊数中，提出相应集结算子，具
有重要的理论意义和实用价值。 另外，Ｂｒａｕｅｒｓａｎ

等［１５⁃１７］提出的 ＭＵＬＴＩＭＯＯＲ 方法是从比率法、全乘

模型、参照点法这 ３ 个角度对方案进行比较和选择，
方法简单、易于理解。

为此，本文给出了基于 Ｈａｍａｃｈｅｒ 范数的广义概

率犹豫模糊 ＭＵＬＴＩＭＯＯＲＡ 决策方法。 首先，总结

了概率犹豫模糊集的相关概念；其次，定义了概率犹

豫模糊 Ｈａｍａｃｈｅｒ 运算，并研究他们的运算性质；在
此基础上，定义了概率犹豫模糊 Ｈａｍａｃｈｅｒ 加权平均

算子和加权几何算子，给出了集成算子的计算公式，
并研究了其性质；最后，结合 ＭＵＬＴＩＭＯＯＲＡ 方法对

方案进行排序。 通过实例分析验证算法的可行性和

有效性。

１　 基础知识

定义 １　 令 Ｘ ＝ ｛ｘ１，…，ｘｎ｝ 为一个给定的非空

集合， 在上的一个概率犹豫模糊集 （ｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃ
ｈｅｓｉｔａｎｔ ｆｕｚｚｙ ｓｅｔ，ＰＨＦＳ）Ｈｐ 定义为

Ｈｐ ＝ ｛〈ｘ，ｈ（ｐｘ）〉 ｜ ｘ ∈ Ｘ｝
式中： ｈ（ｐｘ） ＝ ｛（ｈ（ｋ），ｐ（ｋ）） ｜ ｋ ＝ １，２，…，ｌ｝ 为概率

犹豫模糊元 （ｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃ ｈｅｓｉｔａｎｔ ｆｕｚｚｙ ｅｌｅｍｅｎｔ，
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ＰＨＦＥ），ｈ（ｋ） ∈［０，１］ 表示元素 ｘ属于Ｈｐ 的隶属度，
ｐ（ｋ） ∈ ［０，１］ 表示隶属度 ｈ（ｋ） 的可信概率，ｌ 表示

ｈ（ｐｘ） 中隶属度的个数。 简记 ｈ（ｐｘ） ＝ ｈ（ｐ），同时定

义 ｈ（ｐ） 的补集为［１１］

ｈｃ（ｐ） ＝ ｛（１ － ｈ（ｋ），ｐ（ｋ）） ｜ ｋ ＝ １，２，…，ｌ｝
　 　 为了便于比较分析多个概率犹豫模糊元的大

小，规定如下：
注 １　 所有的概率犹豫模糊元 ｈ（ｐ） ＝ ｛（ｈ（ｋ），

ｐ（ｋ）） ｜ ｋ ＝ １，２，…，ｌ｝ 中的元素 ｈ（ｋ） 按照由小到大顺

序排列，其中（ｈ（ｋ），ｐ（ｋ）） 表示第 ｋ 大的隶属度。
注 ２　 当 ｈ１（ｐ），ｈ２（ｐ） 中元素个数不相等时，

可以在个数较少的 ＰＨＦＥ 中增加元素个数， 使得

ｈ１（ｐ），ｈ２（ｐ） 的元素个数相同。
定义 ２　 对任意概率犹豫模糊元 ｈ（ｐ） ＝

｛（ｈ（ｋ），ｐ（ｋ）） ｜ ｋ ＝ １，２，…，ｌ｝，其得分函数 ｓ（ｈ） 和偏

差函数 φ（ｈ） 定义为［１１］

ｓ（ｈ） ＝ ∑
ｌ

ｋ ＝ １
ｈ（ｋ） ｐ（ｋ）；φ（ｈ） ＝ ∑

ｌ

ｋ ＝ １
（ｈ（ｋ） － ｓ（ｈ）） ２ｐ（ｋ）

显然， ｓ（ｈ），φ（ｈ） ∈ ［０，１］。
定义 ３　 已知任意 ２个概率犹豫模糊元 ｈｉ（ｐ） ＝

｛（ｈ（ｋ）
ｉ ，ｐ（ｋ）

ｉ ） ｜ ｋ ＝ １，２，…，ｌ｝，ｉ ＝ １，２，则［１１］

当 ｓ（ｈ１） ＞ ｓ（ｈ２） 时，则 ｈ１ ≻ ｈ２；
当 ｓ（ｈ１） ＝ ｓ（ｈ２） 时，则
１） 当 φ（ｈ１） ＜ φ（ｈ２） 时，则 ｈ１ ≻ ｈ２；
２） 当 φ（ｈ１） ＝ φ（ｈ２） 时，则 ｈ１ ～ ｈ２；
３） 当 φ（ｈ１） ＞ φ（ｈ２） 时，则 ｈ１ ≺ ｈ２。
定义 ４　 已知任意 ２个概率犹豫模糊元 ｈｉ（ｐ） ＝

｛（ｈ（ｋ）
ｉ ，ｐ（ｋ）

ｉ ） ｜ ｋ ＝ １，２，…，ｌｉ｝（ ｉ ＝ １，２） ，称

ｄ（ｈ１（ｐ），ｈ２（ｐ）） ＝
α ｜ ｓ（ｈ１） － ｓ（ｈ２） ｜ ＋ β ｜ φ（ｈ１） － φ（ｈ２） ｜ ＋ γ １

１ ＋ ｌｇｌ１
－ １
１ ＋ ｌｇｌ２

３

为概率犹豫模糊元 ｈ１（ｐ） 与 ｈ２（ｐ） 间的距离，参数

α，β，γ ∈ ［０，１］ 是为了防止大数吃小数。
定理 １　 已知任意 ２个概率犹豫模糊元 ｈｉ（ｐ） ＝

｛（ｈ（ｋ）
ｉ ，ｐ（ｋ）

ｉ ） ｜ ｋ ＝ １，２，…，ｌｉ｝（ ｉ ＝ １，２），则这 ２ 个概

率犹豫模糊元间的距离满足下列性质：
１） ０ ≤ ｄ（ｈ１（ｐ），ｈ２（ｐ）） ≤ １；
２） ｄ（ｈ１（ｐ），ｈ２（ｐ）） ＝ ０⇔ｈ１（ｐ） ＝ ｈ２（ｐ）；
３） ｄ（ｈ１（ｐ），ｈ２（ｐ）） ＝ ｄ（ｈ２（ｐ），ｈ１（ｐ））
４） ｄ（ｈ１（ｐ），ｈ２（ｐ）） ≤ ｄ（ｈ１（ｐ），ｈ３（ｐ）） ＋

ｄ（ｈ３（ｐ），ｈ２（ｐ））
证明 　 １） 非负性的证明：

∀ｌｉ ≥ １⇒ｌｇｌｉ ≥ ０⇒ １
１ ＋ ｌｇｌｉ

∈ ［０，１］， 且

ｓ（ｈｉ），φ（ｈｉ） ∈［０，１］，α，β，γ∈［０，１］，显然有０≤
ｄ（ｈ１（ｐ），ｈ２（ｐ）） ≤ １。

２） 自反性的证明：
充分性：
ｄ（ｈ１（ｐ），ｈ２（ｐ）） ＝ ０⇒

　

１
１ ＋ ｌｇｌ１

＝ １
１ ＋ ｌｇｌ２

ｓ（ｈ１） ＝ ｓ（ｈ２）
φ（ｈ１） ＝ φ（ｈ２）

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

⇒ｈ１（ｐ） ＝ ｈ２（ｐ）

　 　 必要性：
ｈ１（ｐ） ＝ ｈ２（ｐ）⇒

　
ｓ（ｈ１） ＝ ｓ（ｈ２）
φ（ｈ１） ＝ φ（ｈ２）
ｌ１ ＝ ｌ２

ì

î

í

ï
ï

ïï

⇒ｄ（ｈ１（ｐ），ｈ２（ｐ）） ＝ ０

　 　 ３） 对称性显然成立；
４） 三角不等式性的证明：

｜ ｓ（ｈ１） － ｓ（ｈ２） ｜ ＜ ｜ ｓ（ｈ１） － ｓ（ｈ３） ｜ ＋ ｜ ｓ（ｈ３） － ｓ（ｈ２） ｜
｜ φ（ｈ１） － φ（ｈ２） ｜ ＜ ｜ φ（ｈ１） － φ（ｈ３） ｜ ＋ ｜ φ（ｈ３） － φ（ｈ２） ｜

１
１ ＋ ｌｇｌ１

－ １
１ ＋ ｌｇｌ２

＜ １
１ ＋ ｌｇｌ１

－ １
１ ＋ ｌｇｌ３

＋ １
１ ＋ ｌｇｌ３

－ １
１ ＋ ｌｇｌ２

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

⇒

　 ｄ（ｈ１（ｐ），ｈ２（ｐ）） ≤ ｄ（ｈ１（ｐ），ｈ３（ｐ）） ＋ ｄ（ｈ３（ｐ），ｈ２（ｐ））

·２６３１·
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２　 基于 Ｈａｍａｃｈｅｒ 范数的广义概率犹
豫模糊集成算子及其性质

２．１　 基于 Ｈａｍａｃｈｅｒ 型的概率犹豫模糊运算法则

在概率犹豫模糊运算中，需要计算概率犹豫模

糊元中概率的乘积，增加了计算的难度。 对此，武文

颖等［１２］提出了改进的标准化概率，并验证了其有效

性。 在此基础上，本文给出基于 Ｈａｍａｃｈｅｒ 型的概率

犹豫模糊运算法则。
定义 ５　 设 ｈｉ ＝ ｛（ｈ（ｋ）

ｉ ，ｐ（ｋ）
ｉ ） ｜ ｋ ＝ １，２，…，ｌ｝，ｉ

＝ １，２ 和 ｈ（ｐ） ＝ ｛（ｈ（ｋ），ｐ（ｋ）） ｜ ｋ ＝ １，２，…，ｌ｝ 均为

ＰＨＦＥ，γ ∈ （０， ＋ ∞），λ ＞ ０，基于 Ｈａｍａｃｈｅｒ 型的

概率犹豫模糊运算法则如下：

ｈ１（ｐ） ⊕ ｈ２（ｐ） ＝
ｈ（ｋ）

１ ＋ ｈ（ｋ）
２ － ｈ（ｋ）

１ ｈ（ｋ）
２ － （１ － γ）ｈ（ｋ）

１ ｈ（ｋ）
２

１ － （１ － γ）ｈ（ｋ）
１ ｈ（ｋ）

２

，ｐ（ｋ）
１ ＋ ｐ（ｋ）

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｋ ＝ １，２，…，ｌ{ }

ｈ１（ｐ） ⊗ ｈ２（ｐ） ＝
ｈ（ｋ）

１ ｈ（ｋ）
２

γ ＋ （１ － γ）（ｈ（ｋ）
１ ＋ ｈ（ｋ）

２ － ｈ（ｋ）
１ ｈ（ｋ）

２ ）
，ｐ（ｋ）

１ ＋ ｐ（ｋ）
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｋ ＝ １，２，…，ｌ{ }

λｈ（ｐ） ＝ （１ ＋ （γ － １）ｈ（ｋ）） λ － （１ － ｈ（ｋ）） λ

（１ ＋ （γ － １）ｈ（ｋ）） λ ＋ （γ － １）（１ － ｈ（ｋ）） λ，ｐ
（ｋ）æ

è
ç

ö

ø
÷ ｋ ＝ １，２，…，ｌ{ }

ｈλ（ｐ） ＝ γ（ｈ（ｋ）） λ

（１ ＋ （γ － １）（１ － ｈ（ｋ））） λ ＋ （γ － １）（ｈ（ｋ）） λ，ｐ
（ｋ）æ

è
ç

ö

ø
÷ ｋ ＝ １，２，…，ｌ{ }

式中， ｐ（ｋ）
１ ＋ ｐ（ｋ）

２ ＝
ｐ（ｋ）
１ ＋ ｐ（ｋ）

２

∑
ｌ

ｍ ＝ １
（ｐ（ｍ）

１ ＋ ｐ（ｍ）
２ ）

。

定理 ２　 设 ｈ１（ｐ） ＝ ｛（ｈ（ｋ）
１ ，ｐ（ｋ）

１ ） ｜ ｋ ＝ １，２，…，
ｌ｝ 和 ｈ２（ｐ） ＝ ｛（ｈ（ｋ）

２ ，ｐ（ｋ）
２ ） ｜ ｋ ＝ １，２，…，ｌ｝ 为任意 ２

个 ＰＨＦＥ， 则 ｈ１（ｐ） ⊕ ｈ２（ｐ），ｈ１（ｐ） ⊗ ｈ２（ｐ），
λｈ（ｐ），ｈλ（ｐ） 均是 ＰＨＦＥ。
２．２　 广义概率犹豫模糊 Ｈａｍａｃｈｅｒ 加权平均算子

定义 ６　 已知任意一组概率犹豫模糊元 ｈｉ（ｐ） ＝
｛（ｈ（ｋ）

ｉ ，ｐ（ｋ）
ｉ ） ｜ ｋ ＝ １，２，…，ｌ｝，ｉ ＝ １，２，…，ｎ，权重向

量 ｗ ＝ （ｗ１，ｗ２，…，ｗｎ） Ｔ 满足 ｗ ｉ ∈ ［０，１］，∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｗ ｉ ＝

１。 若 ＧＰＦＨＷＡ（ｈ１（ｐ），ｈ２（ｐ），…，ｈｎ（ｐ）） ＝⊕
ｎ

ｉ ＝ １

（ｗ ｉｈｉ（ｐ）），则称 ＧＰＦＨＷＡ（ｈ１（ｐ），…，ｈｎ（ｐ）） 为广

义概率犹豫模糊 Ｈａｍａｃｈｅｒ 加权平均算子， 简称

ＧＰＦＨＷＡ 算子。
定理３　 已知任意一组概率犹豫模糊元 ｈｉ（ｐ） ＝

｛（ｈ（ｋ）
ｉ ，ｐ（ｋ）

ｉ ） ｜ ｋ ＝ １，２，…，ｌ｝，ｉ ＝ １，２，…，ｎ，权重向

量为 ｗ，则运用 ＧＰＦＨＷＡ 算子得到的集成结果为

ＰＨＦＥ，且有

ＧＰＦＨＷＡ（ｈ１（ｐ），ｈ２（ｐ），…，ｈｎ（ｐ）） ＝

∏
ｎ

ｉ ＝ １
（１ ＋ （γ － １）ｈ（ｋ）

ｉ ） ｗｉ － ∏
ｎ

ｉ ＝ １
（１ － ｈ（ｋ）

ｉ ） ｗｉ

∏
ｎ

ｉ ＝ １
（１ ＋ （γ － １）ｈ（ｋ）

ｉ ） ｗｉ ＋ （γ － １）∏
ｎ

ｉ ＝ １
（１ － ｈ（ｋ）

ｉ ） ｗｉ

，∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｐ（ｋ）
ｉ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

ｋ ＝ １，２，…，ｌ
ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

（１）

式中，∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｐ（ｋ）
ｉ ＝

∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｐ（ｋ）
ｉ

∑
ｌ

ｍ ＝ １
∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｐ（ｍ）
ｉ

。

证明 　 １） 运用数学归纳法证明公式 （１） 成

立。 当 ｎ ＝ ２ 时，有

ＧＰＦＨＷＡ（ｈ１（ｐ），ｈ２（ｐ）） ＝
（１ ＋ （γ － １）ｈ（ｋ）

１ ） ｗ１ － （１ － ｈ（ｋ）
１ ） ｗ１

（１ ＋ （γ － １）ｈ（ｋ）
１ ） ｗ１ ＋ （γ － １）（１ － ｈ（ｋ）

１ ） ｗ１
，ｐ（ｋ）

１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｋ ＝ １，２，…，ｌ{ } ⊕

　
（１ ＋ （γ － １）ｈ（ｋ）

２ ） ｗ２ － （１ － ｈ（ｋ）
２ ） ｗ２

（１ ＋ （γ － １）ｈ（ｋ）
２ ） ｗ２ ＋ （γ － １）（１ － ｈ（ｋ）

２ ） ｗ２
，ｐ（ｋ）

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｋ ＝ １，２，…，ｌ{ } ＝
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∏

２

ｉ ＝ １
（１ ＋ （γ － １）ｈ（ｋ）

ｉ ） ｗｉ － ∏
２

ｉ ＝ １
（１ － ｈ（ｋ）

ｉ ） ｗｉ

∏
２

ｉ ＝ １
（１ ＋ （γ － １）ｈ（ｋ）

ｉ ） ｗｉ ＋ （γ － １）∏
２

ｉ ＝ １
（１ － ｈ（ｋ）

ｉ ） ｗｉ

，ｐ（ｋ）
１ ＋ ｐ（ｋ）

２

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

ｋ ＝ １，２，…，ｌ
ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

　 　 假设当 ｎ ＝ ｍ 时，公式（１） 成立。 则当 ｎ ＝ ｍ ＋ １ 时

ＧＰＦＨＷＡ（ｈ１（ｐ），…，ｈｍ＋１（ｐ）） ＝⊕
ｍ

ｉ ＝ １
ｗ ｉｈｉ（ｐ） ⊕ （ｗｍ＋１ｈｍ＋１（ｐ）） ＝

　
∏
ｍ

ｉ ＝ １
（１ ＋ （γ － １）ｈ（ｋ）

ｉ ） ｗｉ － ∏
ｍ

ｉ ＝ １
（１ － ｈ（ｋ）

ｉ ） ｗｉ

∏
ｍ

ｉ ＝ １
（１ ＋ （γ － １）ｈ（ｋ）

ｉ ） ｗｉ ＋ （γ － １）∏
ｍ

ｉ ＝ １
（１ － ｈ（ｋ）

ｉ ） ｗｉ

，∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｐ（ｋ）
ｉ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

ｋ ＝ １，２，…，ｌ
ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

⊕

　
（１ ＋ （γ － １）ｈ（ｋ）

ｍ＋１） ｗｍ＋１ － （１ － ｈ（ｋ）
ｍ＋１） ｗｍ＋１

（１ ＋ （γ － １）ｈ（ｋ）
ｍ＋１） ｗｍ＋１ ＋ （γ － １）（１ － ｈ（ｋ）

ｍ＋１） ｗｍ＋１
，ｐ（ｋ）

ｍ＋１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｋ ＝ １，２，…，ｌ{ } ＝

　
∏
ｍ＋１

ｉ ＝ １
（１ ＋ （γ － １）ｈ（ｋ）

ｉ ） ｗｉ － ∏
ｍ＋１

ｉ ＝ １
（１ － ｈ（ｋ）

ｉ ） ｗｉ

∏
ｍ＋１

ｉ ＝ １
（１ ＋ （γ － １）ｈ（ｋ）

ｉ ） ｗｉ ＋ （γ － １）∏
ｍ＋１

ｉ ＝ １
（１ － ｈ（ｋ）

ｉ ） ｗｉ

，∑
ｍ＋１

ｉ ＝ １
ｐ（ｋ）
ｉ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

ｋ ＝ １，２，…，ｌ
ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

　 　 由数学归纳法可知，公式（１）成立。
２） 现证明 ＧＰＦＨＷＡ（ｈ１（ｐ），ｈ２（ｐ），…，ｈｎ（ｐ））

为 ＰＨＦＥ。
记 ＧＰＦＨＷＡ（ｈ１（ｐ），ｈ２（ｐ），…，ｈｎ（ｐ）） 算子中

第 ｋ 大隶属度为多元函数 ｇ（ｈ（ｋ）
１ ，…，ｈ（ｋ）

ｎ ）， 令

ｆ（ｈ（ｋ）
１ ，…，ｈ（ｋ）

ｎ ） ＝ ∏
ｎ

ｉ ＝ １

１ ＋ （γ － １）ｈ（ｋ）
ｉ

１ － ｈ（ｋ）
ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｗｉ

≥ ０，则

ｇ（ｈ（ｋ）
１ ，…，ｈ（ｋ）

ｎ ） ＝
∏

ｎ

ｉ ＝ １
（１ ＋ （γ － １）ｈ（ｋ）

ｉ ） ｗｉ － ∏
ｎ

ｉ ＝ １
（１ － ｈ（ｋ）

ｉ ） ｗｉ

∏
ｎ

ｉ ＝ １
（１ ＋ （γ － １）ｈ（ｋ）

ｉ ） ｗｉ ＋ （γ － １）∏
ｎ

ｉ ＝ １
（１ － ｈ（ｋ）

ｉ ） ｗｉ

＝ １ － γ
ｆ（ｈ（ｋ）

１ ，…，ｈ（ｋ）
ｎ ） ＋ γ － １

　 　 上式表明隶属度函数 ｇ（ｈ（ｋ）
１ ，…，ｈ（ｋ）

ｎ ） 的单调

性与函数 ｆ（ｈ（ｋ）
１ ，…，ｈ（ｋ）

ｎ ） 单调性一致。

对 ｆ（ｈ（ｋ）
１ ，…，ｈ（ｋ）

ｎ ） ＝∏
ｎ

ｉ ＝ １

１ ＋ （γ － １）ｈ（ｋ）
ｉ

１ － ｈ（ｋ）
ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｗｉ

等

式两边取对数，即
ｌｎｆ（ｈ（ｋ）

１ ，…，ｈ（ｋ）
ｎ ） ＝

　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｗ ｉ（ｌｎ（１ ＋ （γ － １）ｈ（ｋ）

ｉ ） － ｌｎ（１ － ｈ（ｋ）
ｉ ））

对上式两边计算关于 ｈ（ｋ）
ｉ ，ｉ ＝ １，２，…，ｎ 的偏导数，

整理得

∂ｆ
∂ｈ（ｋ）

ｊ

＝ ｗ ｊ ｆ（ｈ（ｋ）
１ ，…，ｈ（ｋ）

ｎ ）·

　 γ
（１ ＋ （γ － １）ｈ（ｋ）

ｊ ）（１ － ｈ（ｋ）
ｊ ）

≥ ０

因此， ｇ（ｈ（ｋ）
１ ，…，ｈ（ｋ）

ｎ ） 具有单调非降性。 当 ｈｉ（ｋ）

∈ ［０，１］ 时，则有 ｇ（ｈ（ｋ）
１ ，…，ｈ（ｋ）

ｎ ） ∈ ［０，１］。

另外∑
ｌ

ｋ ＝ １
∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｐ（ｋ）
ｉ ＝∑

ｌ

ｋ ＝ １

∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｐ（ｋ）
ｉ

∑
ｌ

ｋ ＝ １
∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｐ（ｋ）
ｉ

＝ １ 成立。 综

上，ＧＰＦＨＷＡ（ｈ１（ｐ），ｈ２（ｐ），…，ｈｎ（ｐ）） 为 ＰＨＦＥ。
定理 ４　 已知 ｈｉ（ｐ） ＝ ｛（ｈ（ｋ）

ｉ ，ｐ（ｋ）
ｉ ） ｜ ｋ ＝ １，２，

…，ｌ｝ 为 ＰＨＦＥ，ｗ 为相关的权重向量，则 ＧＰＦＨＷＡ
算子满足下述性质：

１） 当∀ｉ，ｈｉ（ｐ）＝ ｈ（ｐ）＝ ｛（ｈ（ｋ），ｐ（ｋ）） ｜ ｋ ＝ １，２，
…，ｌ｝，则 ＧＰＦＨＷＡ（ｈ１（ｐ），…，ｈｎ（ｐ）） ＝ ｈ（ｐ）；

２） 设 ａｉ（ｐ） ＝ ｛（ａ（ｋ）
ｉ ，ｑ（ｋ）

ｉ ） ｜ ｋ ＝ １，２，…，ｌ｝，ｉ ＝
１，…，ｎ 为另一组 ＰＨＦＥ，当 ∀ｉ，ｈ（ｋ）

ｉ ≤ ａ（ｋ）
ｉ ，ｐ（ｋ）

ｉ ≤
ｑ（ｋ）
ｉ ，则

ＧＰＦＨＷＡ（ｈ１（ｐ），…，ｈｎ（ｐ）） ≤

·４６３１·
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　 ＧＰＦＨＷＡ（ａ１（ｐ），…，ａｎ（ｐ））
　 　 ３） 令

ｈ ＋ （ｐ） ＝ （ｍａｘ
ｉ

｛ｈ（ｋ）
ｉ ｝，ｍａｘ

ｉ
｛ｐ（ｋ）

ｉ ｝） ｜ ｋ ＝ １，２，…，ｌ{ } ，

ｈ － （ｐ） ＝ （ｍｉｎ
ｉ
｛ｈ（ｋ）

ｉ ｝，ｍｉｎ
ｉ
｛ｐ（ｋ）

ｉ ｝） ｜ ｋ ＝ １，２，…，ｌ{ } ，

有 ｈ － （ｐ）≤ＧＰＦＨＷＡ（ｈ１（ｐ），…，ｈｎ（ｐ））≤ｈ ＋ （ｐ）。
４） 置换不变性：设 ｈ′ｉ（ｐ） 是 ｈｉ（ｐ）（ ｉ ＝ １，…，ｎ）

的任意一个置换，则

ＧＰＦＨＷＡ（ｈ１（ｐ），…，ｈｎ（ｐ）） ＝
ＧＰＦＨＷＡ（ｈ′ １（ｐ），…，ｈ′ ｎ（ｐ））

　 　 证明：
１） 由于 ∀ｉ，ｈｉ（ｐ） ＝ ｛（ｈ（ｋ），ｐ（ｋ）） ｜ ｋ ＝ １，２，…，

ｌ｝，且ｎｐ（ｋ） ＝ ｎｐ（ｋ）

∑
ｌ

ｋ ＝ １
ｎｐ（ｋ）

＝ ｐ（ｋ）

∑
ｌ

ｋ ＝ １
ｐ（ｋ）

＝ ｐ（ｋ） 成立，则

ＧＰＦＨＷＡ（ｈ１（ｐ），ｈ２（ｐ），…，ｈｎ（ｐ）） ＝

　
∏

ｎ

ｉ ＝ １
（１ ＋ （γ － １）ｈ（ｋ）） ｗｉ － ∏

ｎ

ｉ ＝ １
（１ － ｈ（ｋ）） ｗｉ

∏
ｎ

ｉ ＝ １
（１ ＋ （γ － １）ｈ（ｋ）） ｗｉ ＋ （γ － １）∏

ｎ

ｉ ＝ １
（１ － ｈ（ｋ）） ｗｉ

，ｎｐ（ｋ）

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

ｋ ＝ １，２，…，ｌ
ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

＝

　
１ ＋ （γ － １）ｈ（ｋ） － （１ － ｈ（ｋ））

１ ＋ （γ － １）ｈ（ｋ） ＋ （γ － １）（１ － ｈ（ｋ））
，ｐ（ｋ）æ

è
ç

ö

ø
÷ ｋ ＝ １，２，…，ｌ{ } ＝ ｛（ｈ（ｋ），ｐ（ｋ）） ｋ ＝ １，２，…，ｌ｝ ＝ ｈ（ｐ）

　 　 ２） 在证明定理 ４ 时，已证第 ｋ大隶属度 ｇ（ｈ（ｋ）
１ ，

…，ｈ（ｋ）
ｎ ） 为单调非降性，故当 ∀ｉ，ｈ（ｋ）

ｉ ≤ ａ（ｋ）
ｉ 时，有

ｇ（ｈ（ｋ）
１ ，…，ｈ（ｋ）

ｎ ） ≤ ｇ（ａ（ｋ）
１ ，…，ａ（ｋ）

ｎ ）；当 ｐ（ｋ）
ｉ ≤ ｑ（ｋ）

ｉ

ｉ ＝ １，２，…，ｎ 时，∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｐ（ｋ）
ｉ ≤ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｑ（ｋ）
ｉ ；则 ＧＰＦＨＷＡ

（ｈ１（ｐ），…，ｈｎ（ｐ）） 的记分函数值小于 ＧＰＦＨＷＡ
（ａ１（ｐ），…，ａｎ（ｐ）） 的记分函数值，由定义 ３ 可知，
ＧＰＦＨＷＡ（ｈ１（ｐ），…，ｈｎ（ｐ））小于ＧＰＦＨＷＡ（ａ１（ｐ），
…，ａｎ（ｐ））。

３） 根据 ＧＰＦＨＷＡ（ｈ１（ｐ），…，ｈｎ（ｐ）） 的单调

非降性和幂等性可知

ｈ － （ｐ） ≤ ＧＰＦＨＷＡ（ｈ１（ｐ），…，ｈｎ（ｐ）） ≤ ｈ ＋ （ｐ）
　 　 ４） 置换不变性：由性质 １ 知 ＧＰＦＨＷＡ（ｈ１（ｐ），

ｈ２（ｐ），…，ｈｎ（ｐ）） ＝⊕
ｎ

ｊ ＝ １
（ｗ ｊｈ ｊ（ｐ）） 满 足 置 换 不 变

性。
２．３　 广义概率犹豫模糊 Ｈａｍａｃｈｅｒ 加权几何算子

定义 ７　 已知任意一组概率犹豫模糊元 ｈｉ（ｐ） ＝
｛（ｈ（ｋ）

ｉ ，ｐ（ｋ）
ｉ ） ｜ ｋ ＝ １，２，…，ｌ｝，ｉ ＝ １，２，…，ｎ，权重向

量 ｗ ＝ （ｗ１，ｗ２，…，ｗｎ） Ｔ 满足 ｗ ｉ ∈ ［０，１］，∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｗ ｉ ＝

１。 若 ＧＰＦＨＷＧ（ｈ１（ｐ），…，ｈｎ（ｐ）） ＝⊗
ｎ

ｉ ＝ １
（ｈｉ（ｐ）） ｗｉ，

则称 ＧＰＦＨＷＧ（ｈ１（ｐ），…，ｈｎ（ｐ）） 为广义概率犹豫

模糊 Ｈａｍａｃｈｅｒ 加权平均算子， 简称 ＧＰＦＨＷＡ
算子。

定理５　 已知任意一组概率犹豫模糊元 ｈｉ（ｐ） ＝
｛（ｈ（ｋ）

ｉ ，ｐ（ｋ）
ｉ ） ｜ ｋ ＝ １，２，…，ｌ｝，ｉ ＝ １，２，…，ｎ，权重向

量为 ｗ，运用 ＧＰＦＨＷＧ 算子得到的集成结果仍为

ＰＨＦＥ，且有

ＧＰＦＨＷＧ（ｈ１（ｐ），ｈ２（ｐ），…，ｈｎ（ｐ）） ＝

γ∏
ｎ

ｉ ＝ １
（ｈ（ｋ）

ｉ ） ｗｉ

∏
ｎ

ｉ ＝ １
（１ ＋ （γ － １）（１ － ｈ（ｋ）

ｉ ）） ｗｉ ＋ （γ － １）∏
ｎ

ｉ ＝ １
（ｈ（ｋ）

ｉ ） ｗｉ

，∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｐ（ｋ）
ｉ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

ｋ ＝ １，２，…，ｌ
ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

（２）

　 　 定理 ６　 已知任意一组概率犹豫模糊元 ｈｉ（ｐ） ＝
｛（ｈ（ｋ）

ｉ ，ｐ（ｋ）
ｉ ） ｜ ｋ ＝ １，２，…，ｌ｝，ｉ ＝ １，２，…，ｎ，权重向

量为 ｗ，则 ＧＰＦＨＷＧ（ｈ１（ｐ），…，ｈｎ（ｐ）） 满足幂等

性、单调非降性、有界性、置换不变性。

定理５和定理６的证明思路与定理３和定理４的
证明思路基本一致。
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３　 决策应用

３．１　 决策方法

决策问题的方案集 Ｂ ＝ ｛ｂｉ ｜ ｉ ＝ １，…，ｍ｝，属性

集 Ｃ ＝ ｛ｃｊ ｜ ｊ ＝ １，…，ｎ｝，属性权重向量 ｗ ＝ （ｗ ｊ ｜ ｊ ＝

１，…，ｎ），满足０≤ｗ ｊ ≤１，∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｗ ｊ ＝ １。 决策者用概率

犹豫模糊元 ｈｉｊ（ｐ） ＝ ｛（ｈ（ｋ）
ｉｊ ，ｐ（ｋ）

ｉｊ ） ｜ ｋ ＝ １，２，…，ｌ｝ 表

示方案 ｂｉ 关于属性 ｃｊ 的属性值，得到初始决策矩阵

Ｈ ＝ （ｈｉｊ（ｐ））ｍ×ｎ。
下面，将广义概率犹豫模糊 Ｈａｍａｃｈｅｒ 集成算子

和 ＭＵＬＴＩＭＯＯＲＡ 方法相结合，提出一种基于 Ｈａｍａ⁃
ｃｈｅｒ 范数的广义概率犹豫模糊 ＭＵＬＴＩＭＯＯＲＡ 决策

方法。 具体步骤如下：
Ｓｔｅｐ １　 根据指标性质，将初始决策矩阵 Ｈ 标

准化处理，得到标准决策矩阵 􀭺Ｈ ＝ （􀭵ｈｉｊ（ｐ））ｍ×ｎ，这里

􀭵ｈｉｊ（ｐ） ＝ ｛（􀭵ｈ（ｋ）
ｉｊ ，ｐ（ｋ）

ｉｊ ） ｜ ｋ ＝ １，２，…，ｌ｝，􀭵ｈ（ｋ）
ｉｊ ＝

ｈ（ｋ）
ｉｊ ，ｃｊ ∈ Ｄ１

１ － ｈ（ｋ）
ｉｊ ，ｃｊ ∈ Ｄ２

{ ；Ｄ１ 表示效益型属性集合，Ｄ２ 表

示成本型属性集合。
Ｓｔｅｐ ２　 将矩阵 􀭺Ｈ每行看作一组概率犹豫模糊

元，分别采用 ＧＰＦＨＷＡ 算子和 ＧＰＦＨＷＧ 算子集成

处理，对方案 ｂｉ，令 ｕｉ１ ＝ ＧＰＦＨＷＡ（􀭵ｈｉ１，􀭵ｈｉ２，…，􀭵ｈｉｎ），
ｕｉ２ ＝ ＧＰＦＨＷＧ（􀭵ｈｉ１，…，􀭵ｈｉｎ）。

Ｓｔｅｐ ３　 应用 ＭＵＬＴＭＯＯＲ 方法进行评价

１） 基于比率法对备选方案进行评价：ｒｉ１ ＝
ｓ（ｕｉ１）（ ｉ ＝ １，…，ｍ），其中 ｓ（ｕｉ１） 表示 ｕｉ１ 的得分函数

值，ｒｉ１ 越大方案越优；
２） 基于全乘模型对各方案进行评价：

ｒｉ２ ＝ ｓ（ｕｉ２）（ ｉ ＝ １，…，ｍ），其中 ｓ（ｕｉ２） 表示 ｕｉ２ 的

得分函数值，ｒｉ２ 越大方案越优；
３） 基于参照点法对各方案进行评价：ｒｉ３ ＝

∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｗ ｊｄ（􀭵ｈｉｊ，β ｊ），其中 β ｊ ＝ ａｒｇ ｍａｘ

１≤ｉ≤ｍ
（􀭵ｈｉｊ）。 ｒｉ３ 越小方

案越优。
将比率法 ｘ１、全乘模型 ｘ２ 和参照点法 ｘ３ 作为评

价属性，建立决策矩阵 Ｒ，并将矩阵 Ｒ 标准化处理，
得到标准化决策矩阵 􀭺Ｒ

􀭺Ｒ ＝

ｘ１ ｘ２ ｘ３

ｂ１
􀭰ｒ１１ 􀭰ｒ１２ 􀭰ｒ１３

ｂ２
􀭰ｒ２１ 􀭰ｒ２２ 􀭰ｒ２３

︙ ︙ ︙ ︙
ｂｍ

􀭰ｒｍ１
􀭰ｒｍ２

􀭰ｒｍ３

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

式中，当 ｊ ＝ １，２ 时，􀭰ｒｉｊ ＝
ｒｉｊ － ｍｉｎ

１≤ｉ≤ｍ
｛ ｒｉｊ｝

ｍａｘ
１≤ｉ≤ｍ

｛ ｒｉｊ｝ － ｍｉｎ
１≤ｉ≤ｍ

｛ ｒｉｊ｝
；当 ｊ ＝

３ 时，􀭰ｒｉｊ ＝
ｍａｘ
１≤ｉ≤ｍ

｛ ｒｉｊ｝ － ｒｉｊ
ｍａｘ
１≤ｉ≤ｍ

｛ ｒｉｊ｝ － ｍｉｎ
１≤ｉ≤ｍ

｛ ｒｉｊ｝
。

在此基础上， 方案 ｂｉ 的综合评价值为：Ｅ ｉ ＝
１
３ ∑

３

ｊ ＝ １

􀭰ｒｉｊ。 Ｅ ｉ 值越大，对应的方案越优。

３．２　 决策实例

以文献［１８⁃１９］中的实例为研究对象，专家对 ４
位候选者 ｂｉ（ ｉ ＝ １，２，３，４）进行面试，评价指标分别

是计算能力 ｃ１、学术能力 ｃ２ 和英语能力 ｃ３，它们均

为效益型指标，指标权重向量为 ｗ ＝ （０． ３９，０． ２６，
０．３５），评估结果用概率犹豫模糊集的形式表示，见
表 １ 所示。

表 １　 决策矩阵

侯选者 ｃ１ ｃ２ ｃ３

ｂ１
｛（０．５４，０．１５），（０．６４，０．２５），
（０．７５，０．１），（０．７９，０．５）｝

｛（０．２１，０．０５），（０．３２，０．３２５），（０．４２，０．１２５），
（０．６４，０．２５），（０．７４，０．２５）｝

｛（０．５４，０．５），（０．７５，０．２５），
（０．８１，０．１５），（０．９３，０．１）｝

ｂ２
｛（０．３９，０．２５），（０．５７，０．２５），
（０．６８，０．２５），（０．９４，０．２５）｝

｛（０．３４，０．２５），（０．６１，０．０７５），（０．６６，０．２５），
（０．７１，０．３５），（０．８２，０．０７５）｝

｛（０．２６，０．２５），（０．４６，０．３７５），
（０．６６，０．３７５）｝

ｂ３
｛（０．２９，０．１），（０．４９，０．３５），
（０．５９，０．３），（０．６７，０．２５）｝

｛（０．４４，０．２５），（０．５４，０．１２５），（０．５７，０．２５），
（０．６５，０．１２５），（０．８４，０．２５）｝

｛（０．４５，０．２５），（０．５６，０．２５），
（０．６９，０．２５），（０．７４，０．２５）｝

ｂ４
｛（０．１４，０．１），（０．３６，０．１５），（０．４１，０．２５），

（０．６１，０．２５），（０．７２，０．２５）｝
｛（０．４７，０．４），（０．５４，０．２５），
（０．６１，０．１），（０．６６，０．２５）｝

｛（０．３９，０．２５），（０．５１，０．１２５），（０．７２，０．１２５），
（０．７４，０．２５），（０．８４，０．２５）｝

　 　 Ｓｔｅｐ １　 各方案集结：分别应用 ＧＰＦＨＷＡ 算子

和 ＧＰＦＨＷＧ 算子得到候选人 ｂｉ（ ｉ ＝ １，２，３，４） 的综

合属性信息 ｕｉ１，ｕｉ２，其中参数 γ ＝ ０．５。

·６６３１·
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ｕ１１ ＝ ｛（０．４８３，０．０１７），（０．４９９，０．３２５），（０．６４８，０．２０８），（０．７５３，０．１６７），（０．８６４，０．２８３）｝
ｕ１２ ＝ ｛（０．４１２，０．０１７），（０．４６５，０．３２５），（０．５９６，０．２０８），（０．７４２，０．１６７），（０．８３１，０．２８３）｝
ｕ２１ ＝ ｛（０．３３９，０．０８３），（０．４２２，０．１０８），（０．５１８，０．２５０），（０．６２８，０．３２５），（０．８６５，０．２３３）｝
ｕ２２ ＝ ｛（０．３２６，０．０８３），（０．３７１，０．１０８），（０．４３３，０．２５０），（０．５９２，０．３２５），（０．７９１，０．２３３）｝
ｕ３１ ＝ ｛（０．３９７，０．０８３），（０．４３０，０．１５８），（０．５３４，０．２８３），（０．６４６，０．２２５），（０．７６１，０．２５０）｝
ｕ３２ ＝ ｛（０．３８２，０．０８３），（０．４０１，０．１５８），（０．５３２，０．２８３），（０．６４２，０．２２５），（０．７４５，０．２５０）｝
ｕ４１ ＝ ｛（０．３３６，０．１１７），（０．４４８，０．２２５），（０．５６９，０．２０８），（０．６６７，０．２００），（０．７６９，０．２５０）｝
ｕ４２ ＝ ｛（０．２７３，０．１１７），（０．４３９，０．２２５），（０．５２３，０．２０８），（０．６５３，０．２００），（０．７４８，０．２５０）｝

　 　 Ｓｔｅｐ ２ 应用 ＭＵＬＴＭＯＯＲ 方法进行评价

１） 基于比率法的 ４ 位候选者评价： ｒ１１ ＝ ０．６７５，
ｒ２１ ＝ ０．６０９，ｒ３１ ＝ ０．５８８，ｒ４１ ＝ ０．５８４；

２） 基于全乘法的 ４ 位候选者评价：ｒ１２ ＝ ０．６４１，
ｒ２２ ＝ ０．５５３，ｒ３２ ＝ ０．５７７，ｒ４２ ＝ ０．５５７；

３） 基于参照点法的 ４ 位候选者评价：ｒ１３ ＝
０．０１１，ｒ２３ ＝ ０．０４４，ｒ３３ ＝ ０．０３１，ｒ４３ ＝ ０．０５５；

建立决策矩阵 Ｒ，再获得标准决策矩阵 􀭺Ｒ

Ｒ ＝

ｘ１ ｘ２ ｘ３

ｂ１ ０．６７５ ０．６４１ ０．０１１
ｂ２ ０．６０９ ０．５５３ ０．０４４
ｂ３ ０．５８８ ０．５７７ ０．０３１
ｂ４ ０．５８４ ０．５５７ ０．０５５

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

⇒

　 􀭺Ｒ ＝

１ １ １
０．２７６ ０ ０．２４８
０．０４２ ０．２７５ ０．５５９

０ ０．０５４ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

　 　 综合属性值分别为： Ｅ１ ＝ １；Ｅ２ ＝ ０．１７５；Ｅ３ ＝
０．２９２；Ｅ４ ＝ ０．０１８；根据 Ｅ ｉ 值的大小对 ４ 位候选者的

面试结果进行排序，即 ｂ１ ≻ ｂ３ ≻ ｂ２ ≻ ｂ４。
３．３　 参数 γ的影响

表 ２ 给出了 γ＝ ０．３，０．８，１，２，１０，１５ 时方案的综

合属性值和排序结果，从表 ２ 可以看出，虽然参数 γ
的取值不同，但是方案的排序保持不变，表明该方法

具有非常好的稳定性。
表 ２　 在不同参数 γ下方案综合属性值和排序

γ ｂ１ ｂ２ ｂ３ ｂ４ 排序

０．３ １．０００ ０．１８１ ０．２９７ ０．０２５ ｂ１≻ｂ３≻ｂ２≻ｂ４

０．８ １．０００ ０．１６９ ０．２８５ ０．０１０ ｂ１≻ｂ３≻ｂ２≻ｂ４

１ １．０００ ０．１６６ ０．２８１ ０．００５ ｂ１≻ｂ３≻ｂ２≻ｂ４

２ １．０００ ０．１６５ ０．２７５ ０ ｂ１≻ｂ３≻ｂ２≻ｂ４

１０ １．０００ ０．１７９ ０．２７３ ０ ｂ１≻ｂ３≻ｂ２≻ｂ４

１５ １．０００ ０．１８４ ０．２７２ ０ ｂ１≻ｂ３≻ｂ２≻ｂ４

３．４　 与其他方法比较

为了验证本文方法的有效性，将该方法与文献

［１８⁃１９］的实验结果进行比较。 其中，文献［１８］在

定义模糊熵、犹豫熵和总熵的基础上，结合考虑决策

者偏好满意度公式和 ＴＯＰＳＩＳ 方法；文献［１９］提出

了基于关联系数的概率犹豫模糊多属性决策模型。
表 ３ 给出了基于 ３ 种方法的方案排序结果。

表 ３　 ３ 种方法的方案排序结果

方法 排序结果

文献［１８］ ｂ１≻ｂ３≻ｂ２≻ｂ４

文献［１９］ ｂ１≻ｂ３≻ｂ２≻ｂ４

本文 ｂ１≻ｂ３≻ｂ２≻ｂ４

从表 ３ 可以看出，本文方法与文献［１８］和文献

［１９］的排序结果一致。 该方法较文献［１８⁃１９］的优

势在于：①本文方法的计算过程简单且易于理解，能
够从多个角度对方案进行比较和选择；②文献［１８］
定义了正、负理想概率犹豫模糊集，理想方案在现实

问题中很难实现，且在概率犹豫模糊集中定义的合

理性还有待解决；③文献［１９］中 ２ 个概率犹豫模糊

集间的相关系数计算过程复杂且耗时。

４　 结　 论

针对概率犹豫模糊信息决策问题，提出了基于

Ｈａｍａｃｈｅｒ 范数的广义概率犹豫模糊 ＭＵＬＴＩＭＯＯＲＡ
决策方法。 首先，将 Ｈａｍａｃｈｅｒ 型三角模和余模推广

到概率犹豫模糊数中，定义了概率犹豫模糊数Ｈａｍａ
ｃｈｅｒ 运算，并探讨了概率犹豫模糊数 Ｈａｍａｃｈｅｒ 运算

的性质；在此基础上，提出了 ＧＰＦＨＷＡ 算子和 ＧＰＦ⁃
ＨＷＧ 算子，并研究了其性质；最后，通过 ＭＵＬＴＩＭＯ⁃
ＯＲＡ 方法对各方案进行比较和选择。 在研究内容

上，扩展了 Ｈａｍａｃｈｅｒ 算子及其应用范畴，方案排序

·７６３１·



西　 北　 工　 业　 大　 学　 学　 报 第 ３８ 卷

集结了比率系统法、全乘法、参照点法，使得结果更

加合理，丰富了概率犹豫模糊决策理论和方法。 仿

真实验表明了集成方法的有效性和可行性。
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