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多孔 ＦＧＭ 矩形板的自由振动与临界屈曲载荷分析

滕兆春， 席鹏飞

（兰州理工大学 理学院， 甘肃 兰州　 ７３００５０）

摘　 要：功能梯度材料（ＦＧＭ）的特性与孔隙量有密切的关系，孔隙率会影响 ＦＧＭ 的弹性模量、泊松比

和密度等。 依据经典薄板理论和 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理建立了四边受压多孔 ＦＧＭ 矩形板自由振动和屈曲的

数学模型并对控制方程进行无量纲化。 运用微分变换法（ＤＴＭ）对无量纲控制微分方程及其边界条件

进行变换，经过迭代求解，得到多孔 ＦＧＭ 矩形板的无量纲固有频率和无量纲临界屈曲载荷。 将该问

题退化为孔隙率为零时 ＦＧＭ 矩形板的自由振动并与其精确解进行对比，发现 ＤＴＭ 计算精度较高，这
验证了该方法在求解四边受压多孔 ＦＧＭ 矩形板自由振动和屈曲问题的有效性。 计算结果表明，多孔

ＦＧＭ 矩形板的弹性模量随梯度指数与孔隙率的增大而减小。 进一步分析了在不同边界条件下长宽

比不变时梯度指数、孔隙率对无量纲的固有频率和临界屈曲载荷的影响，以及不同边界条件下长宽

比、载荷对无量纲固有频率的影响。
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　 　 功能梯度材料（ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｍａｔｅｒｉａｌｓ，
ＦＧＭ）是指材料的化学组成、微观结构、原子排列由

一侧向另一侧呈连续梯度变化，从而使材料的性质

和功能连续地呈梯度变化［１］，与传统的复合材

料［２⁃３］相比，ＦＧＭ 具有能够确保应力分布平稳过度、
增加不同材料界面的结合强度等特点。 ＦＧＭ 最初

被设计用作热障材料，后来被拓展到机械工程、光
学、核能、土木工程、电子信息及航空航天等诸多领

域用来提高产品的实际性能。 作为功能和安全设计

的前提，ＦＧＭ 结构的具体力学性能，一直倍受人们

的关注和重视。 Ｗａｎｇ 等［４］ 研究了全组分 Ｗ／ Ｃｕ 功

能梯度材料在稳态热载荷下的性能，研究结果表明，
梯度过渡层确实可以改善热失配，从而延长疲劳寿

命。 Ｓｈｉｓｈｅｓａｚ 等［５］基于应变梯度理论，研究了功能

梯度纳米圆盘的热弹性行为，主要分析了温度变化

对纳米圆盘应力和径向位移的影响。 Ｓｔａｔｈｏｐｏｕｌｏｓ
等［６］研究了用于燃气轮机的功能梯度多层热障涂

料的设计，发现功能梯度材料涂层有效地提高了燃

气轮机的耐高温性能和热效率。
功能梯度材料在各领域的需求，促进了其制备

技术的快速发展，各种制备方法先后出现，为制备具

有功能梯度特性的材料提供理论依据和实验支撑。
Ｗａｎ 等［７］用等离子产生高温高速热源，把熔融状态

的原材料喷涂到基材上形成涂层，原料成分比例不

同时可形成不同的功能涂层。 但制备出的功能梯度

材料有孔隙率高、层间结合力低、强度低的缺点，严
重影响了功能梯度材料的性能。 其他如 ＳＨＳ 法［８］、
薄膜积层法［９］ 等制备出的功能梯度材料也有孔隙

率高、易脱落的缺陷。 孔隙率对功能梯度材料的各

种特性有着很大的影响。 对于单相材料中孔隙率与

弹性模量关系的理论研究［１０⁃１２］，研究者们提出了许

多能够表示孔隙率与弹性常数关系的方程，这些方

程主要适用于小孔隙率时的情况。 Ｐｈａｎｉ 等［１３］根据

以往经验推导出了新的方程，该方程能较好地满足

具有理想和非理想填充几何模型系统在不同孔隙率

时弹性模量的精确理论解。 而对于功能梯度材料这

类多相材料，Ｒａｍａｋｒｉｓｈａｎａ 等［１４］ 通过研究孔隙率对

体积模量、密度的影响，推导出了适用于大范围孔隙

率的有效弹性模量和有效泊松比。 Ｋｉｒａｎ 等［１５］ 用有

限元法研究了多孔 ＦＧ 磁电弹性板的自由振动特性
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和静态特性，主要利用修正的混合率公式分析了孔

隙率分布对板结构性能的影响以及对板的自由振动

和静态特性的影响。 Ｂｅｈｒａｖａｎ 等［１６］ 基于径向和厚

度方向上的微分求积和状态空间矢量技术的求解方

法，研究了非对称 Ｋｅｒｒ 弹性基础上受非轴对称和非

均匀面力作用下变厚度多孔 ＦＧＭ 圆板的三维磁弹

性解。 洪轲等［１７］利用本征函数展开法，分析了孔隙

率对 ＦＧＭ 中 Ｌａｍｂ 波传播特性的影响。 在最近的

研究成果中，Ｆａｈｓｉ 等［１８］ 提出了一种新的准三维剪

切变形理论，并在此基础上分析了弹性地基上多孔

ＦＧＭ 梁的弯曲、屈曲和自由振动，讨论了 ２ 种不同

孔隙率分布和长细比对梁的跨中挠度、频率和临界

屈曲载荷的影响。 诸多研究显示，对含有孔隙 ＦＧＭ
的力学性能进行研究具有重要意义，虽然已有一些

关于多孔功能梯度结构的静动态问题的研究结果，
但研究深度和广度仍显不足。

近些年来，研究者采用一种基于函数的 Ｔａｙｌｏｒ
公式展开来求解微分方程的新方法———微分变换法

（ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ，ＤＴＭ）。 该方法的

特点是避开直接求未知函数的高阶导数值，通过对

微分方程的微分变换得到相邻阶的高阶导数值之间

的代数关系，再将初值代入代数关系递推得到不同

阶导数的值。 由于 ＤＴＭ 较高的精度和计算效率，被
逐渐引入到许多问题的求解中［１９］。 目前，对于四边

受压多孔功能梯度材料矩形板的 ＤＴＭ 求解还鲜有

文献报道。
本文基于经典薄板理论，考虑了孔隙和梯度指

数对 ＦＧＭ 弹性常数的影响，采用 ＤＴＭ 研究四边受

压多孔 ＦＧＭ 矩形板的自由振动和屈曲特性，并在退

化后与现有文献值进行对比验证。 在计算结果的基

础上，进一步分析孔隙率、梯度指数，载荷等参数对

多孔 ＦＧＭ 矩形板振动特性和临界屈曲载荷的影响。

１　 多孔 ＦＧＭ 矩形板的有效物性参数

图 １ 所示的笛卡尔坐标系中，多孔 ＦＧＭ 矩形板

厚度为 ｈ，长度为 ａ，宽度为 ｂ，四边受到单位压载荷

Ｎｘ 和Ｎｙ 的作用，ｘｙ平面为中面，ｚ轴垂直于中面且与

ｘｙ 轴形成右手螺旋。 在 ｙ ＝ ０ 和 ｙ ＝ ｂ处为简支边界

（Ｓ），而在 ｘ ＝ ０和 ｘ ＝ ａ处可为简支边界（Ｓ）、固定边

界（Ｃ） 或自由边界（Ｆ）。 在本文的问题描述和讨论

中，边界条件按照 ｘ ＝ ０，ｙ ＝ ｂ，ｘ ＝ ａ，ｙ ＝ ０ 的顺序

给出。

图 １　 四面受压多孔 ＦＧＭ 矩形板的几何模型

ＦＧＭ 在无孔隙状态下，其弹性模量 Ｅ、密度 ρ 等

沿着厚度方向的变化如下［２０］

Ｐ（ ｚ） ＝ （Ｐｃ － Ｐｍ）
１
２

＋ ｚ
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

＋ Ｐｍ （１）

式中： ｎ 为梯度指数；Ｐｃ，Ｐｍ 分别表示无孔隙时陶瓷

和金属材料的物性参数。
如果 ＦＧＭ 中存在孔隙时，可以假设孔隙的大小

和分布是随机的，并且介质是连续致密的，在此基础

上得到孔隙率 θ与弹性模量 Ｅ、泊松比 ν和密度 ρ 的

关系［１２］。
孔隙率

θ ＝ １ －
ρ０（ ｚ）
ρ（ ｚ）

（２）

式中： ρ（ ｚ） 为致密密度；ρ０（ ｚ） 为自然密度。
有效泊松比

ν∗ ＝ ４ν ＋ ３θ － ７νθ
４（１ ＋ ２θ － ３νθ）

（３）

　 　 有效弹性模量

Ｅ∗（ ｚ） ＝ Ｅ（ ｚ） （１ － θ） ２

（１ ＋ ｂｃθ）
（４）

式中： Ｅ（ ｚ） 和Ｅ∗（ ｚ） 分别为 θ ＝ ０，０ ＜ θ ＜ １时的弹

性模量；ｂｃ ＝ ２ － ３ν。 将（１） ～ （２） 式代入（４） 式即

可得到不同孔隙率下 ＦＧＭ 矩形板的有效弹性模量。

２　 控制微分方程的无量纲化及 ＤＴＭ
变换

２．１　 控制微分方程及无量纲化

本文中物理中面［２１］定义如下

ｚ０ ＝
∫

ｈ
２

－ ｈ
２

ｚＥ∗（ ｚ）ｄｚ

∫
ｈ
２

－ ｈ
２

Ｅ∗（ ｚ）ｄｚ
（５）

·８１３·
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　 　 根据物理中面和经典薄板理论所给出的本构关

系，引入 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理［２２］ 推导四边受压多孔 ＦＧＭ
矩形板运动的控制微分方程。 已知 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理

如下

δ∫ｔ ２
ｔ１
（Ｔ － Ｕ － Ｖ）ｄｔ ＝ ０ （６）

式中： Ｔ，Ｕ和 Ｖ分别为系统的动能、应变能和外力势

能；δ 为变分符号；ｔ１ 和 ｔ２ 分别表示系统运动的初始

时刻和终止时刻。 这里只考虑横向位移， 令 ｗ ＝
ｗ（ｘ，ｙ，ｔ） ，可得

Ｔ ＝ １
２ ∫

ａ

０
∫ｂ

０
Ｉ１

∂ｗ
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ Ｉ３
∂２ｗ
∂ｘ∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ∂２ｗ
∂ｙ∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
êê

ù

û
úú{ } ｄｘｄｙ

（７）

Ｕ ＝ １
２ ∫

ａ

０
∫ｂ

０
Ｄ１１

∂２ｗ
∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ∂２ｗ
∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＋{

　 ２Ｄ１２
∂２ｗ
∂ｘ２

∂２ｗ
∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ４Ｄ３３

∂２ｗ
∂ｘ∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

} ｄｘｄｙ （８）

Ｖ ＝ － １
２ ∫

ａ

０
∫ｂ

０
Ｎｘ

∂ｗ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ Ｎｙ
∂ｗ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
êê

ù

û
úú ｄｘｄｙ （９）

（７） ～ （９）式中

（Ｄ１１，Ｄ１２，Ｄ３３） ＝ ∫
ｈ
２

－ ｈ
２

１，ν∗，１
－ ν∗

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｅ∗（ ｚ）（ ｚ － ｚ０） ２

１ － （ν∗） ２ ｄｚ

（ Ｉ１，Ｉ３） ＝ ∫
ｈ
２

－ ｈ
２

ρ０（ ｚ）［１，（ ｚ － ｚ０） ２］ｄｚ

分别积分后得到

Ｄ１１ ＝ （１ － θ） ２

（１ ＋ ｂｃθ）
Ｅｍｈ３

１２［１ － （ν∗） ２］
φ３ － １２

φ２
２

φ１

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｄ１２ ＝ ν∗Ｄ１１， Ｄ３３ ＝ （１ － ν∗）
２

Ｄ１１

Ｉ１ ＝ （１ － θ）ρｍｈϕ１，Ｉ３ ＝ （１ － θ）
ρｍｈ３

１２ ϕ３ － １２
ϕ２

２

ϕ１

æ

è
ç

ö

ø
÷

式中

φ１ ＝ １ ＋

Ｅｃ

Ｅｍ

－ １

ｎ ＋ １
， φ２ ＝

ｎ
Ｅｃ

Ｅｍ

－ １
æ

è
ç

ö

ø
÷

２（ｎ ＋ ２）（ｎ ＋ １）

φ３ ＝ １ ＋
３（ｎ２ ＋ ｎ ＋ ２）

Ｅｃ

Ｅｍ

－ １
æ

è
ç

ö

ø
÷

（ｎ ＋ ３）（ｎ ＋ ２）（ｎ ＋ １）

ϕ１ ＝ １ ＋

ρｃ

ρｍ

－ １

ｎ ＋ １
，ϕ２ ＝

ｎ
ρｃ

ρｍ

－ １
æ

è
ç

ö

ø
÷

２（ｎ ＋ ２）（ｎ ＋ １）

ϕ３ ＝ １ ＋
３（ｎ２ ＋ ｎ ＋ ２）

ρｃ

ρｍ

－ １
æ

è
ç

ö

ø
÷

（ｎ ＋ ３）（ｎ ＋ ２）（ｎ ＋ １）
式中： Ｄ１１，Ｄ１２ 是抗弯刚度；Ｄ３３ 为抗扭刚度，当 ｎ 趋

近于 ０ 时，抗弯刚度变为 Ｄｃ，当 ｎ 趋近于无穷时，抗
弯刚度变为 Ｄｍ，Ｉ１ 为多孔 ＦＧＭ 矩形板的惯性系数，
Ｉ３ 为转动惯量。 将（７） ～ （９） 式代入（６） 式，并忽略

面内和转动惯性力，可得四边受压多孔 ＦＧＭ 矩形板

横向运动的控制微分方程

Ｄ１１
∂４ｗ
∂ｘ４

＋ ∂４ｗ
∂ｙ４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ２（Ｄ１２ ＋ ２Ｄ３３）

∂４ｗ
∂ｘ２∂ｙ２

＋

　 Ｉ１
∂２ｗ
∂ｔ２

＋ Ｎｘ
∂２ｗ
∂ｘ２

＋ Ｎｙ
∂２ｗ
∂ｙ２

＝ ０ （１０）

　 　 下边研究 ｙ ＝ ０ 和 ｙ ＝ ｂ 处为简支边界（Ｓ） 时多

孔 ＦＧＭ 矩形板做简谐振动的情况，令 ｗ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝

􀭵ｗ（ｘ）ｓｉｎ
ｍπｙ
ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅｉωｔ，其中 ｉ 为虚数单位，ｍ 取大于零

的正整数，表示多孔 ＦＧＭ 矩形板在 ｙ 方向振动的半

波数，􀭵ｗ（ｘ） 为 ｘ 方向的振型，ω 为圆频率。 取 Ｉ１ ＝
ｈη，引入无量纲参数

Ｘ ＝ ｘ
ａ
， Ｙ ＝ ｙ

ｂ
， Ｗ ＝ 􀭵ｗ

ａ
， Ｈ ＝ ｈ

ａ
， λ ＝ ａ

ｂ

Ω ＝ ωａ２ ρｃｈ
Ｄｃ

， Ｎ∗
ｘ ＝

Ｎｘａ２

Ｄｃ
， Ｎ∗

ｙ ＝
Ｎｙａ２

Ｄｃ

式中： λ 为长宽比；Ω 为无量纲固有频率；Ｎ∗
ｘ 和 Ｎ∗

ｙ

为无量纲载荷。 则得到四边受压多孔 ＦＧＭ 矩形板

自由振动时的无量纲控制微分方程

Ａ１
ｄ４Ｗ
ｄＸ４

＋ Ａ２
ｄ２Ｗ
ｄＸ２

＋ Ａ３Ｗ ＝ ０ （１１）

式中

Ａ１ ＝
Ｄ１１ρｃ

ηＤｃ

Ａ２ ＝
－ ２（Ｄ１２ ＋ ２Ｄ３３）ｍ２π２λ２ρｃ

ηＤｃ

－
Ｎ∗

ｘ ρｃ

η

Ａ３ ＝ Ａ１ｍ４π４λ４ － Ω２ ＋
Ｎ∗

ｙ ｍ２π２λ２ρｃ

η
　 　 由弹性稳定性理论可知，当临界载荷使得系统

发生屈曲时，其固有频率变为零，故当（１１）式中 Ω ＝
０ 时，其也可以表示四边受压多孔 ＦＧＭ 矩形板屈曲

时的无量纲控制微分方程。 接下来考虑多孔 ＦＧＭ
矩形板在 Ｘ ＝ ０ 和 Ｘ ＝ １ 处的无量纲边界条件，其形

式如（１２） ～ （１４） 式所示：

·９１３·
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　 　 简支（Ｓ）： Ｗ ＝ ０， ｄ２Ｗ
ｄＸ２

＝ ０ （１２）

　 　 固定（Ｃ）： Ｗ ＝ ０， ｄＷ
ｄＸ

＝ ０ （１３）

　 　 自由（Ｆ）： ｄ２Ｗ
ｄＸ２

－ ν∗λ２ｍ２π２Ｗ ＝ ０ （１４）

ｄ３Ｗ
ｄＸ３

－ （２ － ν∗）λ２ｍ２π２ ｄＷ
ｄＸ

＝ ０

２．２　 无量纲控制微分方程及边界条件的 ＤＴＭ
变换

解决微分方程的相关问题，通常采用数值或解

析的方法，这里用一种半解析法———微分变换法

（ＤＴＭ）对问题进行求解，其原理可参考文献［１９］。
依据 ＤＴＭ 求解原理，将四边受压多孔 ＦＧＭ 矩

形板自由振动与屈曲的无量纲控制微分方程转换为

如下的代数方程

Ｂ１
􀭺Ｗ［ｋ ＋ ４］ ＋ Ｂ２

􀭺Ｗ［ｋ ＋ ２］ ＋ Ｂ３
􀭺Ｗ［ｋ］ ＝ ０

（１５）
式中： 􀭺Ｗ［ｋ］ 为 Ｗ 的微分变换式，ｋ 取大于等于零的

整数，系数 Ｂ１，Ｂ２ 和 Ｂ３ 的表达式为

Ｂ１ ＝ Ａ１
（ｋ ＋ ４）！

ｋ！
，Ｂ２ ＝ Ａ２

（ｋ ＋ ２）！
ｋ！

，Ｂ３ ＝ Ａ３

边界条件的 ＤＴＭ 变换如下

在 Ｘ ＝ ０ 处：
简支（Ｓ）：

􀭺Ｗ［０］ ＝ ０，􀭺Ｗ［２］ ＝ ０ （１６）
　 　 固定（Ｃ）：

􀭺Ｗ［０］ ＝ ０，􀭺Ｗ［１］ ＝ ０ （１７）
　 　 自由（Ｆ）：

２􀭺Ｗ［２］ － ν∗λ２ｍ２π２􀭺Ｗ［０］ ＝ ０
６􀭺Ｗ［３］ － （２ － ν∗）λ２ｍ２π２􀭺Ｗ［１］ ＝ ０ （１８）

　 　 在 Ｘ ＝ １ 处：
简支（Ｓ）：

∑
∞

ｋ ＝ ０

􀭺Ｗ［ｋ］ ＝ ０， ∑
∞

ｋ ＝ ０
ｋ（ｋ － １）􀭺Ｗ［ｋ］ ＝ ０ （１９）

　 　 固定（Ｃ）：

∑
∞

ｋ ＝ ０

􀭺Ｗ［ｋ］ ＝ ０，∑
∞

ｋ ＝ ０
ｋ􀭺Ｗ［ｋ］ ＝ ０ （２０）

　 　 自由（Ｆ）：

∑
∞

ｋ ＝ ０
ｋ（ｋ － １） －[ ν∗λ２ｍ２π２ ] 􀭺Ｗ［ｋ］ ＝ ０

∑
∞

ｋ ＝ ０
ｋ（ｋ － １）（ｋ － ２） －[ （２ － ν∗）λ２ｍ２π２ｋ ] 􀭺Ｗ［ｋ］ ＝ ０

（２１）

　 　 当 Ｘ ＝ ０ 时，令 􀭺Ｗ［０］ ＝ ｃ０，􀭺Ｗ［１］ ＝ ｃ１，􀭺Ｗ［２］ ＝

ｃ２，􀭺Ｗ［３］ ＝ ｃ３，其中 ｃ０，ｃ１，ｃ２，ｃ３ 为待定未知量，可由

边界条件式（１６） 至（１８） 确定。 将（１５） 式变为可迭

代的形式

􀭺Ｗ［ｋ ＋ ４］ ＝ －
Ｂ２

Ｂ１

􀭺Ｗ［ｋ ＋ ２］ －
Ｂ３

Ｂ１

􀭺Ｗ［ｋ］ （２２）

　 　 把 ｃ０，ｃ１，ｃ２，ｃ３ 代入 （２２） 式进行迭代可得

􀭺Ｗ［４］，􀭺Ｗ［５］，…，􀭺Ｗ［ ｒ］，通式可表示为􀭺Ｗ［ ｒ］ ＝ ｊ０ｃ０ ＋
ｊ１ｃ１ ＋ ｊ２ｃ２ ＋ ｊ３ｃ３，其中 ｊ０，ｊ１，ｊ２，ｊ３ 是关于 ｃ０，ｃ１，ｃ２，ｃ３ 的
系数。 当Ｘ ＝ １时，将􀭺Ｗ［０］，…，􀭺Ｗ［ ｒ］ 代入边界条件

（１９） 至（２１） 式可得相关边界条件下的特征方程。
结合（１５）至（２１）式，边界条件为两边固定两边

简支（ＣＳＣＳ）、一边固定三边简支（ＣＳＳＳ）和一边固

定一边自由两对边简支（ＣＳＦＳ）的关于无量纲固有

频率的特征方程如下
􀭵Ｘ（ ｒ）

１１ （Ω）　 􀭵Ｘ（ ｒ）
１２ （Ω）

􀭵Ｘ（ ｒ）
２１ （Ω）　 􀭵Ｘ（ ｒ）

２２ （Ω）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

􀭺Ｗ［０］
􀭺Ｗ［１］{ } ＝

０
０{ } （２３）

式中， 􀭵Ｘ（ ｒ）
１１ ，􀭵Ｘ（ ｒ）

１２ ，􀭵Ｘ（ ｒ）
２１ ，􀭵Ｘ（ ｒ）

２２ 为迭代 ｒ 次含有未知量无

量纲固有频率 Ω 的多项式，在以下行列式方程中各

量具有相同含义。 要使其具有非零解，必须满足
􀭵Ｘ（ ｒ）

１１ （Ω）　 􀭵Ｘ（ ｒ）
１２ （Ω）

􀭵Ｘ（ ｒ）
２１ （Ω）　 􀭵Ｘ（ ｒ）

２２ （Ω）
＝ ０ （２４）

　 　 如果系统发生屈曲时，无量纲固有频率 Ω ＝ ０，
此时关于无量纲临界载荷的求解过程类似于（２３）
至（２４） 式，可得

􀭺Ｑ（ ｒ）
１１ （Ｎｃｒ）　 􀭺Ｑ（ ｒ）

１２ （Ｎｃｒ）
􀭺Ｑ（ ｒ）

２１ （Ｎｃｒ）　 􀭺Ｑ（ ｒ）
２２ （Ｎｃｒ）

＝ ０ （２５）

式中， Ｎｃｒ 为矩形板发生屈曲时的无量纲临界载荷。
对于边界条件为四边简支（ＳＳＳＳ）和一边自由

三边简支（ＳＳＦＳ）的关于无量纲固有频率的特征方

程如下

􀭵Ｙ（ ｒ）
１１ （Ω） 􀭵Ｙ（ ｒ）

１２ （Ω）
􀭵Ｙ（ ｒ）

２１ （Ω） 􀭵Ｙ（ ｒ）
２２ （Ω）

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

􀭺Ｗ［１］
􀭺Ｗ［３］{ } ＝

０
０{ } （２６）

　 　 同理，要求得无量纲的固有频率和临界屈曲载

荷，必须满足

􀭵Ｙ（ ｒ）
１１ （Ω） 􀭵Ｙ（ ｒ）

１２ （Ω）
􀭵Ｙ（ ｒ）

２１ （Ω） 􀭵Ｙ（ ｒ）
２２ （Ω）

＝ ０ （２７）

􀭵Ｋ（ ｒ）
１１ （Ｎｃｒ） 􀭵Ｋ（ ｒ）

１２ （Ｎｃｒ）
􀭵Ｋ（ ｒ）

２１ （Ｎｃｒ） 􀭵Ｋ（ ｒ）
２２ （Ｎｃｒ）

＝ ０ （２８）

　 　 对于边界条件为两边自由两边简支（ＦＳＦＳ）的

·０２３·
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情况下，关于无量纲固有频率的特征方程如下

􀭵Ｚ（ ｒ）
１１ （Ω） 􀭵Ｚ（ ｒ）

１２ （Ω） 􀭵Ｚ（ ｒ）
１３ （Ω） 􀭵Ｚ（ ｒ）

１４ （Ω）
􀭵Ｚ（ ｒ）

２１ （Ω） 􀭵Ｚ（ ｒ）
２２ （Ω） 􀭵Ｚ（ ｒ）

２３ （Ω） 􀭵Ｚ（ ｒ）
２４ （Ω）

􀭵Ｚ（ ｒ）
３１ （Ω） 􀭵Ｚ（ ｒ）

３２ （Ω） 􀭵Ｚ（ ｒ）
３３ （Ω） 􀭵Ｚ（ ｒ）

３４ （Ω）
􀭵Ｚ（ ｒ）

４１ （Ω） 􀭵Ｚ（ ｒ）
４２ （Ω） 􀭵Ｚ（ ｒ）

４３ （Ω） 􀭵Ｚ（ ｒ）
４４ （Ω）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

·

􀭺Ｗ［０］
􀭺Ｗ［１］
􀭺Ｗ［２］
􀭺Ｗ［３］

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

＝

０
０
０
０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

（２９）

　 　 同理，要求得无量纲的固有频率和临界屈曲载

荷，必须满足

􀭵Ｚ（ ｒ）
１１ （Ω） 􀭵Ｚ（ ｒ）

１２ （Ω） 􀭵Ｚ（ ｒ）
１３ （Ω） 􀭵Ｚ（ ｒ）

１４ （Ω）
􀭵Ｚ（ ｒ）

２１ （Ω） 􀭵Ｚ（ ｒ）
２２ （Ω） 􀭵Ｚ（ ｒ）

２３ （Ω） 􀭵Ｚ（ ｒ）
２４ （Ω）

􀭵Ｚ（ ｒ）
３１ （Ω） 􀭵Ｚ（ ｒ）

３２ （Ω） 􀭵Ｚ（ ｒ）
３３ （Ω） 􀭵Ｚ（ ｒ）

３４ （Ω）
􀭵Ｚ（ ｒ）

４１ （Ω） 􀭵Ｚ（ ｒ）
４２ （Ω） 􀭵Ｚ（ ｒ）

４３ （Ω） 􀭵Ｚ（ ｒ）
４４ （Ω）

＝ ０ （３０）

􀭵Ｌ（ ｒ）
１１ （Ｎｃｒ） 􀭵Ｌ（ ｒ）

１２ （Ｎｃｒ） 􀭵Ｌ（ ｒ）
１３ （Ｎｃｒ） 􀭵Ｌ（ ｒ）

１４ （Ｎｃｒ）
􀭵Ｌ（ ｒ）

２１ （Ｎｃｒ） 􀭵Ｌ（ ｒ）
２２ （Ｎｃｒ） 􀭵Ｌ（ ｒ）

２３ （Ｎｃｒ） 􀭵Ｌ（ ｒ）
２４ （Ｎｃｒ）

􀭵Ｌ（ ｒ）
３１ （Ｎｃｒ） 􀭵Ｌ（ ｒ）

３２ （Ｎｃｒ） 􀭵Ｌ（ ｒ）
３３ （Ｎｃｒ） 􀭵Ｌ（ ｒ）

３４ （Ｎｃｒ）
􀭵Ｌ（ ｒ）

４１ （Ｎｃｒ） 􀭵Ｌ（ ｒ）
４２ （Ｎｃｒ） 􀭵Ｌ（ ｒ）

４３ （Ｎｃｒ） 􀭵Ｌ（ ｒ）
４４ （Ｎｃｒ）

＝ ０

（３１）

求解（２４） 至（２８）、（３０）、（３１） 式可获得第 ｒ 次迭代

的第 ｉ个特征值（Ω ＝Ω（ ｒ）
ｉ ，Ｎｃｒ ＝ Ｎ（ ｒ）

ｃｒｉ ），并且迭代次数

与计算精度有关，可由以下方程确定

Ω（ ｒ）
ｉ － Ω（ ｒ－１）

ｉ ≤ ξ１， Ｎ（ ｒ）
ｃｒｉ － Ｎ（ ｒ－１）

ｃｒｉ ≤ ξ２

式中， ξ１，ξ２ 为迭代误差限，取 ξ１ ＝ ξ２ ＝ ０．０００ ００１。

３　 计算结果及分析

ＤＴＭ 的迭代收敛过程可以借助 ＭＡＴＬＡＢ 编写

相关计算程序，由此求解出四边受压多孔 ＦＧＭ 矩形

板的自由振动与屈曲问题中无量纲的固有频率和临

界载荷。 为了验证本文解的正确性与精度，首先将

四边受压多孔 ＦＧＭ 矩形板退化为孔隙率为零时的

ＦＧＭ 矩形板，并与已有文献的结果进行比较。 ＦＧＭ
矩形板由 Ａｌ２Ｏ３ ／ Ａｌ 组成，其物性参数分别为： ρｃ ＝
３ ８００ ｋｇ ／ ｍ３，ρｍ ＝ ２ ７００ ｋｇ ／ ｍ３，Ｅｃ ＝ ３８０ ＧＰａ，Ｅｍ ＝
７０ ＧＰａ，ν ＝ ０．３。 表 １ 给出了在 ＣＳＣＳ、ＣＳＳＳ、ＳＳＳＳ ３
种边界条件下，ＦＧＭ 矩形板长宽比 λ 分别为 ０．２，
０．５，１，Ｎ∗

ｘ ＝ ０，Ｎ∗
ｙ ＝ ０，θ ＝ ０，Ｈ ＝ ０．１，ｎ ＝ ０．５ 时本文

ＤＴＭ 解与文献［２３］Ｒａｙｌｅｉｇｈ⁃Ｒｉｔｚ 法求解的前两阶无

量纲固有频率比较，发现本文结果与文献［２３］结果

高度一致。

表 １　 不同边界条件下长宽比对矩形板无量纲固有频率的影响（ｎ＝０．５）

λ
ＣＳＣＳ

Ω１ Ω２

ＣＳＳＳ
Ω１ Ω２

ＳＳＳＳ
Ω１ Ω２

０．２ 本文解 １９．８４３ ４ ２０．４４４ ８ １３．８０２ ６ １４．６０４ ２ ９．０１５ ３ １０．０５５ ５
文献［２３］ １９．８４３ ０ ２０．４４５ ０ １３．８０３ ０ １４．６０５ ０ ９．０１５ ３ １０．０５６ ０

０．５ 本文解 ２０．９１７ ５ ２５．４２７ ８ １５．２２２ ７ ２０．７６８ ８ １０．８３５ ７ １７．３３７ １
文献［２３］ ２０．９１８ ０ ２５．４２８ ０ １５．２２３ ０ ２０．７７１ ０ １０．８３６ ０ １７．３３７ ０

１．０ 本文解 ２５．４２７ ８ ４８．０８１ ５ ２０．７６８ ８ ４５．３８６ １ １７．３３７ １ ４３．３４２ ９
文献［２３］ ２５．４２８ ０ ４８．０８２ ０ ２０．７６９ ０ ４５．３９８ ０ １７．３３７ ０ ４３．３４４ ０

　 　 下面计算并分析四边受压多孔 ＦＧＭ 矩形板自

由振动的无量纲固有频率与临界屈曲载荷。 多孔

ＦＧＭ 矩形板材料由 Ｓｉ３Ｎ４ ／ ＳＵＳ３０４ 组成，材料的物

性参数分别为 ρｃ ＝ ２ ３７０ ｋｇ ／ ｍ３，ρｍ ＝ ７ ９３０ ｋｇ ／ ｍ３，
Ｅｃ ＝ ３２２ ＧＰａ，Ｅｍ ＝ １９６ ＧＰａ，ν＝ ０．３。 图 ２ 表示 ｎ＝ １，
Ｈ＝ ０．１，λ ＝ １ 时，孔隙率与刚度的变化关系曲线。
结果表明，随着孔隙率的增大 ＦＧＭ 矩形板的刚度

减小。

图 ２　 孔隙率 θ 对多孔 ＦＧＭ 矩形板刚度 Ｄ 的影响

·１２３·
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　 　 图 ３ 为 θ＝ ０．１，Ｈ＝ ０．１，Ｎ∗
ｘ ＝ ０，Ｎ∗

ｙ ＝ ０，λ ＝ １ 时，
在 ＣＳＣＳ、ＣＳＳＳ、ＳＳＳＳ、ＣＳＦＳ、ＳＳＦＳ 和 ＦＳＦＳ 边界条件

下梯度指数 ｎ 与前三阶的无量纲固有频率 Ω 的关

系曲线。 结果显示，随着 ｎ 的增大，无量纲固有频率

Ω 总体上在减小。 当 ｎ 在小值范围取值时，无量纲

固有频率减小趋势很剧烈，当 ｎ 在较大值范围取值

时，无量纲固有频率变化趋于平缓。 当 ｎ 值一定时，
边界约束越强，无量纲固有频率越大，即：ＣＳＣＳ 固有

频率＞ＣＳＳＳ 固有频率＞ＳＳＳＳ 固有频率＞ＣＳＦＳ 固有频

率＞ＳＳＦＳ 固有频率＞ＦＳＦＳ 固有频率。

图 ３　 梯度指数 ｎ 对多种边界条件下多孔 ＦＧＭ 矩形板 Ω 的影响

　 　 图 ４ 为 θ＝ ０．１，Ｈ＝ ０．１，Ω＝ ０，λ＝ １，Ｎ∗
ｘ ＝Ｎ∗

ｙ 时，

图 ４　 梯度指数 ｎ 对多种边界条件下多孔 ＦＧＭ
矩形板 Ｎｃｒ的影响

在 ＣＳＣＳ、ＣＳＳＳ、ＳＳＳＳ、ＣＳＦＳ、ＳＳＦＳ 和 ＦＳＦＳ 边界条件

下梯度指数 ｎ 与无量纲临界屈曲载荷 Ｎｃｒ的关系曲

线。 结果显示，随着 ｎ 的增大，无量纲临界屈曲载荷

在减小。 ｎ 的取值范围从 ０ 到 １００，当 ｎ 在较小值范

围内取值时，无量纲临界载荷减小趋势比较剧烈，当
ｎ 在较大值范围取值时，无量纲临界载荷变化较为

平缓。 当 ｎ 的值一定时，边界约束越强，无量纲临界

屈曲载荷也越大。
图 ５ 为 ｎ＝ １，Ｈ＝ ０．１，Ｎ∗

ｘ ＝ ０，Ｎ∗
ｙ ＝ ０，λ＝ １ 时，在

ＣＳＣＳ、ＣＳＳＳ、ＳＳＳＳ、ＣＳＦＳ、ＳＳＦＳ 和 ＦＳＦＳ 边界条件下

孔隙率 θ 与前三阶无量纲固有频率 Ω 的关系。 结

果显示，无量纲固有频率随着孔隙率的增大而减小。
当 θ 一定时，边界约束越强，无量纲固有频率越大。

图 ５　 孔隙率 θ 对多种边界条件下多孔 ＦＧＭ 矩形板 Ω 的影响

　 　 图 ６ 为 ｎ ＝ １，Ｈ ＝ ０．１，Ω ＝ ０，λ ＝ １，Ｎ∗
ｘ ＝Ｎ∗

ｙ 时，
在 ＣＳＣＳ、ＣＳＳＳ、ＳＳＳＳ、ＣＳＦＳ、ＳＳＦＳ 和 ＦＳＦＳ 边界条件

下孔隙率 θ 与无量纲临界屈曲载荷 Ｎｃｒ的关系。 结

果显示，无量纲临界屈曲载荷随着孔隙率的增大而

减小，变化趋势呈下凹曲线状。 并且，当 θ 一定时，
边界约束越强，无量纲临界屈曲载荷就越大。

·２２３·
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图 ７ 为 ｎ＝ １，θ＝ ０．１，Ｈ ＝ ０．１，Ｎ∗
ｘ ＝ ０，Ｎ∗

ｙ ＝ ０ 时，
在 ＣＳＣＳ、ＣＳＳＳ、ＳＳＳＳ、ＣＳＦＳ、ＳＳＦＳ 和 ＦＳＦＳ 边界条件

下长宽比 λ 与前两阶无量纲固有频率 Ω 的关系曲

线。 结果显示，无量纲固有频率随着长宽比的增大

而增大，曲线斜率为正，随着长宽比的增大而增大。
当 λ 一定时，边界约束越强，无量纲固有频率越大。

图 ６　 孔隙率 θ 对多种边界条件下多孔　 　 　 　 图 ７　 长宽比 λ 对多种边界条件下多孔 ＦＧＭ 矩形板 Ω 的影响

ＦＧＭ 矩形板 Ｎｃｒ的影响

　 　 图 ８ 为 ｎ＝ １，θ＝ ０．１，Ｈ ＝ ０．１，λ ＝ １ 时，在 ＣＳＣＳ、
ＣＳＳＳ、ＳＳＳＳ、ＣＳＦＳ、ＳＳＦＳ 和 ＦＳＦＳ 边界条件下无量纲

载荷 Ｎ＝Ｎ∗
ｘ ＝Ｎ∗

ｙ 与前三阶无量纲固有频率 Ω 的关

系曲线。 结果显示，无量纲固有频率随着无量纲载

荷的增大而减小。 值得注意的是，当无量纲载荷达

到无量纲临界屈曲载荷时，无量纲固有频率变为零。
因为结构失稳时振动具有无限大的周期，即结构固

有频率会无限趋近于零，这与本文结果一致。 图中

边界约束越强，无量纲固有频率也越大。

图 ８　 无量纲载荷 Ｎ 对多种边界条件下多孔 ＦＧＭ 矩形板 Ω 的影响

４　 结　 论

本文基于经典薄板理论和 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理建立

了四边受压多孔 ＦＧＭ 矩形板的自由振动与屈曲问

题的控制微分方程并无量纲化，并运用微分变化法

对无量纲控制微分方程及其边界条件进行变换，通
过编写 ＭＡＴＬＡＢ 计算程序求解出无量纲固有频率

和临界屈曲载荷，进一步分析了参数值的变化对无

量纲固有频率和临界屈曲载荷的影响。 主要结论

如下：
１） 在孔隙率 θ 一定时，多孔 ＦＧＭ 矩形板无量

纲的固有频率 Ω 与临界屈曲载荷 Ｎｃｒ随着梯度指数

ｎ 的增大而减小，随着梯度指数 ｎ 趋向于无穷大，多
孔矩形板的特性更加趋于多孔金属矩形板的特性。

２） 在梯度指数 ｎ 一定时，多孔 ＦＧＭ 矩形板无

量纲的固有频率 Ω 与临界屈曲载荷 Ｎｃｒ随着孔隙率

θ 的增大而减小。
３） 在孔隙率 θ 与梯度指数 ｎ 一定时，多孔 ＦＧＭ

矩形板无量纲固有频率 Ω 随着长宽比 λ 的增大而

增大，并且随着长宽比 λ 的增大，无量纲固有频率 Ω
增加的速度也在增大。

４） 当无量纲载荷达到无量纲临界屈曲载荷 Ｎｃｒ

时，无量纲固有频率 Ω 变为零，此时多孔 ＦＧＭ 矩形

·３２３·
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板的自由振动具有无限大的振动周期，系统发生

失稳。
５） 在相同的条件下，系统的边界约束越强，其

无量纲固有频率 Ω 和临界屈曲载荷 Ｎｃｒ就越大。 同

时，高阶无量纲固有频率 Ω 随孔隙率 θ 和梯度指数

ｎ 的增大而减小的幅度大于低阶无量纲固有频

率 Ω。
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