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摘　 要：为了消除任意初始状态对系统的影响，针对一类具有任意初始状态的分数阶线性连续系统，
提出了一种具有初始状态学习的开环和开闭环 ＰＤα⁃型分数阶迭代学习控制算法。 在 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ⁃ｐ 范数

的意义下，利用卷积积分的广义 Ｙｏｕｎｇ 不等式在迭代域中给出具有抗干扰的 ＰＤα⁃型算法收敛的充分

条件。 实验结果表明，该算法能够保证跟踪误差的收敛性。 数值仿真验证了所提算法的有效性和正

确性。

关　 键　 词：分数阶；初始状态学习；迭代学习控制；Ｌｅｂｅｓｇｕｅ⁃ｐ 范数
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　 　 迭代学习控制（ＩＬＣ） ［１］是一种简单有效的学习

控制策略，适用于在固定有限时间间隔内重复运行

的被控系统。 在足够的学习时间，可以用较少的先

验模型知识和较少的在线计算来提高系统的跟踪性

能。 基于其优势，ＩＬＣ 已经成为研究热点，广泛应用

于移动机器人、工业过程控制、交通信号控制等多个

领域［２⁃４］。 ２００１ 年，Ｃｈｅｎ 等［５］首次提出了 ＰＤα⁃型分

数阶迭代学习控制算法，在频域内讨论了算法的收

敛性，并将迭代学习控制的应用范围推广到分数阶

系统，即分数阶迭代学习控制（ＦＯＩＬＣ）。 ＦＯＩＬＣ 除

了具有传统迭代学习控制的优点外，还可以提高具

有分数阶特性的被控系统的性能。 近年来，ＦＯＩＬＣ
在时域方面取得了丰硕的成果，Ｌａｚａｒｅｖｉｃ 等［６⁃７］证明

了 ＰＤα⁃型、开闭环 ＰＤα⁃型分数阶迭代学习算法的收

敛性和稳定性。 Ｌｉ 等［８⁃９］ 提出了几种分数阶迭代学

习算法，并讨论了其收敛性和稳定性。 ｌａｎ 等［１０］ 研

究了 Ｄα⁃型分数阶迭代学习算法的收敛性问题。
在上述 ＦＯＩＬＣ 设计过程中，一般都是假定所研

究被控系统在每一次的迭代过程中初态都与期望初

态一致。 但是在实际问题中，系统的期望初始状态

通常是未知的，不可能保证初始状态值等于期望的

初始状态值。 因此，研究具有初始状态偏差的系统

控制算法的鲁棒性是非常重要的。 迄今为止，关于

分数阶系统的初态问题的研究还很少。 对于一类具

有固定初始状态误差的分数阶线性定常系统，文献

［１１］首次提出了一种具有初始状态学习的开闭环 Ｐ
型 ＩＬＣ 算法，得到了算法收敛的充分条件。 文献

［１２］设计了具有初始状态学习的开环和闭环 Ｐ 型

ＩＬＣ 方案。 文献［１３］将上述算法应用于一类分数阶

非线性时滞系统。 文献［１４］针对一类具有初始状

态漂移的分数阶线性定常系统，提出了一种新的修

正 ＰＤα⁃型 ＦＯＩＬＣ 算法。
目前对分数阶系统的跟踪控制研究中，主要是

利用 λ⁃范数对跟踪误差进行测量。 与 λ⁃范数相比，
Ｌｅｂｅｓｇｕｅ⁃ｐ 范 数 更 适 合 分 析 控 制 算 法 的 学 习

行为［１５⁃１８］。
基于上述问题，本文针对一类具有任意初始状

态的分数阶线性时不变系统，提出了具有初始状态

学习的开环和开闭环 ＰＤα⁃型 ＦＯＩＬＣ 算法，并在 Ｌｅｂ⁃
ｅｓｇｕｅ⁃ｐ 范数意义下分析了算法的收敛性。
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１　 预备数学知识

本节首先给出一些相关的数学知识。
定义 １　 对于连续时变向量函数

ｆ：［０，Ｔ］ → Ｒｎ，（ ｆ（ ｔ） ＝ ［ ｆ１（ ｔ），ｆ２（ ｔ），…，ｆｎ（ ｔ）］ Ｔ）
则 λ⁃范数和 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ⁃ｐ 范数分别为

‖ｆ（ ｔ）‖λ ＝ ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ

ｅ －λｔ（ ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

｜ ｆｉ（ ｔ） ｜ ）， λ ＞ ０

‖ｆ（ ｔ）‖ｐ ＝ ∫Ｔ
０
（ ｍａｘ

１≤ｉ≤ｎ
｜ ｆｉ（ ｔ） ｜ ） ｐｄｔ[ ]

１
ｐ ，１ ≤ ｐ ≤ ∞

　 　 引理 １［１８］ 　 设函数 ｇ（ ｔ），ｈ（ ｔ）（ ｔ ∈ ［０，Ｔ］） 为

勒贝格积分，若函数 ｇ（ ｔ） 与 ｈ（ ｔ） 的卷积

（ｇ∗ｈ）（ ｔ） ＝ ∫ｔ
０
ｇ（ ｔ － τ）ｈ（τ）ｄτ

存在，则卷积积分的广义 Ｙｏｕｎｇ 不等式为

‖（ｇ∗ｈ）（ ｔ）‖ｒ ≤ ‖ｇ（ ｔ）‖ｑ‖ｈ（ ｔ）‖ｐ

有 １≤ ｐ，ｑ，ｒ≤∞， １
ｒ
＝ １

ｐ
＋ １

ｑ
－ １。 特别的，当 ｒ ＝ ｐ

时，不等式被重新表述为

‖（ｇ∗ｈ）（·）‖ｐ ≤ ‖ｇ（ ｔ）‖１‖ｈ（ ｔ）‖ｐ

　 　 定义 ２ 　 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ′ｓ（Ｒ⁃Ｌ）的左侧和右

侧分数阶积分的定义为

ｔ０Ｄ
－α
ｔ ｆ（ ｔ） ＝ １

Γ（α）∫
ｔ

ｔ０
（ ｔ － τ） α－１ｆ（τ）ｄτ，ｔ ＞ ｔ０

ｔＤ
－α
Ｔ ｆ（ ｔ） ＝ １

Γ（α）∫
Ｔ

ｔ
（τ － ｔ） α－１ｆ（τ）ｄτ，ｔ ＜ Ｔ

式中， α ＞ ０，Γ（·） 为 Ｇａｍｍａ 函数。
Ｃａｐｕｔｏ 左侧和右侧分数阶微分的定义分别为

Ｃ
ｔ０Ｄ

α
ｔ ｆ（ ｔ） ＝ ｔ０Ｄ

－（［α］ －α＋１）
ｔ

ｄ［α］ ＋１

ｄｔ［α］ ＋１
ｆ（ ｔ）é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú （ ｔ ＞ ｔ０）

Ｃ
ｔ Ｄα

Ｔｆ（ ｔ） ＝ ｔＤ
－（［α］ －α＋１）
Ｔ

ｄ［α］ ＋１

ｄｔ［α］ ＋１
ｆ（ ｔ）é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú （ ｔ ＜ Ｔ）

式中， α ∈ Ｒ ＋，［α］ 是 α 的整数部分。
性质 １［１９］ 　 如果 ｆ（ ｔ） ∈ Ｃ［ ｔ０，∞ ） ，则

Ｃ
ｔ０Ｄ

１－α
ｔ

Ｃ
ｔ０Ｄ

α
ｔ ｆ（ ｔ） ＝ ｆ（１）（ ｔ），α ∈ （０，１）

其中 ｆ（１）（ ｔ） ＝ ｄ
ｄｔ
ｆ（ ｔ）。

引理 ２［２０］ 　 如果函数 ｆ（ ｔ），ｇ（ ｔ） 在区间［０，Ｔ］
上连续，Ｃ

ｔ Ｄα
Ｔ ｆ（ ｔ），Ｃ

０Ｄα
ｔ ｇ（ ｔ） 都存在，且在［０，Ｔ］ 上连

续，则有分部积分法

∫Ｔ
０
（ Ｃ

ｔ Ｄα
Ｔｆ（ ｔ））ｇ（ ｔ）ｄｔ ＝ ∫Ｔ

０
ｆ（ ｔ）（ Ｃ

０Ｄα
ｔ ｇ（ ｔ））ｄｔ

　 　 定义 ３［１９］ 　 双参数的 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 函数的定

义为

Ｅα，β（ ｚ） ＝ ∑
∞

ｋ ＝ ０

ｚｋ

Γ（αｋ ＋ β）
（α ＞ ０， β ＞ ０，ｚ ∈ Ｃｎ×ｎ）

　 　 特别地，当 β ＝ １ 时，单参数的 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 函
数的定义为

Ｅα，１（ ｚ） ＝ Ｅα（ ｚ） ＝ ∑
∞

ｋ ＝ ０

ｚｋ

Γ（αｋ ＋ １）
（α ＞ ０，ｚ ∈ Ｃｎ×ｎ）

　 　 引理 ３［１５］ 　 设Φα，β（ ｔ） ＝ ｔβ
－１Ｅα，β（Ａｔα）， ｔ∈［０，

＋ ∞），其中，α ＞ ０， β ＞ ０， Ａ ∈ Ｃｎ×ｎ，则
Ｃ
τＤ１－α

ｔ Φα， １（ ｔ － τ） ＝ Φα，α（ ｔ － τ），０ ＜ α ＜ １
ｄ
ｄτ

Φα，１（ ｔ － τ） ＝ － Φα，α（ ｔ － τ）Ａ， α ＞ ０

　 　 引理 ４［２１］ 　 初值问题
Ｃ
ｔ０Ｄ

α
ｔ ｘ（ ｔ） ＝ Ａｘ（ ｔ） ＋ Ｂｕ（ ｔ）

ｘ（ ｔ０） ＝ ｘ０
{

等价于下面的积分方程

ｘ（ ｔ） ＝ Φα，１（ ｔ）ｘ０ ＋ ∫ｔ
ｔ０
Φα，α（ ｔ － τ）Ｂｕ（τ）ｄτ

式中， Ａ ∈ Ｃｎ×ｎ，Ｂ ∈ Ｃｎ×ｐ，０ ＜ α ＜ １。
引理５［２２］ 　 假设 ｚｉ ∈Ｒ，δ ｉ ∈Ｒ（ ｉ∈Ｚ ＋） 为２个

实数序列，满足 ｚｉ ＋１ ≤ θ ｉ ｚｉ ＋ δ ｉ ，∀ｉ ∈ Ｚ ＋。 其

中，０ ＜ θ ｉ ≤ θ ＜ １，θ 为常数。 当ｌｉｍ
ｉ→∞

δ ｉ ＝ ０ 时，有

ｌｉｍ
ｉ→∞

｜ ｚｉ ｜ ＝ ０

２　 问题描述及分析

考虑一类分数阶线性时不变系统
Ｃ
０Ｄα

ｔ ｘｋ（ ｔ） ＝ Ａｘｋ（ ｔ） ＋ Ｂｕｋ（ ｔ）
ｙｋ（ ｔ） ＝ Ｃｘｋ（ ｔ）

{ （１）

式中， ｔ ∈ ［０，Ｔ］，α ∈ （０，１）；ｘｋ（０） ∈ Ｒｎ，ｕｋ（ ｔ） ∈
Ｒｐ 和 ｙｋ（ ｔ） ∈Ｒｑ 分别为系统第 ｋ次重复操作的状态

向量、 控制输入向量和输出向量；Ａ ∈ Ｒｎ×ｎ，Ｂ ∈
Ｒｎ×ｐ 和 Ｃ ∈ Ｒｑ×ｎ 都为常数矩阵。

下面给出了分数阶系统的一些基本假设。
假设 １　 对于给定的期望输出 ｙｄ（ ｔ），Ｃ

０Ｄα
ｔ ｙｄ（ ｔ）

（ ｔ ∈ ［０，Ｔ］） 存在，且只存在期望的控制输入和理

想状态，使得
Ｃ
０Ｄα

ｔ ｘｄ（ ｔ） ＝ Ａｘｄ（ ｔ） ＋ Ｂｕｄ（ ｔ）
ｙｄ（ ｔ） ＝ Ｃｘｄ（ ｔ）

{ （２）

　 　 假设 ２　 ＣＢ 为行满秩矩阵。
对于分数阶系统（１），首先考虑具有初始状态

学习的一阶开环 ＰＤα⁃型分数阶迭代学习控制算法

·１０４·
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ｕｋ＋１（ ｔ） ＝ ｕｋ（ ｔ） ＋ Γｐ１ｅｋ（ ｔ） ＋ Γｄ１
Ｃ
０Ｄα

ｔ ｅｋ（ ｔ）
ｘｋ＋１（０） ＝ ｘｋ（０） ＋ ＢΓｄ１ｅｋ（０）

{ （３）

式中： Γｐ１ 和 Γｄ１ 分别为比例和微分学习增益矩阵；
ｅｋ（ ｔ） ＝ ｙｄ（ ｔ） － ｙｋ（ ｔ） 为系统第 ｋ 次迭代时的跟踪

误差。
众所周知，系统运行中的反馈信息可以加速学

习过程的收敛速度。 因此，本文进一步研究了具有

初始状态学习的开闭环 ＰＤα ⁃ 型分数阶迭代学习控

制算法。 其表达式如下

ｕｋ＋１（ ｔ） ＝ ｕｋ（ ｔ） ＋ Γｐ１ｅｋ（ ｔ） ＋ Γｄ１
Ｃ
０Ｄα

ｔ ｅｋ（ ｔ） ＋

　 Γｐ２ｅｋ＋１（ ｔ） ＋ Γｄ２
Ｃ
０Ｄα

ｔ ｅｋ＋１（ ｔ）
ｘｋ＋１（０） ＝ ｘｋ（０） ＋ ＢＬｅｋ（０）

ì

î

í

ï
ï

ïï

（４）
式中， Ｌ ＝ （Γｐ２ ＋ Γｄ２），Γｐ２，Γｄ２ 分别为比例和微分反

馈增益矩阵。
显然，当 Γｐ２ ＝ Γｄ２ ＝ ０ 时，控制算法（４） 退化为

具有初始状态学习的一阶开环 ＰＤα ⁃ 型算法（３）。
定理 １　 设分数阶系统（１）满足假设 １～２，当控

制律（３）作用于系统（１）时，若
ρ１ ＝ ‖Ｉ － ＣＢΓｄ１‖ ＋

‖Φα，α（ ｔ）（ＢΓｐ１ ＋ ＡＢΓｄ１）‖１ ＜ １
　 　 则可以得到 ｌｉｍ

ｋ→＋∞
‖ｅｋ＋１（ ｔ）‖ｐ ＝ ０。

证明：根据引理 ４，系统（１） 的状态有如下表

达式

ｘｋ＋１（ ｔ） ＝ Φα，１（ ｔ）ｘｋ＋１（０） ＋

　 ∫ｔ
０
Φα，α（ ｔ － τ）Ｂｕｋ＋１（τ）ｄτ （５）

因此

ｅｋ＋１（ ｔ） ＝ ｙｄ（ ｔ） － ｙｋ＋１（ ｔ） ＝
　 ｅｋ（ ｔ） － Ｃ（ｘｋ＋１（ ｔ） － ｘｋ（ ｔ）） ＝
　 ｅｋ（ ｔ） － ＣΦα，１（ ｔ）（ｘｋ＋１（０） － ｘｋ（０）） －

　 Ｃ∫ｔ
０
Φα，α（ ｔ － τ）Ｂ（ｕｋ＋１（τ） － ｕｋ（τ））ｄτ ＝

　 ｅｋ（ ｔ） － ＣΦα，１（ ｔ）ＢΓｄ１ｅｋ（０） －

　 Ｃ∫ｔ
０
Φα，α（ ｔ － τ）ＢΓｐ１ｅｋ（τ）ｄτ －

　 Ｃ∫ｔ
０
Φα，α（ ｔ － τ）ＢΓｄ１

Ｃ
０Ｄα

τ ｅｋ（τ）ｄτ （６）

　 　 由引理 ２ 和引理 ３ 可以得到

∫ｔ
０
Φα，α（ ｔ － τ）ＢΓｄ１

Ｃ
０Ｄα

τ ｅｋ（τ）ｄτ ＝

　 ∫ｔ
０
［ Ｃ

τＤ１－α
ｔ （Φα，１（ ｔ － τ））］ＢΓＣ

ｄ１ ０Ｄα
τ ｅｋ（τ）ｄτ ＝

　 ∫ｔ
０
Φα，１（ ｔ － τ）ＢΓｄ１ｅ（１）

ｋ （τ）ｄτ ＝

　 Φα，１（ ｔ － τ）ＢΓｄ１ｅｋ（τ） ｜ ｔ
０ －

　 ∫ｔ
０

ｄ
ｄτ

（Φα，１（ ｔ － τ））é

ë
êê

ù

û
úú ＢΓｄ１ｅｋ（τ）ｄτ ＝

　 Φα，１（０）ＢΓｄ１ｅｋ（ ｔ） － Φα，１（ ｔ）ＢΓｄ１ｅｋ（０） ＋

　 ∫ｔ
０
Φα，α（ ｔ － τ）ＡＢΓｄ１ｅｋ（τ）ｄτ ＝

　 ＢΓｄ１ｅｋ（ ｔ） － Φα，１（ ｔ）ＢΓｄ１ｅｋ（０） ＋

　 ∫ｔ
０
Φα，α（ ｔ － τ）ＡＢΓｄ１ｅｋ（τ）ｄτ （７）

　 　 把（７）式带入（６）式，得
ｅｋ＋１（ ｔ） ＝ （Ｉ － ＣＢΓｄ１）ｅｋ（ ｔ） －

　 Ｃ∫ｔ
０
Φα，α（ ｔ － τ）（ＢΓｐ１ ＋ ＡＢΓｄ１）ｅｋ（τ）ｄτ （８）

　 　 在（８）式两边同时取 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ⁃ｐ 范数，采用卷

积积分的广义 Ｙｏｕｎｇ 不等式，可以得到

‖ｅｋ＋１（ ｔ）‖ｐ ≤ ρ１‖ｅｋ（ ｔ）‖ｐ ≤ ρｋ
１ ‖ｅ１（ ｔ）‖ｐ（９）

　 　 利用定理 １ 的条件，取 ｋ → ∞ 得到

ｌｉｍ
ｋ→＋∞

‖ｅｋ＋１（ ｔ）‖ｐ ＝ ０

　 　 因此，跟踪误差单调收敛到零，系统的输出在

Ｌｅｂｅｓｇｕｅ⁃ｐ 范数意义下当 ｋ→∞ 时的［０，Ｔ］区间内

收敛到期望输出。
定理证毕。
注 １　 可以看出，在 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ⁃ｐ 范数意义下，对

于具有任意初始状态的分数阶线性系统，基于初始

状态学习的开环 ＰＤα⁃型算法收敛的充分条件由比

例学习和微分学习的学习增益矩阵确定。
注 ２　 与 λ⁃范数意义下的收敛条件相比，定理

１ 中 ＰＤα⁃型控制算法的收敛条件相对保守，但度量

跟踪误差不再依赖 λ 取值。
定理 ２　 假设分数阶系统（１）满足假设 １～２，当

控制算法（４）应用于系统（１）时，若满足条件：
１） ρ ０ ＝ ‖Ｉ － ＣＢＬ‖ ＜ １， Ｌ ＝ Γｄ１ ＋ Γｄ２，
２） ρ ２ρ １ ＜ １

式中

ρ１ ＝ ‖Ｉ － ＣＢΓｄ１‖ ＋
　 ‖Ｃ‖‖Φα，α（ ｔ）（ＢΓｐ１ ＋ ＡＢΓｄ１）‖１

ρ２ ＝ （ １
‖（Ｉ ＋ ＣＢΓｄ２）

－１ ‖
－

　 ‖Ｃ‖ ‖Φα，α（ ｔ）（ＢΓｐ２ ＋ ＡＢΓｄ２）‖１）
－１ ＞ ０

则

ｌｉｍ
ｋ→＋∞

‖ｅｋ＋１（ ｔ）‖ｐ ＝ ０

·２０４·
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　 　 证明　 将（４）式与（５）式结合，得到

ｅｋ＋１（ ｔ） ＝ ｙｄ（ ｔ） － ｙｋ＋１（ ｔ） ＝
　 ｅｋ（ ｔ） － ＣΦα，１（ ｔ）（ｘｋ＋１（０） － ｘｋ（０）） －

　 Ｃ∫ｔ
０
Φα，α（ ｔ － τ）Ｂ（ｕｋ＋１（τ） － ｕｋ（τ））ｄτ ＝

　 ｅｋ（ ｔ） － ＣΦα，１（ ｔ）Ｂ（Γｄ１ ＋ Γｄ２）ｅｋ（０） －

　 Ｃ∫ｔ
０
Φα，α（ ｔ － τ）Ｂ（Γｐ１ｅｋ（τ） ＋ Γｐ２ｅｋ＋１（τ））ｄτ －

　 Ｃ∫ｔ
０
Φα，α（ ｔ － τ）Ｂ（Γｄ１

Ｃ
０Ｄα

τ ｅｋ（τ） ＋

　 Γｄ２
Ｃ
０Ｄα

τ ｅｋ＋１（τ））ｄτ （１０）
与（７）式的推导类似，可以得出这样的结论

∫ｔ
０
Φα，α（ ｔ － τ）ＢΓｄ１

Ｃ
０Ｄα

τ ｅｋ（τ）ｄτ ＝

　 ＢΓｄ１ｅｋ（ ｔ） － Φα，１（ ｔ）ＢΓｄ１ｅｋ（０） ＋

　 ∫ｔ
０
Φα，α（ ｔ － τ）ＡＢΓｄ１ｅｋ（τ）ｄτ （１１）

和

∫ｔ
０
Φα，α（ ｔ － τ）ＢΓｄ２

Ｃ
０Ｄα

τ ｅｋ＋１（τ）ｄτ ＝

　 ＢΓｄ２ｅｋ＋１（ ｔ） － Φα，１（ ｔ）ＢΓｄ２ｅｋ＋１（０） ＋

　 ∫ｔ
０
Φα，α（ ｔ － τ）ＡＢΓｄ２ｅｋ＋１（τ）ｄτ （１２）

将（１１）式和（１２）式代入（１０）式可得

ｅｋ＋１（ ｔ） ＝ （Ｉ － ＣＢΓｄ１）ｅｋ（ ｔ） － ＣＢΓｄ２ｅｋ＋１（ ｔ） －

　 Ｃ∫ｔ
０
Φα，α（ ｔ － τ）（ＢΓｐ１ ＋ ＡＢΓｄ１）ｅｋ（τ）ｄτ －

　 Ｃ∫ｔ
０
Φα，α（ ｔ － τ）（ＢΓｐ２ ＋ ＡＢΓｄ２）ｅｋ＋１（τ）ｄτ ＋

　 ＣΦα，１（ ｔ）ＢΓｄ２（ｅｋ＋１（０） － ｅｋ（０）） （１３）
将 ｔ ＝ ０ 代入（１２） 式可得

ｅｋ＋１（０） ＝ （Ｉ － ＣＢΓｄ１）ｅｋ（０） － ＣＢΓｄ２ｅｋ＋１（０） ＋
　 ＣΦα，１（０）ＢΓｄ２（ｅｋ＋１（０） － ｅｋ（０）） ＝
　 （Ｉ － ＣＢΓｄ１ － ＣＢΓｄ２）ｅｋ（０） （１４）

在（１４）式两边同时取范数，可得

‖ｅｋ＋１（０）‖ ≤ ρ０‖ｅｋ（０）‖ （１５）
式中， ρ ０ ＝ ‖Ｉ － ＣＢΓｄ１ － ＣＢΓｄ２‖。

因此，根据条件 １），可以得出结论

ｌｉｍ
ｋ→＋∞

‖ｅｋ＋１（０）‖ｐ ＝ ０ （１６）

　 　 因此，表达式（１３）采用这种形式

（Ｉ ＋ ＣＢΓｄ２）ｅｋ＋１（ ｔ） ＝ （Ｉ － ＣＢΓｄ１）ｅｋ（ ｔ） －

　 Ｃ∫ｔ
０
Φα，α（ ｔ － τ）（ＢΓｐ１ ＋ ＡＢΓｄ１）ｅｋ（τ）ｄτ －

　 Ｃ∫ｔ
０
Φα，α（ ｔ － τ）（ＢΓｐ２ ＋ ＡＢΓｄ２）ｅｋ＋１（τ）ｄτ ＋

　 ＣΦα，１（ ｔ）ＢΓｄ２（ｅｋ＋１（０） － ｅｋ（０）） （１７）
　 　 根据假设 ２ 可知，存在反馈增益微分矩阵 Γｄ２，
使得矩阵 Ｉ ＋ ＣＢΓｄ２ 是非奇异矩阵。 因此，在（１７）
式的 两 边 左 乘 （Ｉ ＋ ＣＢΓｄ２）

－１， 两 边 同 时 取

Ｌｅｂｅｓｇｕｅ⁃ｐ 范数，采用卷积积分的广义 Ｙｏｕｎｇ 不等

式，可得

‖ｅｋ＋１（ ｔ）‖ｐ ≤ ‖（Ｉ ＋ ＣＢΓｄ２）
－１ ‖（‖Ｉ － ＣＢΓｄ１‖ ＋

　 ‖Ｃ‖‖Φα，α（ ｔ）（ＢΓｐ１ ＋ ＡＢΓｄ１）‖１）‖ｅｋ（ ｔ）‖ｐ ＋

　 ‖（Ｉ ＋ ＣＢΓｄ２）
－１ ‖‖Ｃ‖·

　 ‖Φα，α（ ｔ）（ＢΓｐ２ ＋ ＡＢΓｄ２）‖１‖ｅｋ＋１（ ｔ）‖ｐ ＋

　 ‖（Ｉ ＋ ＣＢΓｄ２）
－１‖·‖Ｃ‖·‖ＢΓｄ２‖·

　 ‖Φα，１（ ｔ）‖ｐ（‖ｅｋ＋１（０）‖ ＋ ‖ｅｋ（０）‖） （１８）
进一步

‖ｅｋ＋１（ ｔ）‖ｐ ≤ ρ２ ρ１‖ｅｋ（ ｔ）‖ｐ ＋
　 γ（‖ｅｋ＋１（０）‖ ＋ ‖ｅｋ（０）‖） （１９）

式中

γ ＝

‖Ｃ‖‖ＢΓｄ２‖·‖Φα，１（ ｔ）‖ｐ

１
‖（Ｉ ＋ ＣＢΓｄ２）

－１ ‖
－ ‖Ｃ‖·‖Φα，α（ ｔ）（ＢΓｐ２ ＋ ＡＢΓｄ２）‖１

（２０）
　 　 根据定理 ２ 和引理 ５ 的条件，取 ｋ → ∞ ，可以

得出以下结论

ｌｉｍ
ｋ→＋∞

‖ｅｋ＋１（ ｔ）‖ｐ ＝ ０ （２１）

定理证毕。
注 ３　 定理 ２ 的收敛条件 ρ ２ρ １ ＜ １ 不要求满足

ρ １ ＜ １ 或 ρ ２ ＜ １。 因此，在控制算法（４） 中，学习增

益矩阵有了更多的选择。
注 ４　 观察定理 １和定理 ２的证明，控制算法的

收敛条件是充分的和不必要的。 即当不满足收敛条

件时，在控制算法的作用下，系统的跟踪误差仍可能

趋于零。
注 ５　 根据定理 １和定理 ２的收敛条件，当满足

条件 ρ ２ρ １ ＜ ρ １ ＜ １时，开闭环 ＰＤα ⁃型算法（４） 的收

敛速度比开环 ＰＤα ⁃ 型算法（３） 的收敛速度快。

３　 数值仿真

考虑如下分数阶线性连续时不变系统

·３０４·
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Ｃ
０Ｄ０．９

ｔ ｘｋ（ ｔ） ＝
０．１ ０．３
０．２ － ０．１

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｘｋ（ ｔ） ＋

０
０．２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｕｋ（ ｔ）

ｙｋ（ ｔ） ＝ ０ １．１[ ] ｘｋ（ ｔ）

ì

î

í

ïï

ïï

（２２）
　 　 系统（２２）的重复操作区间设为 ［０，１］：所期望

的输出为 ｙｄ（ ｔ） ＝ ０．８ｔｓｉｎ２πｔ，ｔ ∈ ［０，１］。 第一次迭

代的初始状态 ｘ１（０） 是随机选择的，但不等于期望

的初始状态 ｘｄ（０）。 此外，初始控制输入 ｕ１（ ｔ）（ ｔ ∈
［０，１］） 由 Ｒａｎｄ 函数随机生成。

设置控制算法（３） 的相关参数为：Γｐ１ ＝ ０．９，
Γｄ１ ＝ １．６，计算可得 ρ １ ＝ ０．８９３ ７ ＜ １，满足定理 １的

收敛条件。

为了更好地说明所提出的具有初始状态学习的

开环 ＰＤα ⁃ 型算法的性能，通过对比，采用了传统的

一阶开环 ＰＤα ⁃型算法。 将传统 ＰＤα ⁃型算法应用于

具有任意初始状态的系统（２２） 时，系统（２２）在第 ４
次和第 １２ 次迭代时的输出以及从第 １ 次迭代到第

３０ 次迭代的跟踪误差曲线分别如图 １ 和图 ２ 所示。
很明显，随着迭代次数的增加，系统输出与期望输出

之间存在偏差。 也就是说，系统的实际输出不能准

确地跟踪给定的期望输出，只能渐进地落在期望输

出的一个小邻域内。 此时，在 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ⁃２ 范数和上

确界范数的意义下，系统在整个区间［０，１］的跟踪

误差都是收敛有界的。

图 １　 一阶 ＰＤα ⁃型控制算法跟踪曲线　 　 　 图 ２　 一阶 ＰＤα ⁃型控制算法的跟踪　 　 　 图 ３　 初态学习的一阶 ＰＤα ⁃型控制

误差变化趋势 算法跟踪曲线

　 　 将提出的 ＰＤα⁃型算法（２）应用于任意初始状态

的系统（２２）时，系统（２２）第 ４ 次和第 １２ 次迭代的

输出如图 ３ 所示，跟踪误差如图 ４ 所示。

图 ４　 初态学习的一阶 ＰＤα ⁃型控制算法的

跟踪误差变化趋势

显然，系统的输出可以完全跟踪期望输出，并且

跟踪误差随着迭代次数的增加单调收敛到零。 以上

结果表明，对于具有任意初始状态的系统（２２），所
提出的算法（３）是可行和有效的。

控制算法（４）的相关参数设置为： Γｐ１ ＝ ０．９，Γｄ１

＝ １．９，Γｐ２ ＝ ０．３，Γｄ２ ＝ ２。 计算可得 ρ １ ＝ ０．８６０ １ ＜
１，ρ ２ρ １ ＝ ０．６７０ ２ ＜ １，ρ ２ρ １ ＜ ρ １ ＜ １。 显然，满足定

理 １ 和定理 ２ 中的收敛条件。
在上述条件下，将本文提出的 ＰＤα ⁃ 型算法（３）

和（４） 分别应用于任意初始状态的系统（２２），系统

的跟踪误差如图 ５ 所示。

图 ５　 算法（３）和算法（４）跟踪误差比较

可以看出，在 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ⁃２ 范数意义下，随着迭代

·４０４·
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次数的增加，本文算法（３）和（４）的跟踪误差单调地

趋于零。 此时，当算法（４）迭代 ７ 次时，跟踪误差达

到误差范围 ０．００４，而算法（３）需要 １１ 次迭代才能

达到上述效果。 因此，在给定适当的学习增益下，算
法（４）比算法（３）具有更快的收敛速度和更高的控

制精度。

４　 结　 论

本文针对一类具有任意初始状态的分数阶线性

连续系统，为了消除任意初始状态对系统的影响，提
出了带初始状态学习的开环和开闭环 ＰＤα⁃型
ＦＯＩＬＣ 算法。 在 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ⁃ｐ 范数意义下，利用卷积

积分的广义 Ｙｏｕｎｇ 不等式，讨论了 ＰＤα⁃型算法的收

敛性。 理论分析和数值仿真表明，该 ＰＤα⁃型算法应

用于任意初始状态系统时，随着迭代时间的增加，跟
踪误差单调收敛于零。

随着迭代学习控制和分数阶系统理论的进一步

发展，还可以将分数阶迭代学习控制应用于分布参

数系统、多智能体系统和切换系统的控制之中。
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