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摘　 要：针对多元随机退化系统可靠性建模与计算的难点，考虑性能指标融合，构建了 ２ 个基于二元

Ｗｉｅｎｅｒ 过程的随机退化模型；考虑退化失效和持续时间失效 ２ 类竞争失效形式，推导了性能指标不进

行融合以及性能指标按照退化量的线性组合进行融合情形下，持续时间失效阈值为常数和随机变量

时的系统可靠度解析表达式；提出了基于蒙特卡洛模拟的数值模拟算法，验证了解析结果的正确性，
并可用于模拟性能指标按照任意形式进行融合情形下二元以及多元随机退化系统的可靠度。 最后，
通过数值算例验证了所提出模型与计算方法的有效性。
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　 　 关于随机退化系统的研究可以追溯到 ２０ 世纪

６０ 年代，但是直到 ２０ 世纪 ９０ 年代才引起国内外学

者的重视，近年来随着传感器技术和计算技术的发

展，随机退化系统的可靠性建模与分析已经发展为

可靠性理论与工程领域研究的热点之一［１⁃４］。 目

前，在多元随机退化系统的研究中，通常假设系统的

退化程度由每个性能指标的退化量直接进行描

述［５］；除此之外，在实践中，还经常将性能指标融合

成一个变量间接地描述系统的健康状态［６］。 例如，
船舶艉轴承是船舶动力装置的主要组成部分，艉轴

承间隙是描述船舶艉轴承健康状态的重要指标，而
艉轴承间隙可通过艉轴直径磨损量和艉轴承衬磨损

量来确定，当艉轴直径磨损量和艉轴承衬磨损量之

和（即将二者融合为一个新的变量）达到失效阈值

（即允许的间隙最大值）时，船舶艉轴承失效［７］。 杨

圆鉴［７］采用 Ｗｉｅｎｅｒ 过程描述艉轴直径磨损量和艉

轴承衬磨损量的退化过程，对船舶艉轴承的可靠性

进行了评估，但是为了计算方便，假设二者是相互独

立的。 实际上，由于受共同的工作环境及应力影响，
艉轴直径磨损量和艉轴承衬磨损量的退化过程是相

关的，并且系统性能指标退化过程的相关性在许多

系统中广泛存在，因此在多元随机退化系统的可靠

性建模与分析中考虑性能指标的相关性更加符合实

际，但是多元性能指标之间的相关性却给退化建模

带来了巨大的挑战［４，８］，其主要原因在于多元随机

过程（例如多元 Ｗｉｅｎｅｒ 过程）的首达时分布是目前

学术界无法解决的难题［９］。 作为多元随机退化系

统的特殊情形，二元随机退化系统是最基本、最重要

的情形，是研究多元随机退化系统的基础，不仅能够

反映多元情形下的许多本质问题，而且相比多元情

形在数学上更易于处理［１０］，因此本文以二元随机退

化系统为主要研究对象。
在随机退化系统的可靠性建模中，除了建立描

述系统退化过程的退化模型，还要确定系统失效的

准则，两者缺一不可。 学者们通常将系统的寿命定

义为退化过程关于失效阈值的首达时间，一般称这

种失效为退化失效［１１⁃１３］。 事实上，许多系统的退化

过程存在警戒阈值［１４］，在退化量达到警戒阈值前，
系统处于正常状态，但是超过警戒阈值后，系统将处

于缺陷状态，例如警戒水位、腐蚀裕量等［１５⁃１６］，系统
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在 ２ 种状态下的退化速率通常是不同的。 此时，如
果采用相同参数的随机过程对系统两阶段退化过程

进行描述，可能会导致可靠性指标计算的误差［１７］。
此外，上述系统除了发生因退化导致的退化失效外，
系统还会发生突发失效［１８⁃１９］，例如系统在缺陷状态

的持续时间过长，系统也会失效。 Ｄｏｎｇ 和 Ｃｕｉ［２０］ 考
虑退化失效和持续时间失效，构建了基于非平稳随

机过程的两阶段退化模型，给出了系统可靠度等可

靠性指标。 Ｑｉｕ 和 Ｃｕｉ［２１］ 考虑不同失效准则，给出

了最优维修策略。 上述文献均以一元随机退化系统

为研究对象，而在二元或多元随机退化系统的可靠

性建模与分析中均只考虑退化失效［２２⁃２６］，因此探讨

二元或多元随机退化系统的竞争失效分析问题具有

重要的现实意义。
基于上述分析，本文的主要研究内容包括：①针

对二元随机退化系统，考虑性能指标的相关性、性能

指标融合以及退化失效和持续时间失效 ２ 类竞争失

效形式，构建基于二元 Ｗｉｅｎｅｒ 过程的可靠性模型。
②在性能指标不进行融合以及性能指标按照退化量

的线性组合进行融合情形下，推导持续时间失效阈

值为常数和随机变量时的系统可靠度解析表达式。
③提出基于蒙特卡洛模拟的数值模拟算法，模拟性

能指标按照任意形式进行融合情形下二元以及多元

随机退化系统的可靠度，并用于验证解析结果的正

确性。

１　 问题描述与可靠性建模

考虑二元随机退化系统，根据性能指标是否进

行融合，构建 ２ 个可靠性模型。 性能指标融合是指

利用新变量描述性能指标之间的关系，即系统的退

化程度由性能指标退化量的函数进行描述。 假设

Ｘ（ ｔ） ＝ （Ｘ１（ ｔ），Ｘ２（ ｔ）） ′，Ｘ ｉ（ ｔ） 为系统的第 ｉ 个性能

指标在时刻 ｔ的退化量（ ｉ ＝ １，２），则在性能指标融合

情形下，系统在时刻 ｔ 的退化程度由 Ｘ（ ｔ） 的函数

Ｈ（ｘ１，ｘ２） 进行描述，其中 ｘ１ 和 ｘ２ 为 Ｘ１（ ｔ） 和 Ｘ２（ ｔ）
的样本实现值。

模型 １　 性能指标不进行融合情形下的可靠性

模型。
１） 两阶段退化过程

假设系统的退化过程包括正常阶段（或第一阶

段，即从新系统投入运行到缺陷发生时刻）和缺陷

阶段（或第二阶段，即从缺陷发生时刻到失效发生

时刻），从而系统的状态包括正常、缺陷和失效。 令

Ｘ ｉ（ ｔ） ＝
Ｘ ｉ１（ ｔ）　 ０ ≤ ｔ ≤ Γ１

Ｘ ｉ２（ ｔ）　 ｔ ＞ Γ１
{ （１）

式中： Ｘ ｉｋ（ ｔ） 是系统的第 ｉ个性能指标在第 ｋ个阶段

时刻 ｔ的退化量，ｉ ＝ １，２，ｋ ＝ １，２；Γ１ 是变点，定义为

２ 个性能指标首达警戒阈值的时刻，若定义随机变

量 γ ｉ ＝ ｉｎｆ｛ ｔ ＞ ０：Ｘ ｉ１（ ｔ） ≥ Ｄｉ１｝， ｉ ＝ １，２，则 Γ１ ＝
ｍｉｎ｛γ １，γ ２｝。

２） 二元 Ｗｉｅｎｅｒ 过程退化模型

由于受共同的环境应力，２ 个性能指标的退化

过程是相关的，在每个阶段采用二元相关 Ｗｉｅｎｅｒ 过
程描述系统的退化程度，即

Ｘ（ ｔ） ＝
ｘ０ ＋ μ１ ｔ ＋ Σ １Ｗ（ ｔ）　 　 　 　 　 　 　 　 ０ ≤ ｔ ≤ Γ１

Ｘ（Γ１） ＋ μ２（ ｔ － Γ１） ＋ Σ ２Ｗ（ ｔ － Γ１）　 ｔ ＞ Γ１
{

（２）
式中： ｘ０ ＝ （ｘ１１０，ｘ２１０） ′是系统的初始退化量，并假设

ｘ０ ＝ （０，０） ′，即系统在时刻 ｔ ＝ ０ 是全新的；Ｘ（Γ１） ＝
（Ｘ１１（Γ１），Ｘ２１（Γ１）） ′ 为系统在变点处的退化量向

量。 对于 ｉ ＝ １，２，ｋ ＝ １，２，μ ｋ ＝ （μ １ｋ，μ ２ｋ） ′为漂移系

数向量；μ ｉｋ 为系统第 ｉ 个性能指标在第 ｋ 个阶段的

漂移系数；Σ ｋ 是第 ｋ 个阶段的扩散矩阵，使得

Σ ｋΣ Ｔ
ｋ ＝

σ２
１ｋ ρｋσ１ｋσ２ｋ

ρｋσ１ｋσ２ｋ σ２
２ｋ

æ

è

çç

ö

ø

÷÷

为协方差矩阵， ρ ｋ 是相关系数，描述２个性能指标在

第 ｋ 个阶段的相关性，σ １ｋ 和 σ ２ｋ 为标准差；Ｗ（ ｔ） ＝
（Ｗ１（ ｔ），Ｗ２（ ｔ）） ′，｛Ｗ１（ ｔ），ｔ ≥ ０｝ 和｛Ｗ２（ ｔ），ｔ ≥ ０｝
是相互独立的标准 Ｗｉｅｎｅｒ 过程。 具体的，如果记

Σ ｋ ＝
ａ１１ｋ ａ１２ｋ

ａ２１ｋ ａ２２ｋ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ，则

σ２
１ｋ ＝ ａ２

１１ｋ ＋ ａ２
１２ｋ

σ２
２ｋ ＝ ａ２

２１ｋ ＋ ａ２
２２ｋ

ρｋ ＝
ａ１１ｋａ２１ｋ ＋ ａ１２ｋａ２２ｋ

（ａ２
１１ｋ ＋ ａ２

１２ｋ）（ａ２
２１ｋ ＋ ａ２

２２ｋ）
　 　 显然，如果 ρ １ ＝ ρ ２ ＝ ０，则 ２ 个性能指标的退化

过程是相互独立的。 为了方便，记 􀭾Ｘ２（ ｔ′） ＝ Ｘ（Γ１）
＋ μ ２ ｔ′ ＋ Σ ２Ｗ（ ｔ′）， 其 中 􀭾Ｘ２（ ｔ′） ＝ （􀭹Ｘ１２（ ｔ′），
􀭹Ｘ２２（ ｔ′）） ′，ｔ′ ＝ ｔ － Γ１ ≥ ０。

３） 竞争失效

当一个性能指标的退化量超过其退化失效阈值

时，或系统在缺陷阶段的持续时间超过持续时间失

·０４４·
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效阈值 τ 时，系统失效。 系统的退化路径如图 １ 所

示，其中 γ 和 ｙ 分别为 Γ１ 和 Ｙ 的实现值。

图 １　 模型 １ 下系统的退化路径

因此，模型 １ 下系统的寿命为

Ｙ１ ＝ ｍｉｎ｛Λ１，τ｝ ＋ Γ１ （３）
式中， Λ１ ＝ ｍｉｎ｛λ １，λ ２｝，λ ｉ ＝ ｉｎｆ｛ ｔ ≥ ０，􀭹Ｘ ｉ２（ ｔ） ≥
Ｄｉ２｝，Ｄｉ２（ ｉ ＝ １，２） 为性能指标的退化失效阈值。

　 　 模型 ２　 性能指标融合情形下的可靠性模型。
本文考虑 Ｈ（ｘ１，ｘ２） 的 ３ 种表达形式：
①Ｈ（ｘ１，ｘ２） ＝ ｋ１ｘ１（ ｔ） ＋ ｋ２ｘ２（ ｔ），ｋ１， ｋ２ ∈ Ｒ；

②Ｈ（ｘ１，ｘ２） ＝｜ ｘ１（ ｔ） － ｘ２（ ｔ） ｜ ；③ 一般形式。
与模型 １ 的不同之处在于变点以及系统寿命的

表达形式。 在模型２下，变点定义为２个性能指标退

化量的函数关于警戒阈值 Ｌ１ 的首达时刻，即
Γ２ ＝ ｉｎｆ｛ ｔ ≥ ０：Ｈ（Ｘ１１（ ｔ），Ｘ２１（ ｔ）） ≥ Ｌ１｝ （４）

则系统的寿命为

Ｙ２ ＝ ｍｉｎ｛Λ２，τ｝ ＋ Γ２， （５）
式中， Λ２ ＝ ｉｎｆ｛ ｔ ≥ ０：Ｈ（􀭹Ｘ１２（ ｔ），􀭹Ｘ２２（ ｔ）） ≥ Ｌ２｝。

２　 系统可靠度

本节将给出系统可靠度的解析表达式，包括模

型 １ 和模型 ２ 下 Ｈ（ｘ１，ｘ２） ＝ ｋ时 ２种情形，以及模型

２ 下 Ｈ（ｘ１，ｘ２） 为一般函数时可靠度的模拟算法。
１） 模型 １ 下系统可靠度

根据失效准则，系统的可靠度为

Ｒ（ ｔ） ＝ Ｐ｛Ｙ１ ＞ ｔ｝ ＝ Ｐ｛ｍｉｎ｛Λ１，τ｝ ＋ Γ１ ＞ ｔ｝
（６）

　 　 首先，假设持续时间失效阈值为常数。
注意到 Γ１ ＝ ｍｉｎ｛γ １，γ ２｝ 以及 γ ｉ ＝ ｉｎｆ｛ ｔ ≥ ０：

Ｘ ｉ（ ｔ） ≥ Ｄｉ１｝， ｉ ＝ １，２，通过对一个性能指标达到失

效阈值的时刻及另一个未达到失效阈值的性能指标

在该时刻的数值取条件，得到

Ｒ１（ ｔ） ＝ ∑
２

ｉ，ｊ ＝ １；ｉ≠ｊ
∫Ｄｊ１

－∞
∫＋∞

０
Ｐ｛ｍｉｎ｛Λ１，τ｝ ＋ Γ１ ＞ ｔ ｜ Γ１ ＝ γｉ ＝ ｔｉ，Ｘ ｊ（γｉ） ＝ ｘ ｊ｝ ｆｏ（Ｘ ｊ１，γｉ）（ｘ ｊ，ｔｉ）ｄｔｉｄｘ ｊ ＝

　 ∑
２

ｉ，ｊ ＝ １；ｉ≠ｊ
∫Ｄｊ１

－∞
∫ｔ

（ ｔ －τ） ＋
Ｐ｛λ１ ＞ ｔ － ｔｉ，λ２ ＞ ｔ － ｔｉ ｜ ｘ０ｉ｝ ｆｏ（Ｘ ｊ１，γｉ）（ｘ ｊ，ｔｉ）ｄｔｉｄｘ ｊ ＋ ∑

２

ｉ，ｊ ＝ １；ｉ≠ｊ
∫Ｄｊ１

－∞
∫＋∞

ｔ
ｆｏ（Ｘ ｊ１，γｉ）（ｘ ｊ，ｔｉ）ｄｔｉｄｘ ｊ

（７）

式中： ｘ０１ ＝ （Ｄ１１，ｘ２） ′，ｘ０２ ＝ （ｘ１，Ｄ２１） ′；对于 ｉ，ｊ ＝ １，
２，ｉ ≠ ｊ，ｆｏ（Ｘ ｊ１，γ ｉ）（ｘ ｊ，ｔｉ） 的表达式由文献［２７］ 的公式

（２１） 给出；（ ｔ － τ） ＋≜ ｍａｘ｛ ｔ － τ，０｝。
当其中的一个性能指标达到失效阈值时，系统

将进入缺陷阶段。 根据 Ｘ ｉ２（ ｔ）（ ｉ ＝ １，２） 的定义，当

γ １ ≤γ ２ 时，｛（􀭹Ｘ１２（ ｔ），􀭹Ｘ２２（ ｔ）） ′，ｔ≥０｝ 是以（Ｄ１１，ｘ２）
为起 点 的 二 元 Ｗｉｅｎｅｒ 过 程； 当 γ ２ ≤ γ １ 时，
｛（􀭹Ｘ１２（ ｔ），􀭹Ｘ２２（ ｔ）） ′，ｔ ≥ ０｝ 是以（ｘ１，Ｄ２１） 为起点的

二元 Ｗｉｅｎｅｒ 过程。 因此

Ｐ｛λ１ ＞ ｔ － ｔｉ，λ２ ＞ ｔ － ｔｉ ｜ ｘ０ｉ｝ ＝ ∫＋∞

ｔ －ｔｉ
∫＋∞

ｔ －ｔｉ
ｆ（λ１，λ２）（ｕ１，ｕ２ ｜ ｘ０ｉ）ｄｕ１ｄｕ２ ≜ Ｇ（λ１，λ２）（ ｔ － ｔｉ ｜ ｘ０ｉ） （８）

式中， ｆ（λ１，λ２）（ｕ１，ｕ２ ｜ ｘ０ｉ） 的表达式由文献［２７］ 的公 式（２） 给出。 将（８） 式代入（７） 式，得到

·１４４·
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Ｒ１（ ｔ） ＝
∑

２

ｉ，ｊ ＝ １；ｉ≠ｊ
∫Ｄｊ１

－∞
∫ｔ

０
Ｇ（λ１，λ２）（ ｔ － ｔｉ ｜ ｘ０ｉ） ｆｏ（Ｘ ｊ１，γｉ）（ｘ ｊ，ｔｉ）ｄｔｉｄｘ ｊ ＋ ∑

２

ｉ，ｊ ＝ １；ｉ≠ｊ
∫Ｄｊ１

－∞
∫＋∞

ｔ
ｆｏ（Ｘ ｊ１，γｉ）（ｘ ｊ，ｔｉ）ｄｔｉｄｘ ｊ， ０ ≤ ｔ ≤ τ

∑
２

ｉ，ｊ ＝ １；ｉ≠ｊ
∫Ｄｊ１

－∞
∫ｔ
ｔ －τ
Ｇ（λ１，λ２）（ ｔ － ｔｉ ｜ ｘ０ｉ） ｆｏ（Ｘ ｊ１，γｉ）（ｘ ｊ，ｔｉ）ｄｔｉｄｘ ｊ ＋ ∑

２

ｉ，ｊ ＝ １；ｉ≠ｊ
∫Ｄｊ１

－∞
∫＋∞

ｔ
ｆｏ（Ｘ ｊ１，γｉ）（ｘ ｊ，ｔｉ）ｄｔｉｄｘ ｊ， ｔ ＞ τ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（９）

　 　 在工程实践中，持续时间失效阈值通常是随机

变量。 下面假设持续时间失效阈值是具有概率密度
函数 ｆτ（ ｔ） 和分布函数 Ｆτ（ ｔ） 的随机变量，并考虑以

下 ２ 种情形：一种情形是分布在［０， ＋ ∞） 上的随机
变量；一种情形是分布在［τ １，τ ２］ 上的随机变量，其
中 τ １ 和 τ ２ 是正常数。

如果持续时间失效阈值 τ 是分布在［０， ＋ ∞）
上的随机变量，例如 τ 是服从指数分布或韦布尔分

布的随机变量，则（９） 式变为

Ｒ１（ ｔ） ＝ ∫ｔ
０
［ ∑

２

ｉ，ｊ ＝ １；ｉ≠ｊ
∫Ｄｊ１

－∞
∫ｔ
ｔ －ｖ
Ｇ（λ１，λ２）（ ｔ － ｔｉ ｜ ｘ０ｉ）·

　 ｆｏ（Ｘ ｊ１，γｉ）（ｘ ｊ，ｔｉ）ｄｔｉｄｘ ｊ］ ｆτ（ｖ）ｄｖ ＋

　 ［１ － Ｆτ（ ｔ）］ ∑
２

ｉ，ｊ ＝ １；ｉ≠ｊ
∫Ｄｊ１

－∞
∫ｔ

０
Ｇ（λ１，λ２）（ ｔ － ｔｉ ｜ ｘ０ｉ）·

　 ｆｏ（Ｘ ｊ１，γｉ）（ｘ ｊ，ｔｉ）ｄｔｉｄｘ ｊ ＋

　 Ｆτ（ ｔ） ∑
２

ｉ，ｊ ＝ １；ｉ≠ｊ
∫Ｄｊ１

－∞
∫＋∞

ｔ
ｆｏ（Ｘ ｊ１，γｉ）（ｘ ｊ，ｔｉ）ｄｔｉｄｘ ｊ

　 　 类似的，可以得到持续时间失效阈值 τ 是分布
在［τ １，τ ２］ 上的随机变量时的可靠度。

２） 模型 ２ 下 Ｈ（ｘ１，ｘ２） ＝ ｋ 时系统可靠度
根据 Γ２ 的定义，如果 τ 是常数，系统可靠度为

Ｒ（ ｔ） ＝ ∫＋∞

－∞
∫＋∞

０
Ｐ｛ｍｉｎ｛Λ２，τ｝ ＋ Γ２ ＞ ｔ ｜ Ｘ１（Γ２） ＝

　 ｘ１，Γ２ ＝ ｕ｝ ｆ（Ｘ１，Γ２）（ｘ１，ｕ）ｄｕｄｘ１ ＝

　 １ － ＦΓ２
（ ｔ） ＋ ∫＋∞

－∞
∫ｔ

（ ｔ －τ） ＋
（１ － ＦΛ２

（ ｔ － ｕ ｜ ｘ１，ｘ２））·

　 ｆ（Ｘ１，Γ２）（ｘ１，ｕ）ｄｕｄｘ１

（１０）
式中： ｆ（Ｘ１，Γ２）（ｘ１，ｕ） 是 Ｘ１（Γ２） 和 Γ２ 的联合概率密

度函数，满足
ｆ（Ｘ１，Γ２）（ｘ１，ｕ） ＝ ｆＸ１１（ｕ）（ｘ１） ｆΓ２

（ｕ） （１１）
又由于 （Ｘ１１（ｕ），Ｘ２１（ｕ）） 是服从二元正态分布
ＢＶＮ（ｕμ １，ｕΣ′１Σ １） 的随机变量，从而 Ｘ１１（ｕ） 是服从

正态分布 Ｎ（ｕμ １１，ｕσ ２
１１） 的一元随机变量，因此

ｆＸ１１（ｕ）（ｘ１） ＝ １
２πｕσ１１

ｅｘｐ －
（ｘ１ － μ１１ｕ） ２

２σ２
１１ ｕ

{ }
（１２）

　 　 从而，要得到（１１）式的解析表达式，只需得到

变点 Γ２ 的概率密度函数 ｆΓ２
（ｕ） 即可。 然而，除了

Ｈ（ｘ１，ｘ２） 的一些特殊形式外，ｆΓ２
（ｕ） 的解析表达式

是很难获得的。
下面，给出Ｈ（ｘ１，ｘ２）＝ ｋ１ｘ１ ＋ ｋ２ｘ２ 情形下的系统

可靠度。 由（２） 式知

Ｈ（Ｘ１１（ ｔ），Ｘ２１（ ｔ）） ＝ （ｋ１μ１１ ＋ ｋ２μ２１） ｔ ＋ δ１Ｂ１（ ｔ）
（１３）

式中， ｛Ｂ１（ ｔ） ＝ ［（ｋ１ａ１１１ ＋ ｋ２ａ２１１）Ｗ１（ ｔ） ＋ （ｋ１ａ１２１ ＋
ｋ２ａ２２１）Ｗ２（ ｔ）］ ／ δ １，ｔ ≥ ０｝ 是标准 Ｗｉｅｎｅｒ 过程，

δ １ ＝ ｋ２
１ σ ２

１１ ＋ ２ｋ１ｋ２ρ １σ １１σ ２１ ＋ ｋ２
２ σ ２

２１ 。
由 Γ２ 的定义， 即 Γ２ ＝ ｉｎｆ｛ ｔ ＞ ０：Ｈ（Ｘ１１（ ｔ），

Ｘ２１（ ｔ）） ≥ Ｌ１｝，ｆΓ２
（ｕ） 为｛Ｚ１（ ｔ），ｔ≥０｝ 关于 Ｌ１ 的首

达时的概率密度函数，其中Ｚ１（ ｔ） ≜（ｋ１μ １１ ＋ ｋ２μ ２１） ｔ
＋ δ １Ｂ１（ ｔ）。 因此，由（１３） 式可以得到

ｆΓ２
（ｕ） ＝

Ｌ１

２π δ１ｕ３ ／ ２
ｅｘｐ －

（Ｌ１ － （ｋ１μ１１ ＋ ｋ２μ２１）ｕ） ２

２δ２
１ ｕ

æ

è
ç

ö

ø
÷

（１４）
将（１２）式和（１４）式代入（１１）式，得到

ｆ（Ｘ１，Γ２）（ｘ１，ｕ） ＝
Ｌ１

２πｕ２σ１１δ１

ｅｘｐ·

－
（ｘ１ － μ１１ｕ） ２

２σ２
１１ ｕ

－
（Ｌ１ － （ｋ１μ１１ ＋ ｋ２μ２１）ｕ） ２

２δ２
１ ｕ

{ }
（１５）

　 　 接下来，给出 ＦΛ２
（ ｔ － ｕ ｜ ｘ１，ｘ２） 的解析表达

式。 注意到 ｋ１ｘ１ ＋ ｋ２ｘ２ ＝ Ｌ１，与（１３） 式类似

Ｈ（􀭹Ｘ１２（ ｔ）， 􀭹Ｘ２２（ ｔ）） ＝
Ｌ１ ＋ （ｋ１μ１２ ＋ ｋ２μ２２） ｔ ＋ δ２Ｂ２（ ｔ），　 ｔ ≥ ０

式中， ｛Ｂ２（ ｔ） ＝ ［（ｋ１ａ１１２ ＋ ｋ２ａ２１２）Ｗ１（ ｔ） ＋ （ｋ１ａ１２２ ＋
ｋ２ａ２２２）Ｗ２（ ｔ）］ ／ δ ２，ｔ ≥ ０｝ 是标准 Ｗｉｅｎｅｒ 过程，δ ２

＝ ｋ２
１ σ ２

１２ ＋ ２ｋ１ｋ２ρ ２σ １２σ ２２ ＋ ｋ２
２ σ ２

２２ 。
由 Λ２ 的定义， 即 Λ２ ＝ ｉｎｆ｛ ｔ ≥ ０：Ｈ（􀭹Ｘ２１（ ｔ），

􀭹Ｘ２２（ ｔ）） ≥ Ｌ２｝，ＦΛ２
（ｖ ｜ ｘ１，ｘ２） 为｛Ｚ２（ ｔ），ｔ≥０｝ 关于

Ｌ２ 的首达时的分布函数，其中 Ｚ２（ ｔ） ＝ Ｌ１ ＋ （ｋ１μ １２ ＋
ｋ２μ ２２） ｔ ＋ δ ２Ｂ２（ ｔ）。 因此

·２４４·
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ＦΛ ２
（ｖ ｜ ｘ１，ｘ２） ＝

　 １ ＋ ｅｘｐ
２（ｋ１μ１２ ＋ ｋ２μ２２）（Ｌ２ － Ｌ１）

δ２
２

{ }·

　 Φ
Ｌ１ － Ｌ２ － （ｋ１μ１２ ＋ ｋ２μ２２）ｖ

δ２ ｖ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ －

　 Φ
Ｌ２ － Ｌ１ － （ｋ１μ１２ ＋ ｋ２μ２２）ｖ

δ２ ｖ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ （１６）

　 　 将（１５）式和（１６）式代入（１０）式，得到 Ｈ（ｘ１，
ｘ２） ＝ ｋ１ｘ１ ＋ ｋ２ｘ２ 情形下的系统可靠度

Ｒ（ ｔ） ＝ ∫ｔ
（ ｔ －τ） ＋

Ｌ１

２π ｕ３ ／ ２δ１

·

　 Φ
Ｌ２ － Ｌ１ － （ｋ１μ１２ ＋ ｋ２μ２２）（ ｔ － ｕ）

δ２ ｔ － ｕ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

é

ë

ê
ê

－

　 ｅｘｐ
２（ｋ１μ１２ ＋ ｋ２μ２２）（Ｌ２ － Ｌ１）

δ２
２

{ }·

　 Φ
Ｌ１ － Ｌ２ － （ｋ１μ１２ ＋ ｋ２μ２２）（ ｔ － ｕ）

δ２ ｔ － ｕ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ù

û

ú
ú
·

　 ｅｘｐ －
（Ｌ１ － （ｋ１μ１１ ＋ ｋ２μ２１）ｕ） ２

２δ２
１ ｕ

{ } ｄｕ ＋

　 ∫＋∞

ｔ

Ｌ１

２π ｕ３ ／ ２δ１

ｅｘｐ －
（Ｌ１ － （ｋ１μ１１ ＋ ｋ２μ２１）ｕ） ２

２δ２
１ ｕ

{ } ｄｕ

（１７）
　 　 注：①如果令 τ ＝ ０，（１７） 式将变为单阶段一元

随机退化系统的可靠度［１１］；② 如果令 τ →＋ ∞，
（１７） 式将变为两阶段一元随机退化系统的可靠

度［１１］；③ 如果 τ 是随机变量，通过积分可以得到相

应的系统可靠度的解析表达式。
３） 模型 ２ 下 Ｈ（ｘ１，ｘ２） 为一般函数时系统可靠

度的数值模拟

由（１１） 式可以发现，性能指标按照任意形式进

行融合情形下的系统可靠度表达式在形式上是简单

的，但是对一般Ｈ（ｘ１，ｘ２） 而言，Λ２ 和Γ２ 的分布函数

的表达式并不容易求解。 基于蒙特卡洛模拟的算法

来模拟系统可靠度，具体的模拟算法流程如算法 １
所示。

算法 １　 模型 ２下Ｈ（ｘ１，ｘ２） 为一般函数时系统

可靠度的模拟算法

步骤 １　 设定参数值，包括初始时刻 ｔ ＝ ０，初始

退化量 ｘ０，漂移参数向量 μ １ 和 μ ２，扩散矩阵 Σ １ 和

Σ ２，警戒阈值 Ｌ１，退化失效阈值 Ｌ２，持续时间失效阈

值 τ 和其他相关参数。 令模拟次数和步长分别为 Ｎ
和 Δｔ。

步骤 ２　 对于 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ，执行步骤 ３ 至 ４。
步骤 ３　 生成期望为 ０，协方差矩阵为 ΔｔΣ １Σ′１

的二元正态分布随机数，然后计算 Ｘ１（ ｔ） ＝ （Ｘ１１（ ｔ），
Ｘ２１（ ｔ）） ′。 如果 Ｈ（Ｘ１１（ ｔ），Ｘ２１（ ｔ）） ≥ Ｌ１，得到变点

的数据 Γ２、２ 个性能指标在 Γ２ 时刻的退化量

Ｘ１１（Γ２） 和 Ｘ２１（Γ２），ｔ ← ｔ ＋ Δｔ，然后转到步骤 ４；如
果 Ｈ（Ｘ１１（ ｔ），Ｘ２１（ ｔ）） ＜ Ｌ１，ｔ ← ｔ ＋ Δｔ，然后转到步

骤 ３。
步骤 ４　 如果 ｔ≥Γ２ ＋ τ，得到一个失效时间数

据 Γ２ ＋ τ，并将其存入数组Ａ，然后转到步骤 ５；如果

ｔ ＜ Γ２ ＋ τ，生成期望为 ０，协方差矩阵为 ΔｔΣ ２Σ′２ 的
二元正态分布随机数，然后计算 ｔ′ ＝ ｔ － Γ２，􀭾Ｘ２（ ｔ′） ＝

（􀭹Ｘ１２（ ｔ′），􀭹Ｘ２２（ ｔ′）） ′；如果 Ｈ（􀭹Ｘ１２（ ｔ′），􀭹Ｘ２２（ ｔ′）） ≥ Ｌ２，
得到一个基于持续时间失效的失效时间数据 Γ２ ＋
ｔ′， 并将其存入数组 Ａ， 然后转到步骤 ５； 如果

Ｈ（􀭹Ｘ１２（ ｔ′），􀭹Ｘ２２（ ｔ′）） ＜ Ｌ２，ｔ ← ｔ ＋ Δｔ，然后转到步

骤 ４。
步骤 ５　 完成模拟，根据失效数据集 Ａ 计算系

统可靠度。
注：１） 如果持续时间失效阈值是随机变量，只

需在步骤 ４ 中增加在指定的分布中生成独立同分布

的随机数即可。
２） 算法 １ 还适用于基于性能指标融合的多

元随机退化系统的可靠度计算，即随机退化系统具

有多个性能指标（例如 ｎ 个性能指标） 时，只需做如

下修改：① 在步骤 ３ 和步骤 ４ 中生成多元正态分布

随机数，即扩散矩阵Σ １ 和Σ ２ 分别为 ｎ × ｎ阶矩阵；②
采用 Ｈ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ） 描述性能指标融合，即将各性

能指标退化量的数值代入 Ｈ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ） 描述系

统的退化程度。

３　 数值算例

本节给出一些数值算例来验证所构建模型的有

效性，并对模型中的参数进行灵敏度分析，探讨模型

参数对随机退化系统可靠性指标的影响。
假设 ２ 个性能指标退化量的警戒阈值和退化失

效阈值分别为 ０．２ 和 ０．４，持续时间失效阈值 τ ＝ ４。
在第一阶段，μ １１ ＝ μ ２１ ＝ ０．０１６ ７，σ １１ ＝ σ ２１ ＝ ０．０４５ ０，
ρ １ ＝ － ０．７８６ ２；在第二阶段，μ １２ ＝ μ ２２ ＝ ０．０２４ ０，σ １２ ＝

·３４４·
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σ ２２ ＝ ０．０６０ ４，ρ ２ ＝ － ０．６９４ ３，从而两阶段的协方差

矩阵分别为

Σ １Σ Ｔ
１ ＝

０．００２ ０２５ － ０．００１ ５９
－ ０．００１ ５９ ０．００２ ０２５

æ

è
ç

ö

ø
÷

Σ ２Σ Ｔ
２ ＝

０．００３ ６４８ － ０．００２ ５３
－ ０．００２ ５３ ０．００３ ６４８

æ

è
ç

ö

ø
÷

　 　 １） 模型 １ 下系统可靠度

为了验证解析解的正确性，利用（９）式给出基

于解析解的可靠度曲线，利用算法 １ 给出基于模拟

解的可靠度曲线，并将 ２ 种情形下的可靠度曲线画

在同一个图中，如图 ２ 所示。 此外，解析结果和数值

模拟结果的平均误差可以通过 ｅ ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ ＝ １
｜ ｘｉ － ｙｉ ｜

进行估计，其中 ｎ 为数据点的个数，ｘｉ 和 ｙｉ 分别为解

析解和数值模拟解的数值。 图 ２ 中二者的平均误差

为 ０．００６ ７，可以发现，解析解与模拟解吻合良好。

图 ２　 模型 １ 下基于模拟解和解析解的系统度曲线

为了得到持续时间失效阈值对系统可靠性的影

响，下面给出持续时间失效阈值为具有不同均值的

随机变量情形下的系统可靠度曲线。 假设持续时间

失效阈值服从分布在［０，８］ 上的 β 分布，且取不同

的参数 ａ和 ｂ，即：ａ ＝ １且 ｂ ＝ １、ａ ＝ １且 ｂ ＝ ２、ａ ＝ １且
ｂ ＝ １０、ａ ＝ ２且 ｂ ＝ １、ａ ＝ １０且 ｂ ＝ １。 相应的，持续时

间失效阈值的均值分别为 ４， ８
３
， ８
１１

，１６
３

和
８０
１１

。 根据

（１０） 式，得到相应的系统可靠度曲线如图 ３ 所示。
由于（１０） 式涉及多重积分，且被积函数难以用显示

表达式表达，只能采用数值方法进行计算，下面将采

用蒙特卡洛模拟方法给出近似解，利用蒙特卡洛模

拟的标准程序来评估近似解的精度［２］。
２） 模型 ２ 下 Ｈ（ｘ１，ｘ２） ＝ ｋ１ｘ１ ＋ ｋ２ｘ２ 时系统可

靠度

假设系统的警戒阈值、退化失效阈值和持续时

间失效阈值分别为 ０．３，０．５ 和 ４．０，其余参数取值与

图 ３　 持续时间失效阈值服从 β 分布情形下

系统可靠度曲线

图 ３ 相同。 为了描述 ２ 个性能指标退化量的线性组

合对系统可靠度的影响，考虑 ｋ１ 和 ｋ２ 取不同参数值

情形下的系统可靠度，即：ｋ１ ＝ １．５ 且 ｋ２ ＝ １．２、ｋ１ ＝ １
且 ｋ２ ＝ １、ｋ１ ＝ ０．５且 ｋ２ ＝ ０．５、ｋ１ ＝ ０．４且 ｋ２ ＝ ０．３、ｋ１ ＝
１ 且 ｋ２ ＝ ０。 将可靠度曲线画在同一个图中，如图 ４
所示，其中 ｋ１ ＝ １且 ｋ２ ＝ ０时的系统可靠度曲线可以

看作一元随机退化系统的可靠度曲线。

图 ４　 Ｈ（ｘ１，ｘ２） ＝ ｋ１ｘ１ ＋ ｋ２ｘ２ 情形下系统可靠度曲线

从图 ４可以发现，ｋ１ 和 ｋ２ 的值越大，系统的可靠

度越低。 这是因为 ｋ１ 和 ｋ２ 反映了２个性能指标退化

量对系统整体退化量的贡献，它们的值越大，说明系

统的退化速度越快，从而系统的可靠度越低，这与我

们的直觉是一致的。 另一个现象是，当 ｋ１ 和 ｋ２ 的取

值较小时，其可靠度在退化过程的早期阶段高于单

变量 Ｗｉｅｎｅｒ 过程退化模型的结果，而在退化过程的

后期结果却相反，这可以用 ２ 个性能指标的相关性

（２ 个性能指标是负相关的） 来解释。
３） 模型２下Ｈ（ｘ１，ｘ２）＝｜ ｘ１ － ｘ２ ｜ 时系统可靠度

分析

不等式 ｜ ｘ１ － ｘ２ ｜ ＞ Ｌ１ 曾被 Ｃｕｉ 等［８］ 用作平衡

系统的失效准则，即当 ２ 个性能指标退化量的距离

大于失效阈值 Ｌ１ 时，系统失效；采用 Ｍａｒｋｏｖ 过程描

·４４４·
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述 ２ 个性能指标的退化过程，并假设它们是相互独

立的。 下面，利用算法１给出２个性能指标相关时采

用函数Ｈ（ｘ１，ｘ２）＝｜ ｘ１ － ｘ２ ｜ 描述系统退化程度情形

下的系统可靠度曲线。 假设 τ ＝ ０，Ｌ１ ＝ ０．１，即只考

虑单阶段退化过程。 为了得到 ２ 个性能指标之间的

相关性对系统可靠度的影响， 分别令 ρ １ ＝ － ０．８，
－ ０．５，０，０．５ 和 ０．８，将可靠度曲线画在同一个图中，
如图 ５ 所示。 其余参数取值与图 ２ 相同。 从图 ５ 可

以发现，在其余参数值相同的情形下，相关系数 ρ １

的值越大，系统的可靠度越高。 因此，２ 个性能指标

的退化过程是正相关（或负相关） 时，如果假设它们

彼此独立，则会低估（或高估） 系统可靠度。

图 ５　 模型 ２ 下 Ｈ（ｘ１，ｘ２） ＝ ｜ ｘ１ － ｘ２ ｜ 时单阶段

随机退化系统可靠度曲线

图 ６　 模型 ２ 下 Ｈ（ｘ１，ｘ２） ＝ ｜ ｘ１ － ｘ２ ｜ 时两阶段

随机退化系统可靠度曲线

　 　 进一步，为了探究持续时间失效阈值对系统可

靠度的影响，假设 Ｌ１ ＝ ０．１，Ｌ２ ＝ ０．３，其余参数取值与

图 ３ 相同，考虑 τ 取不同参数值情形下的系统可靠

度，包括 τ ＝ ０，４，７，１０和 ５０，并将可靠度曲线画在同

一个图中，如图 ６ 所示。 从图 ６ 可以发现，持续时间

失效阈值越小，系统的可靠度越低。 这意味着系统

处于缺陷阶段的可承受时间越短，系统发生失效的

可能性越大，这与文献［２０］ 的结论是一致的。

４　 结　 论

本文针对二元随机退化系统，考虑性能指标融

合以及竞争失效，提出了基于二元相关 Ｗｉｅｎｅｒ 过程

的退化模型，给出了性能指标不进行融合以及性能

指标按照退化量的线性组合进行融合情形下，持续

时间失效阈值为常数和随机变量时的系统可靠度的

解析表达式。 当性能指标按照任意形式进行融合

时，提出了一个算法程序来模拟系统的可靠度。 研

究结果表明持续时间失效阈值越大，系统的可靠性

越高。 此外，当性能指标按照 ２ 个性能指标退化量

的距离进行融合时，若 ２ 个性能指标正相关（或负

相关）而假设它们彼此独立，则会低估（或高估）系
统可靠度。 因此，在工程实践中，如果存在 ２ 个（或
多个）性能指标，应充分考虑它们的相关性，从而提

高可靠性指标计算的精度。 此外，本文给出的算法

尽管能够用于性能指标按照任意形式进行融合情形

下二元以及多元随机退化系统可靠度的模拟，但是

由于该算法是基于蒙特卡洛模拟的，因此算法的精

度强烈依赖于模拟次数，因此在今后研究中寻求系

统可靠度的解析表达式以及其他算法将更加有

意义。
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