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摘　 要：针对卫星星座对地面区域的覆盖问题，提出一种快速求解方法—经度条带法。 将地面目标划

分为若干个经度条带，并根据区域得到每个条带的纬度范围，根据卫星覆盖范围，计算星座对每个条

带的覆盖情况，综合统计得到覆盖率。 结合覆盖率上下界的思想，对连续性覆盖问题和累积覆盖问题

的覆盖率上下界形式进行求解。 数值仿真实验反映了该算法计算结果的精确性，能够对任意形状地

面区域进行求解，计算效率较高。
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　 　 随着科学技术的迅速发展，星座应用技术在移

动通信、气象预报、遥感探测、军事侦察、资源勘探、
灾害监测、导航定位等多个领域发挥越来越重要的

作用。 在星座应用领域中，对地服务是一个非常重

要的组成部分。 星座的对地服务，是基于星座中卫

星携带的各种样式与功能的星载传感器对地面进行

持续或者间断性地服务来实现的。 将星座对地服务

中涉及到的问题统称为星座对地覆盖问题。 目前，
已经有很多学者针对星座对地覆盖这一复杂问题进

行了相关研究。
网格点法是求解星座对地覆盖问题的一种经典

方法。 该方法是由 Ｍｏｒｒｉｓｏｎ在 １９７３年提出来的［１］，
而后，有很多学者在此基础上进行了改进［２⁃４］。 网

格点法对几乎所有类型覆盖问题都能进行求解，且
可以通过增加网格点的数目得到更高精度的结果，
但当结果精度要求较高时，算法的效率会大幅度下

降。 覆盖带法也是卫星技术发展早期常用的一种方

法［５⁃６］，而后在很多覆盖问题求解中被广泛应

用［７⁃８］。 该方法将卫星在一个时段内扫过的范围近

似为一个覆盖带，从而分析星座对地覆盖性能。 三

角网剖分法是以卫星瞬时位置为节点，将地球表面

划分为一组的球面三角形，从而进行性能分析的一

种方法［９］。 但该方法只能定性判断星座对全球是

否能完全覆盖而无法定量计算覆盖率。 针对于三角

网剖分法的缺点，陈晓宇等［１０⁃１２］提出了球面多边形

剖分法，可以对结果进行定量计算，可对区域目标进

行求解。 特征区域分析法是一种基于星座中卫星星

下点轨迹，对二维球面进行划分得到一系列区域，进
而得到对整个区域的覆盖特性的方法［１３⁃１４］。 该算

法求解速度极快，但只能对 Ｗａｌｋｅｒ 星座的连续性覆

盖问题进行分析。
有部分专家学者，将覆盖问题等价转换或近似

转换为某种数理过程，用数理过程中的相应数理特

性来对星座覆盖问题的结果进行间接表征。 文献

［１５⁃１６］通过球面圆的基本几何特性，得到覆盖过程

的一些特征点或特征弧段，通过对这些特征几何体

的性能来表征对整个区域的覆盖性能。 文献［１７］
将星座对地覆盖问题描述为一个蒙特卡罗过程，通
过抽样理论，得到基于蒙特卡罗方法的覆盖率。 文

献［１８⁃１９］使用概率统计模型对其进行分析，得到概
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率意义下的覆盖特性随时间与空间的变化规律；文
献［２０⁃２１］将覆盖问题转化为一个卫星和目标位置

的函数，通过数值算法求函数零点，从而得到覆盖问

题的相关特性；文献［２２］将覆盖问题转化为一个微

分方程，通过数值积分方法对函数进行求解；文献

［２３］中，采用数值拟合方法对覆盖特性进行拟合，
得到星座对地覆盖问题的拟合函数；文献［２４］通过

球面几何关系，提出了对全球完全覆盖的判定定理；
文献［２５］将卫星在一段时间内的覆盖范围看作曲

线族，求解曲线族的包络线，并得到包络线与覆盖范

围边界之间的关联。 文献［２６］提出了一种基于变

换群的性能分析方法，采用晶体点群理论描述星座。
文献［２７⁃２８］则采用矩阵对 Ｆｌｏｗｅｒ 星座对地覆盖问

题进行了描述，将星座的空间构型同构为一个二阶

或三阶矩阵，从而实现对星座的设计和性能分析。
对于这一类求解方法，一般都只对星座对地覆盖问

题的某个方面的特征进行建模，因此，一种方法往往

也只能得到某个方面的覆盖特性。 同时，在数理建

模过程中，往往需要进行一些近似处理，因此，得到

的结果多是一个近似结果，而且很多时候是定性

结果。
本文在本人前期研究的基础上［２９］，提出一种求

解星座对地覆盖问题的高效求解算法—经度条带

法。 该方法将地面区域划分为若干经度条带，借助

于经线的可解析性得到星座对条带的覆盖面积，从
而对星座对地覆盖问题进行求解。 该方法可对以凸

多边形或非凸多边形区域为目标区域的瞬时覆盖问

题、连续性覆盖问题与累积覆盖问题进行求解，具有

非常广的算法普适性。
本论文的组织结构如下：第一节对经度条带法

对地覆盖问题的形式化的符号和基本流程进行描

述，并提出覆盖率上下界的基本思想。 第二节针对

累积覆盖问题和连续性覆盖问题，得到其对应的覆

盖率上下界形式。 第三节为数值仿真实验，对第一

节和第二节中的结果进行仿真验证。 第四节为

总结。

１　 经度条带法对星座对地覆盖问题

１．１　 覆盖问题的基本符号表示

对于地面上一点 Ｐ，其经度与纬度分别记作 θＰ

与 φＰ。 而对于经度为 θ 的一条经线记作 Ｅ（θ）。
将一颗卫星记作 Ｓ，一个卫星星座记作 Ｃ，使用

符号 Ｓ∈ Ｃ 表示星座 Ｃ 包含卫星 Ｓ。 将整个地球表

面记作 Ｇ，将地面区域记作 Ｒ，则 Ｒ ⊂ Ｇ。 地面上的

一点 Ｐ，Ｐ∈ Ｒ表示点 Ｐ是区域 Ｒ内的一点。 将开始

时间为 ｔＳ 结束时间为 ｔＥ 的时间段记作［ ｔＳ，ｔＥ］，使用

符号 ｔ∈ ［ ｔＳ，ｔＥ］ 表示 ｔ 是时间段［ ｔＳ，ｔＥ］ 内的一个

时刻。
本文中，对星座对地覆盖的累积覆盖范围进行

分析，并计算对应的空间覆盖率进行分析。
将一颗卫星 Ｓ 在 ｔ 时刻的瞬时对地覆盖范围记

作 ΛＳ（ ｔ），星座 Ｃ 在 ｔ 时刻的瞬时对地覆盖范围记作

ΛＣ（ ｔ） ，则
ΛＣ（ ｔ） ＝∪Ｓ∈Ｃ

ΛＳ（ ｔ） （１）

　 　 将一颗卫星 Ｓ 在［ ｔＳ，ｔＥ］ 时间段的累积覆盖范

围记作 ΛＳ（［ ｔＳ，ｔＥ］），星座 Ｃ 在［ ｔＳ，ｔＥ］ 时间段的累

积覆盖范围记作 ΛＣ（［ ｔＳ，ｔＥ］）。
则

ΛＳ（［ ｔＳ，ｔＥ］） ＝ ∪
ｔ∈［ ｔＳ，ｔＥ］

ΛＳ（ ｔ） （２）

ΛＣ（［ ｔＳ，ｔＥ］） ＝∪Ｓ∈Ｃ
ΛＳ（［ ｔＳ，ｔＥ］） （３）

　 　 而区域目标 Ｒ 的空间覆盖率是指区域目标 Ｒ
中，被星座覆盖的区域面积与区域目标 Ｒ 的面积之

比。 令 ｍ［Ｒ］ 表示对一个区域目标 Ｒ 的面积测度函

数，将空间覆盖率记作 η，则某时刻 ｔ 下的瞬时覆盖

率为

η ＝
ｍ ΛＣ（ ｔ） ∩ Ｒ[ ]

ｍ［Ｒ］
（４）

　 　 时间段 ［ ｔＳ，ｔＥ］ 下的累积覆盖率为

η ＝
ｍ［ΛＣ（［ ｔＳ，ｔＥ］） ∩ Ｒ ]

ｍ［Ｒ］
（５）

　 　 对于公式（４）或公式（５），其计算的难点在于：
１） 星座对地覆盖范围 ΛＣ（ ｔ）或ΛＣ（［ ｔＳ，ｔＥ］）的

表示。
２） 星座对地覆盖范围与任意形状地面区域 Ｒ

相交范围的计算。
３） 任意球面不规则区域的面积度量。
在本文的后续，将提出一种算法，用于解决这 ３

个方面的复杂性。
１．２　 经度条带的基本概念

定义 １　 经度条带。 １ 条经度条带是指在地球

表面上的 ２条相邻近的经线之间包围的区域。 ２ 条

经线之间的经度差叫做经度条带的宽度，２ 条经线

的中间值叫做经度条带的中央经线。 中央经度为

θ，条带宽度为 Δθ的经度条带记作 Ｌ（θ，Δθ），在不强

·０２９·
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调条 带 宽 度 或 者 中 央 经 度 的 时 候 可 以 简 记

为 Ｌ（θ）。
１条经度条带可以看作经度与中央经线相差小

于 Δθ ／ ２的点的集合

Ｌ（θ，Δθ） ＝ ｛Ｐ∈ Ｇ ｜ θＰ － θ ｜ ＜ Δθ ／ ２｝ （６）
或 １ 组与中央经线的经度差小于 Δθ ／ ２ 的经线的集

合

Ｌ（θ，Δθ） ＝ ｛Ｅ（α） ｜ α － θ ｜ ＜ Δθ ／ ２｝ （７）
　 　 其中 Ｅ（α）表示经度为 α的一条经线。 令Π表

示球面上的点的纬度数值的集合，称作一个纬度区

间。 在强调是针对区域 Ｒ 的纬度区间时，可以使用

符号 Π（Ｒ）。 则在不考虑纬度区间内孤立点存在的

情况下，Π 都最终可表示为若干不相交的连续区间

的集合。 将第 ｋ 个连续区间记作［φ ｋ
Ｌ，φ ｋ

Ｕ］，则

Π ＝∪
Ｎ

ｋ ＝ １
（［φｋ

Ｌ，φｋ
Ｕ］）［φｋ

Ｌ，φｋ
Ｕ］ ⊂ ［ － π ／ ２，π ／ ２］，∀ｋ

（８）
　 　 一个经度条带和一个纬度区间，可以得到一个

经度条带的纬度范围。
定义 ２　 纬度范围。 经度条带上的纬度范围是

该经度条带在纬度区间内的区域。 经度条带 Ｌ以Π
为纬度区间的纬度范围记作 ＬΠ，在强调经度条带的

中央经线与宽度时记作 ＬΠ（θ，Δθ）。 则

ＬΠ ＝ ｛Ｐ∈ Ｌ ｜ φＰ ∈ Π｝ （９）
　 　 则可知，经度条带的纬度范围，是经度条带的一

个子集，即
ＬΠ ⊂ Ｌ （１０）

　 　 在有了纬度区间和纬度范围的概念后，给出定

义在这两个结构上的度量函数。 对于 Π，则依据公

式（８） 与公式（１２），在其上定义一个度量‖Π‖

‖Π‖ ＝∑
Ｎ

ｋ ＝ １
（ｓｉｎφｋ

Ｕ － ｓｉｎφｋ
Ｌ） （１１）

　 　 令 ｍ［Ｒ］ 表示对任意一个球面区域 Ｒ的面积度

量。 将地球半径归一化为 １，则通过球面面积公式

可知，纬度范围 Ｌ［φＬ，φＵ］（θ，Δθ） 的球面面积为

ｍ［Ｌ［φＬ，φＵ］（θ，Δθ）］ ＝ Δθ·（ｓｉｎφＵ － ｓｉｎφＬ） （１２）
　 　 则纬度区间度量‖·‖与面积度量ｍ［·］有关

系如公式（１３） 所示

ｍ［ＬΠ（θ，Δθ）］ ＝ Δθ·‖Π‖ （１３）
　 　 根据经度条带的定义，可将全球划分为若干个

等宽度的经度条带的集合，即

Ｇ ＝∪
Ｎ

ｋ ＝ １
Ｌ（θｋ，Δθ） （１４）

式中

Δθ ＝ ２π ／ Ｎ
θｋ＋１ ＝ θｋ ＋ Δθ{ （１５）

　 　 则可知，公式（１４）得到的经度条带集合 ｛Ｌ（θ ｋ，
Δθ） ｋ ＝ １，…，Ｎ｝ 是对全球的一个划分。

假设 Ｒ 为一个任意形状球面区域，则区域 Ｒ 可

以近似划分为若干纬度范围之并。

Ｒ≈∪
Ｎ

ｊ ＝ １
ＬΠ ｊ
（θ ｊ） （１６）

式中， Π ｊ 为经度条带 Ｌ（θ ｊ） 在区域 Ｒ 内的纬度区

间。 该过程称作对区域的条带划分。
一般而言，１组经度条带并集，与 Ｒ 所对应的区

域，并不是严格一致的，因为纬度范围为一个或多个

经纬度框区域，而地面区域可以为任意形状。 因此，
一般而言，会有一部分“误判” 区域。 将误判区域定

义为 ε，则

ε ＝ ｍ Ｒ ／ ∪
Ｎ

ｊ ＝ １
ＬΠ ｊ
（θ ｊ）[ ] ＋ ｍ ∪

Ｎ

ｊ ＝ １
ＬΠ ｊ
（θ ｊ） ／ Ｒ[ ] （１７）

式中，Ａ ／ Ｂ 表示 ２个集合 Ａ 与 Ｂ 之间的差集运算。
对于一个特定的区域Ｒ和一个经度条带 Ｌ（θ ｊ），

其对应的纬度区间 Π ｊ（Ｒ ∩ Ｌ（θ ｊ）） 可以有多种选

择。 不同的 Π ｊ 的选择，将决定对区域的条带划分的

不同性质。 当然，Π ｊ 不能随意选择，而是需要满足

一定的合理性条件。 一种合理的纬度区间 Π ｊ 需要

满足如下基本条件：
定理 １　 Π ｊ 的合理性条件。 一种 Π ｊ 的选择是

合理的，当且仅当 Δθ → ０时，有 ε → ０。
在本文中，将提供 ２类不同的 Π ｊ 的合理选择。
满足 Π ｊ 合理性条件的球面区域划分策略有多

种，如以经度条带 Ｌ（θ ｊ）的中央经线 Ｅ（θ ｊ）与区域 Ｒ
相交的得到的纬度区间作为 Π ｊ 的选择，即满足 Π ｊ

的合理性条件。 除此之外，还可以有其他多重形

式。 本文中着重论述 ２类典型的形式，称作 Π ｊ 的下

界形式与上界形式。
定义 ３　 Π ｊ 的下界形式与上界形式。 Π ｊ 的下

界形式与上界形式分别记作 Π ｉｎｆ
ｊ 与 Πｓｕｐ

ｊ ，其定义如

公式（１８） 与（１９） 所示

Π ｉｎｆ
ｊ （Ｌ（θ ｊ） ∩ Ｒ）： ＝ ∩

Ｅ（α）∈Ｌ（θｊ）
Π（Ｅ（α） ∩ Ｒ）

（１８）
Πｓｕｐ

ｊ （Ｌ（θ ｊ） ∩ Ｒ）： ＝ ∪
Ｅ（α）∈Ｌ（θｊ）

Π（Ｅ（α） ∩ Ｒ）

（１９）
　 　 则可知

∪
Ｎ

ｊ ＝ １
ＬΠｉｎｆｊ （θ ｊ，Δθ） ⊂ Ｒ⊂∪

Ｎ

ｊ ＝ １
ＬΠｓｕｐｊ
（θ ｊ，Δθ） （２０）

·１２９·



西　 北　 工　 业　 大　 学　 学　 报 第 ３９卷

　 　 并且，当 Δθ → ０，有

ｍ ∪
Ｎ

ｊ ＝ １
ＬΠｉｎｆｊ （θ ｊ，Δθ）[ ] ＝ ｍ［Ｒ］ ＝ ｍ ∪

Ｎ

ｊ ＝ １
ＬΠｓｕｐｊ
（θ ｊ，Δθ）[ ]

（２１）
１．３　 球面圆盘与经线相交的纬度范围计算

定义 ４　 球面圆盘。 球面圆盘定义为到球面上

某一点 Ｐ的球面角距离小于等于 α 的所有球面点的

集合。 Ｐ 称作球面圆盘的圆心，α 为球面圆盘的半

径。 球面圆心为 Ｐ 半径为 α 的球面圆盘，将其记作

Θ（Ｐ，α），在不强调圆心与半径时可以简写为 Θ。
对于一个区域 Ｒ，其边界记作 ∂Ｒ。 则对球面圆

盘的边界记为 ∂Θ，其为一个典型的球面圆。
分析Θ对经线 Ｅ（θ） 的覆盖范围，∂Θ与 Ｅ（θ），

二者可能有 ０个、１个或者 ２个交点。
对于经纬度为（θ，φ） 的一点，在将地球半径归

一化为单位长度的情况下，记该点在直角坐标系下

的坐标为（ｘ，ｙ，ｚ），则由直角坐标与球坐标之间的转

换公式可知

ｘ ＝ ｃｏｓφｃｏｓθ
ｙ ＝ ｃｏｓφｓｉｎθ
ｚ ＝ ｓｉｎφ

ì

î

í

ïï

ïï

（２２）

假设 Θ 的中心经纬度为 （θ ０，φ０），球面圆与经线

Ｅ（θ） 交点纬度为 φ，则由公式（２２） 可知，在交点处

满足

ｃｏｓφｃｏｓφ０ｃｏｓ（θ － θ０） ＋ ｓｉｎφｓｉｎφ０ ＝ ｃｏｓα（２３）
　 　 则可知， Θ（（θ ０，φ０），α） 与 Ｅ（θ） 相交的必要

条件是公式（２３） 有解，即
ｃｏｓ２φ０ｃｏｓ２（θ － θ０） ＋ ｓｉｎ２φ０ ≥ ｃｏｓ２α （２４）

解得

θ∈ θ０ －
ｃｏｓ２α － ｓｉｎ２φ０
ｃｏｓφ０

，θ０ ＋
ｃｏｓ２α － ｓｉｎ２φ０
ｃｏｓφ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（２５）
　 　 则当 θ满足（２５）式时，Θ（（θ ０，φ０），α）与Ｅ（θ）
有交点。 而当 θ 不满足公式（２５） 时，Θ（（θ ０，φ０），
α） 与 Ｅ（θ） 没有交点，此时，Π（Θ∩ Ｅ（θ）） ＝ ⌀。

考虑二者有交点的情况，假设 ２ 个交点分别为

Ｍ，Ｎ，其中 Ｍ 点的纬度大于 Ｎ 点的纬度， 则当

Θ（（θ ０，φ０），α） 与 Ｅ（θ） 相交时，令

ｃｏｓλ ＝
ｃｏｓφ０ｃｏｓ（θ － θ０）

ｃｏｓ２φ０ｃｏｓ２（θ － θ０） ＋ ｓｉｎ２φ０

ｓｉｎλ ＝
ｓｉｎφ０

ｃｏｓ２φ０ｃｏｓ２（θ － θ０） ＋ ｓｉｎ２φ０

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（２６）

令

μ ＝ ｃｏｓ －１
ｃｏｓα

ｃｏｓ２φ０ｃｏｓ２（θ － θ０） ＋ ｓｉｎ２φ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

（２７）
则

φ１ ＝ ｍａｘ λ － μ， － π
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

φ２ ＝ ｍｉｎ λ ＋ μ，π
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２８）

则球面圆与经线的相交范围为

Π (Θ∩ Ｅ（θ） ) ＝ ［φ１，φ２］ （２９）

１．４　 球面圆盘与经度条带相交的纬度范围计算

令 Θ 为一个中心（θ ０，φ０） 半径为 α 的球面圆

盘，其与经度条带 Ｌ（θ ｊ，Δθ） 相交的纬度范围 Π。
对于 Ｌ（θ，Δθ） 与 Θ 相交的纬度区间的下界形

式 Π ｉｎｆ
ｊ 与上界形式 Πｓｕｐ

ｊ 的计算，需要计算经度条带

内的所有经线的纬度范围的交集与并集。
分析球面圆盘与经线的相交的性质，根据公式

（２６）至（２９），可以确定球面圆与经线相交的纬度区

间的性质。 当 θ ＝ θ ０ 时，球面圆与经线相交的纬度

范围最大， ｜ θ － θ ０ ｜ 越大，球面圆与经线相交的纬度

范围越小。 则可知，相交区间范围的最小值出现在

经度条带的左右两侧经线上。 如果 θ ０ ∈ ［θ － Δθ，
θ ＋ Δθ］，相交区间范围的最大值出现在 θ ＝ θ ０ 时，
否则，相交区间范围的最大值出现在经度条带的左

右两侧构成经线上。
则

Π ｉｎｆ
ｊ （Θ∩ Ｌ（θ ｊ）） ＝

Π（Θ∩ Ｅ（θ ｊ － Δθ）） ∩ Π（Θ∩ Ｅ（θ ｊ ＋ Δθ））
（３０）

Πｓｕｐ
ｊ （Θ∩ Ｌ（θ ｊ）） ＝

Π（Θ∩ Ｅ（θ０））　 ｉｆ　 θ０ ∈ ［θ ｊ － Δθ，θ ｊ ＋ Δθ］
Π（Θ∩ Ｅ（θ ｊ － Δθ））
∪ Π（Θ∩ Ｅ（θ ｊ ＋ Δθ））　 　 ｅｌｓｅ

ì

î

í

ï
ï

ïï

（３１）

式中， Π (Θ ∩ Ｅ（θ） ) 的计算公式如公式（２９） 所

示。
由此，可以得到球面圆盘与经度条带相交的纬

度区间的上下界值。
１．５　 任意球面区域与经度条带的相交性计算

假设 Ｒ为一球面区域，则对任意的球面区域，都

·２２９·
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可以使用一个球面多边形Ｕ对其进行近似表示。 一

般而言，认为可以使用球面多边形 Ｕ 来完全代替球

面区域 Ｒ。 如果希望在论述上更加严谨，可以定义 ２
个球面多边形 Ｕｉｎｆ 与 Ｕｓｕｐ，使得 Ｕｉｎｆ ⊂ Ｒ⊂ Ｕｓｕｐ。

本文中只考虑球面区域 Ｒ 为多边形区域的

情形。
考虑 Ｒ为一个单连通球面凸多边形。 则由简单

的球面几何知识可知，区域 Ｒ 可以看作是以 Ｒ 的边

界作为边界的一组球面圆盘相交区域。 即

Ｒ ＝∩
Ｍ

ｋ ＝ １
Θｋ （３２）

式中，对任意 ｋ，都有 ∂Θｋ ∩ ∂Ｒ≠⌀。
则球面凸多边形与经度条带的相交范围可以表

示为

Π（Ｒ∩ Ｌ（θ ｊ）） ＝∩
Ｍ

ｋ ＝ １
Π（Θｋ ∩ Ｌ（θ ｊ）） （３３）

　 　 对于任意球面多边形区域，可以看作是有限球

面凸多边形的并交叉补运算，则有

Π（（Ｒ１ ∪ Ｒ２） ∩ Ｌ（θ ｊ）） ＝
　 Π（Ｒ１ ∩ Ｌ（θ ｊ）） ∪ Π（Ｒ２ ∩ Ｌ（θ ｊ））
Π（（Ｒ１ ∩ Ｒ２） ∩ Ｌ（θ ｊ）） ＝
　 Π（Ｒ１ ∩ Ｌ（θ ｊ）） ∩ Π（Ｒ２ ∩ Ｌ（θ ｊ））
Π（（Ｒ１ ／ Ｒ２） ∩ Ｌ（θ ｊ）） ＝
　 Π（Ｒ１ ∩ Ｌ（θ ｊ）） ／ Π（Ｒ２ ∩ Ｌ（θ ｊ））

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

（３４）

　 　 则根据公式（３４），可以得到任意形状球面多边

形与经度条带的纬度区间。
根据公式（３０） ～ （３１）及公式（３３） ～ （３４），可得

到经度条带与任意形状区域相交范围的纬度区间上

界形式与下界形式，分别记作 Πｓｕｐ
ｊ （Ｒ ∩ Ｌ（θ ｊ）） 和

Π ｉｎｆ
ｊ （Ｒ∩ Ｌ（θ ｊ）），在不引起符号混淆的情况下可以

简记为 Πｓｕｐ
ｊ 和 Π ｉｎｆ

ｊ 。
１．６　 卫星星座对地覆盖范围

星座 Ｃ 在某个时刻 ｔ 下对地面的瞬时覆盖范围

记作 ΛＣ（ ｔ）。 在星座对地覆盖问题中，很多情况下，
需要的往往不止是某个时刻下的覆盖范围，而是星

座在某个时间段下的覆盖的累积效应。
星座在某个时间段下的覆盖累积效应，大致可

分为两类不同的需求。 在通信、导航等领域，需要满

足在特定区域，星座每时每刻都需要满足某种覆盖

要求，这种需求称作连续性覆盖需求。 而在地面遥

感、数据传输等领域，只需要在某个时间段内，存在

某个时刻满足某种覆盖要求即可，这种需求称作累

积性覆盖需求。

将星座 Ｃ 在某个时间段［ ｔＳ，ｔＥ］ 下对地面的连

续性覆盖范围记作ΛΔ
Ｃ（［ ｔＳ，ｔＥ］），将星座Ｃ在某个时

间段 ［ ｔＳ，ｔＥ］ 下对地面的累积性覆盖范围记作

Λ∇Ｃ （［ ｔＳ，ｔＥ］）。 则

ΛΔ
Ｃ（［ ｔＳ，ｔＥ］） ＝ ∩

ｔ∈［ ｔＳ，ｔＥ］
ΛＣ（ ｔ） （３５）

Λ∇Ｃ （［ ｔＳ，ｔＥ］） ＝ ∪
ｔ∈［ ｔＳ，ｔＥ］

ΛＣ（ ｔ） （３６）

　 　 但无论是 ΛＣ（ ｔ）， 又或者是 ΛΔ
Ｃ（［ ｔＳ，ｔＥ］） 与

Λ∇Ｃ （［ ｔＳ，ｔＥ］），都对应于一个地面区域。 则它同样

可以通过区域的条带划分，得到若干纬度范围之

并。

ΛＣ ≈∪
Ｎ

ｊ ＝ １
Ｌ􀮃Π ｊ
（θ ｊ） （３７）

式中： 􀮃Π ｊ 为经度条带 Ｌ（θ ｊ） 在星座覆盖区域 ΛＣ 内

的纬度区间。
同样，可以针对 ΛＣ，定义对应的上界形式与下

界形式，分别记作􀮃Πｓｕｐ
ｊ 与􀮃Π ｉｎｆ

ｊ 。
􀮃Π ｉｎｆ

ｊ （Ｌ（θ ｊ） ∩ ΛＣ）： ＝ ∩
Ｅ（α）∈Ｌ（θｊ）

Π（Ｅ（α） ∩ ΛＣ）

（３８）
􀮃Πｓｕｐ

ｊ （Ｌ（θ ｊ） ∩ ΛＣ）： ＝ ∪
Ｅ（α）∈Ｌ（θｊ）

Π（Ｅ（α） ∩ ΛＣ）

（３９）
１．７　 使用经度条带法进行覆盖率计算

则由公式（１６）与公式（３７），可以得到

ΛＣ ∩ Ｒ≈∪
Ｎ

ｊ ＝ １
ＬΠ ｊ∩􀮃Π ｊ

（θ ｊ） （４０）

同样，公式（４０）也存在上界形式与下界形式

∪
Ｎ

ｊ ＝ １
ＬΠｉｎｆｊ ∩􀮃Πｉｎｆｊ （θ ｊ） ⊂ ΛＣ ∩ Ｒ⊂∪

Ｎ

ｊ ＝ １
ＬΠｓｕｐｊ ∩􀮃Πｓｕｐｊ

（θ ｊ）

（４１）
　 　 将卫星星座 Ｃ对地面目标 Ｒ的覆盖率定义为在

某个时刻或者某个时段下，星座对地面目标中有覆

盖的区域面积与总的区域面积之比。

η ＝
ｍ ΛＣ ∩ Ｒ[ ]

ｍ［Ｒ］
＝
∑
Ｎ

ｊ ＝ １
Π ｊ ∩􀮃Π ｊ

∑
Ｎ

ｊ ＝ １
‖Π ｊ‖

（４２）

　 　 则由公式（４０）与（４２）可知，通过经度条带法，
可以将不规则形状的覆盖率计算，转换为区间的计

算问题，然后通过简单的区间度量计算，即可得到覆

盖率。
则根据公式（２０）与（４１）可以定义覆盖率的下

界 η ｉｎｆ 与上界 η ｓｕｐ

·３２９·
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ηｉｎｆ ＝
∑
Ｎ

ｊ ＝ １
Π ｉｎｆ

ｊ ∩􀮃Π ｉｎｆ
ｊ

∑
Ｎ

ｊ ＝ １
‖Πｓｕｐ

ｊ ‖
（４３）

ηｓｕｐ ＝
∑
Ｎ

ｊ ＝ １
Πｓｕｐ

ｊ ∩􀮃Πｓｕｐ
ｊ

∑
Ｎ

ｊ ＝ １
‖Π ｉｎｆ

ｊ ‖
（４４）

式中， Π ｉｎｆ
ｊ ，􀮃Π ｉｎｆ

ｊ ，Πｓｕｐ
ｊ ，􀮃Πｓｕｐ

ｊ 的定义如公式 （１８） 至

（１９），公式（３８） 至（３９） 所示。
由此，可以通过公式（４３）与（４４）得到覆盖率的

上界值与下界值，从而确定当前划分精度下的计算

结果真实值所在的范围。
则此时，覆盖问题求解的核心问题转换为 ２ 个

问题：① Π ｉｎｆ
ｊ ，􀮃Π ｉｎｆ

ｊ ，Πｓｕｐ
ｊ ，􀮃Πｓｕｐ

ｊ 的计算；② 星座对地覆

盖范围 ΛＣ 的求解与表示。
下文将对这两个问题进行论述，从而得到通过

经度条带法对任意区域任意形式的覆盖问题的求解

算法。

２　 星座对地覆盖范围计算

对于单颗卫星的对地瞬时覆盖范围 ΛＳ（ ｔ），根
据星座对地覆盖的基本方法可以得到该范围对应的

一个近似多边形。 对于连续性覆盖范围 ΛΔ
Ｃ（［ ｔＳ，

ｔＥ］） 与累积覆盖范围 Λ∇Ｃ （［ ｔＳ，ｔＥ］） 的计算，我们可

以通过公式（３５）与（３６），利用时间离散化方法来进

行求解。
时间离散化的基本方法是，令 ｔ０ ＝ ｔＳ，ｔＮ ＝ ｔＥ，由

此得到时间点的集合 Ｔ ＝ ｛ ｔ０，ｔ１，…，ｔＮ｝，对任意 ｋ ＝
０，１，２，…，Ｎ，都满足 ｔｋ ＝ ｔ０ ＋ ｋ·Δｔ，其中，Δｔ ＝ （ ｔＥ －
ｔＳ） ／ Ｎ。 使用时间点集合 Ｔ来代替时间段［ ｔＥ，ｔＳ］，来
对连续时间段进行求解。

将使用时间离散化策略下连续性覆盖范围与累

积覆盖范围分别记作 􀭾ΛΔ
Ｃ（［ ｔＳ，ｔＥ］） 与 􀭾Λ∇Ｃ （［ ｔＳ，

ｔＥ］）。 则公式（３５） 与（３６） 可转换为如下公式

􀭾ΛΔ
Ｃ（［ ｔＳ，ｔＥ］） ＝∩

Ｎ

ｋ ＝ ０
ΛＣ（ ｔｋ） （４５）

􀭾Λ∇Ｃ （［ ｔＳ，ｔＥ］） ＝∪
Ｎ

ｋ ＝ １
ΛＣ（ ｔｋ） （４６）

　 　 通过简单的集合论的结论可知，在任意情况下，
都有以下结论

ΛΔ
Ｃ（［ ｔＳ，ｔＥ］） ⊂ 􀭾ΛΔ

Ｃ（［ ｔＳ，ｔＥ］） （４７）
􀭾Λ∇Ｃ （［ ｔＳ，ｔＥ］） ⊂ Λ∇Ｃ （［ ｔＳ，ｔＥ］） （４８）

　 　 由此可知，时间离散化策略会使得累积覆盖问

题与连续覆盖问题结果带来倾向性的偏差，对连续

性覆盖率而言，会使得计算结果比真实值偏大，而对

于累积性覆盖率而言，计算结果比真实值偏小。
如果要更为精确地计算连续性覆盖问题与累积

性覆盖问题，需要提出其他策略。 第一种策略，设计

其他求解算法，得到覆盖范围。 第二种策略，通过得

到覆盖范围的上界和下界来进行计算。
２．１　 累积性覆盖问题计算

在进行累积性覆盖问题分析时，由于卫星是周

期性的运行的，在进行分析时，需要将时间段进行划

分。 时间段划分的过程，与时间离散化过程类似。
只不过时间段划分的结果并非得到离散的时间点，
而是时间段的集合。

Ｔ′ ＝ ｛［ ｔ０，ｔ１］，［ ｔ１，ｔ２］，…，［ ｔＮ－１，ｔＮ］｝ （４９）
　 　 在累积性覆盖问题分析中，每一个时间段的长

度可以较长，比如选择 ０．５ 个卫星周期。 则对于划

分的时间段

Λ∇Ｃ （［ ｔＳ，ｔＥ］） ＝∪
Ｎ

ｋ ＝ １
Λ∇Ｃ （［ ｔｋ－１，ｔｋ］） （５０）

　 　 则由公式（５０），可将星座对一个较长时间段内

的累积覆盖问题转换为星座对若干较短时段内的累

积覆盖范围的并集。

图 １　 卫星对经线累积覆盖示意图

如图 １所示， ＡＢ 为经度为 θ 的经线 Ｅ（θ），Ｐ 到

Ｑ 为卫星星下点轨迹的一段。 Ｍ 和 Ｎ 为同一卫星在

２个不同时刻的位置，当卫星星下点在 Ｍ 点时能覆

盖该经度条带上最小的纬度点 Ｌ，当卫星星下点在Ｎ
点时能覆盖该经度条带上最小的纬度点 Ｕ。 由于卫

星的位置是一个随时间连续变化的过程，则在一个

·４２９·
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时间窗口内卫星对一个经度条带的覆盖纬度区间是

一个连续区间。 要计算卫星在该时间段内对经线的

覆盖纬度区间，只需要该连续区间的边界值即可，即
图中所示的Ｕ、Ｌ点。 该经度条带上Ｕ、Ｌ之间的点是

必然可以被覆盖的。
考虑这个时间段内卫星对经线有覆盖的时间区

间，记作［ ｔｋ－１，ｔｋ］。 则当 ｔ ∈ ［ ｔｋ－１，ｔｋ］，卫星对经线

的覆盖范围下界值与上界值可分别看作是一个以时

间 ｔ 为自变量的函数，分别称为卫星对经线的覆盖

下界函数与覆盖上界函数。 考虑卫星携带简单圆锥

体传感器，也就是说，卫星的对地瞬时覆盖范围为一

个球面圆。 由文献［２５］ 中的结论，若卫星的星下点

轨迹上的每一点的球面曲率半径都大于卫星瞬时覆

盖圆的球面半径，卫星对经线的覆盖下界函数与覆

盖上界函数均为单峰函数，对于中低轨卫星而言，该
结论是一直都成立的。 但需要注意的是，如果卫星

对地瞬时覆盖范围不是球面圆，而是其他图形，则星

座对经线的覆盖下界函数与覆盖上界函数为单峰函

数的结论可能不能成立。
而对于单峰函数，经典的最值求解方法三分法

可以快速求得函数极值。 而对于卫星瞬时覆盖范围

不是球面圆的情况，则该方法无效，只能通过时间离

散化进行近似求解。
可以得到单颗卫星累积覆盖范围 Λ∇Ｓ （［ ｔｋ－１，

ｔｋ］） 与经线相交的纬度区间 Π（Λ∇Ｓ （［ ｔｋ－１，ｔｋ］） ∩
Ｅ（θ））。 而星座累积覆盖范围与经线相交的纬度区

间可以通过星座中每颗卫星的纬度区间求并集得

到，即
Π Λ∇Ｃ （［ ｔｋ－１，ｔｋ］） ∩ Ｅ（θ）( ) ＝

　 ∪
Ｓ∈Ｃ

Π Λ∇Ｓ （［ ｔｋ－１，ｔｋ］） ∩ Ｅ（θ）( ) （５１）

　 　 同时，星座累积覆盖范围与经度条带相交的纬

度区间的上下界值可以由（５２） ～ （５３）式给出

Π ｉｎｆ Λ∇Ｃ （［ ｔｋ－１，ｔｋ］） ∩ Ｌ（θ，Δθ）( ) ＝

　 Π Λ∇Ｃ （［ ｔｋ－１，ｔｋ］） ∩ Ｅ（θ － Δθ）( )

　 ∩ Π Λ∇Ｃ （［ ｔｋ－１，ｔｋ］） ∩ Ｅ（θ ＋ Δθ）( ) （５２）

Πｓｕｐ Λ∇Ｃ （［ ｔｋ－１，ｔｋ］） ∩ Ｌ（θ，Δθ）( ) ＝

　 Π Λ∇Ｃ （［ ｔｋ－１，ｔｋ］） ∩ Ｅ（θ － Δθ）( )

　 ∪ Π Λ∇Ｃ （［ ｔｋ－１，ｔｋ］） ∩ Ｅ（θ ＋ Δθ）( ) （５３）
２．２　 连续性覆盖问题计算

对于连续性覆盖问题，由公式 （ ４７） 可知，
􀭾ΛΔ

Ｃ（［ ｔＳ，ｔＥ］）为 ΛΔ
Ｃ（［ ｔＳ，ｔＥ］）的一个上界，并且当 Δｔ

→ ０时，ｍ［􀭾ΛΔ
Ｃ（［ ｔＳ，ｔＥ］）］ ＝ ｍ［ΛΔ

Ｃ（［ ｔＳ，ｔＥ］）］。
则要通过上下界方式来确定连续性覆盖范围，

还需要找到连续性覆盖问题的一个下界。
在对连续性覆盖问题进行分析时，同样需要进

行时间段划分得到仿真时段集合。

ΛΔ
Ｃ（［ ｔＳ，ｔＥ］） ＝∩

Ｎ

ｋ ＝ １
ΛΔ

Ｃ（［ ｔｋ－１，ｔｋ］） （５４）

　 　 对于时间段 ［ ｔｋ－１，ｔｋ］ 内单颗卫星的连续性覆

盖范围，根据文献［２５］ 中的结论，若卫星的星下点

轨迹上的每一点的球面曲率半径都大于卫星瞬时覆

盖圆的球面半径，ΛΔ
Ｓ（［ ｔｋ－１，ｔｋ］） 满足以下关系

ΛΔ
Ｓ（［ ｔｋ－１，ｔｋ］） ＝ ΛＳ（ ｔｋ－１） ∩ ΛＳ（ ｔｋ） （５５）

　 　 而对于星座在时间段 ［ ｔｋ－１，ｔｋ］ 内的累积覆盖

范围与单颗卫星的覆盖范围之间有如下关系

ΛΔ
Ｃ（［ ｔｋ－１，ｔｋ］） ⊂∪Ｓ∈Ｃ

ΛＳ（ ｔｋ－１） ∩ ΛＳ（ ｔｋ） （５６）

　 　 并且当 Δｔ→ ０时有

ｍ［ΛΔ
Ｃ（［ ｔｋ－１，ｔｋ］）］ ＝ ｍ ∪

Ｓ∈Ｃ
ΛＳ（ ｔｋ－１） ∩ ΛＳ（ ｔｋ）[ ]

（５７）
　 　 由此，得到一个连续性覆盖范围的下界。 需要

说明的是，累积性覆盖的时间划分可以选择为半个

周期，但对连续性覆盖，时间划分的长度为更短的数

值，否则可能会导致 ΛＳ（ ｔｋ－１） ∩ ΛＳ（ ｔｋ） ＝⌀，而令覆

盖率的下界值为 ０，使得结果没有价值。

３　 数值实验

通过数值仿真对所提出的经度条带法的性能进

行验证，数值仿真时段起始时刻为 ２０２０年 １ 月 １ 日

００ ∶ ００ ∶ ００，结束时刻为 ２０２０年 １月 １日 ０１ ∶ ００ ∶
００，仿真时长为 １ ｈ。 考虑一 Ｗａｌｋｅｒ星座，其星座构

型为 ４０ ／ ４ ／ １，所有卫星都处于高度 １ ３００ ｋｍ的圆轨

道上，轨道倾角为 ４５°。 所有卫星除中心引力外，只
考虑 Ｊ２摄动影响。 星座中的每颗卫星都携带有相

同类型的简单圆锥体传感器，对地面无侧摆。 下文

中将对累积覆盖问题和连续性覆盖问题进行分析。
为了使得结果保持在合适的大小，将为 ２ 类覆盖问

题，设置不同的传感器参数。
为验证经度条带法在不同类型地面区域的性

能，以美国大陆范围为目标。 该目标是由 ３ ３６９ 个

球面点组成的球面不规则凹多边形区域。
在进行数值仿真时，给出“条带精度”的概念：
定义 ５ 　 条带精度。 条带精度定义为赤道上
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１ ｋｍ的宽度内含有的条带数目。 对于 Ｌ（θ，Δθ），其
条带精度 κ 定义为

κ ＝ １
ＲＥ·Δθ

（５８）

式中， ＲＥ 为地球半径，单位取 ｋｍ，Δθ 为条带宽度，
以弧度制表示。

在后续仿真实验中，为了将经度条带法与传统

网格点法在计算效率上进行对比，可以在传统网格

点法领域，定义和条带精度等价的概念，即 １ ｋｍ２ 内
网格点数目的开平方。 从数学角度分析可知，在这

种定义下，２ 种精度可以近似等价，即相同的精度

下，２种算法的计算误差相当。
３．１　 累积覆盖问题数值仿真

对于累积覆盖问题，考虑传感器半视场角为

１０°，则在 １ ｈ 的仿真时间内，星座对目标的累积覆

盖率上下界随条带精度变化曲线如图 ２所示。

图 ２　 星座对目标的覆盖率上下界随条带精度的变化曲线

如图 ２所示，对于累积覆盖问题，对于不规则形

状球面凹多边形目标，经度条带法都可对其进行求

解，当条带精度较低时，覆盖率上界与下界结果差别

较大，随着条带精度增加，覆盖率的上下界值会收敛

为同一个值。
当时间间隔为 １５ ｓ时，经度条带法和传统网格

点法在对目标的累积覆盖问题求解时，计算时间随

着精度的变化曲线如图 ３ 所示。 由图 ３ 可知，传统

网格点法在计算精度增加 １０倍的情况下，计算时间

增加约 １００倍，而经度条带法在计算精度增加 １０ 倍

的情况下，计算时间增加约 １０ 倍。 也就是说，传统

网格点法计算时间随计算精度呈平方形式增加，而
经度条带法呈近似线性的增加。
３．２　 连续覆盖问题数值仿真

对于连续覆盖问题，考虑传感器半视场角为

图 ３　 经度条带法与传统网格点法求解累积覆盖

问题计算时间随精度变化曲线

５２°，则在 １ ｈ 的仿真时间内，计算星座对目标的连

续性覆盖率上下界结果。
连续性覆盖问题和累积覆盖问题的求解方法有

所不同。 对于累积覆盖问题，采用单峰函数求极值

的方法进行求解，而对于连续性覆盖问题，则依赖于

划分的时间间隔的上下界。 因此，不同的时间间隔，
对于覆盖率上下界值会有较大影响。

图 ４　 不同时间间隔下星座对目标的连续性覆盖率

上下界随条带精度的变化曲线

图 ４为时间间隔为 １５ ｓ 时，星座对目标的连续

性覆盖率随条带精度的变化曲线。 对于连续性覆盖

问题，对于任意形状球面凹多边形目标，经度条带法

都可对其进行求解。 对于某个特定的时间间隔下，
随着划分精度的提高，覆盖率的上界和下界趋于收

敛于同一值。
时间间隔为 １５ ｓ时，经度条带法和传统网格点

法在对目标连续性覆盖计算时间随着精度的变化曲

线如图 ５所示。 连续覆盖问题计算时间随计算精度

的变化规律，与累积覆盖问题的变化规律相同。
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图 ５　 经度条带法与传统网格点法求解连续性覆盖问题

计算时间随精度变化曲线

图 ３ 及图 ５ 仿真实验结果表明，经度条带法在

求解累积性覆盖问题和连续性覆盖问题下，都有比

传统网格点法更高的计算效率。

４　 结　 论

本文提出了一种计算星座对地覆盖问题的求解

算法—经度条带法，使用形式化的符号对经度条带

法的覆盖问题求解过程进行描述，并给出对累积覆

盖率和连续性覆盖率的上下界求解算法。 仿真实验

结果表明，该算法可对连续性覆盖问题和累积覆盖

问题进行求解，并且能够对非规则任意形状地面目

标进行求解。 与传统网格点法相比，该算法具有更

高的效率。
与网格点法相比，经度条带法也有一些不足之

处，主要体现在，经度条带法只能用于计算以“面
积”这个概念为基础的覆盖性能指标，如覆盖率、覆
盖面积等。 而对于非面积概念的性能指标，如观测

仰角计算、区域 ＧＤＯＰ 计算、区域平均重访时间计

算等，该算法目前还无法完成。 后续工作，可从对经

度条带法的非面积概念性能指标的计算进行开展。
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