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摘　 要：基于单元域光滑有限元方法建立了可膨胀软材料大变形增长的三维数值模拟框架，给出了变

形梯度的乘法分解格式，选用第二 Ｐ⁃Ｋ 应力和格林应变张量作为功共轭对，推导了软材料刚度矩阵和

几何刚度矩阵的数学表达式。 基于 ＭＡＴＬＡＢ 平台实现了所建立的数值方法，分别模拟了可膨胀软材

料的各向同性、各向异性增长行为。 结果显示，相比各向同性增长，各向异性增长会抑制可膨胀软材

料的变形。 模拟结果与已有文献计算结果进行比较，比较结果显示形态模式的变化特征和规律吻合

较好，证明了该数值框架在模拟可膨胀软材料大变形增长行为方面的有效性，有助于揭示自然界植物

生长现象背后的力学机制。
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　 　 生物组织和水凝胶等可膨胀软材料，具有许多

突出的性能，比如对外界刺激的敏感性、大变形和可

逆变形的能力以及离子导电性等。 基于这些特性，
它们已被应用于许多工程领域［１］。 叶子、花瓣等软

生物组织的增长是常见的自然现象。 增长场的不均

匀性和不兼容性，使得这些生物软组织发生几何形

状和形态模式上的改变［２］。 为了刻画软材料增长

的动力学和热力学过程，Ｇａｎｇｈｏｆｆｅｒ［３］提出了基于无

应力构型的连续增长理论，将变形前后构型的映射

分解成增长映射和弹性映射，即变形梯度乘法分解

成弹性部分和增长部分。 基于变形梯度的乘法分

解，学者们建立了相应的数值求解框架，采用数值方

法对生物软组织和水凝胶的增长进行了研究。
Ｗａｎｇ 等［１］借助非均匀有理 Ｂ 样条单元，建立

了模拟可膨胀软材料增长的等几何计算框架。 这个

计算框架在分析仿生结构和设计仿生器件的力学行

为方面也具有很大的潜力。 Ｚｈｅｎｇ 和 Ｗａｎｇ 等［４⁃５］提

出了基于实体－壳单元的非线性有限元框架来对薄

壁软结构的增长以及含增强纤维的水凝胶各向异性

膨胀进行数值分析。 Ｋａｄａｐａ 等［２］ 基于高阶单元建

立了混合有限元框架来模拟可压缩和不可压缩软材

料的增长和变形。
然而软材料增长的数值模拟会涉及大变形，采

用有限元等方法求解会出现网格畸变使得迭代求解

过程出现发散（数值奇异）。 为了有效地改善这一

情况，需采用基于欧拉描述的无网格方法或其他对

网格畸变不敏感的数值方法来对软材料的增长过程

进行模拟。
光滑有限元方法相比传统有限元方法，不需要

对任意形状的网格单元进行等参变换，将体（面）积
分转化成面（线）积分，对网格畸变具有一定免疫

性，在模拟大变形方面更具优势。 此外，光滑有限元

方法从理论上被证明拥有比传统有限元方法更小的

刚度，因而精确性更高［６⁃９］。
单元域光滑有限元（ ｃｅｌｌ⁃ｂａｓｅｄ ｓｍｏｏｔｈｅｄ ｆｉｎｉｔｅ

ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ，ＣＳ⁃ＦＥＭ） 是光滑有限元方法的一

种，它将每个有限元单元划分成若干个 ｃｅｌｌ，并将各

个 ｃｅｌｌ 定义成光滑域。 由于 ＣＳ⁃ＦＥＭ 不存在跨网格

操作，并且每个光滑域支撑点的个数相等，在程序实

现和总体刚度矩阵的稀疏化处理上更为便捷。 本文
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基于 ＣＳ⁃ＦＥＭ 建立了可膨胀软材料增长的数值框

架，通过对软材料在不同条件下增长行为的模拟验

证该数值方法的有效性。

１　 基本理论

１．１　 变形梯度的乘法分解和变形张量

变形前后初始构型 Ωｏ 和当前构型 Ωｃ 之间的映

射可以用变形梯度 Ｆ 来描述，其定义为

Ｆ ＝ ∂ｘ
∂Ｘ

＝ Ｉ ＋ ∇ｕ （１）

根据文献［１０］的处理方法，变形梯度可以分解成弹

性变形梯度 Ｆｅ 和增长张量 Ｆｇ

Ｆ ＝ ＦｅＦｇ （２）
变形体在 Ｆｇ 的作用下，从初始构型转化到中间构

型，然后在 Ｆｅ 的作用下，由中间构型转换到当前构

型，如图１所示。 变形梯度行列式 Ｊ可以表示变形前

后体积微元的相对变化，根据（２） 式有

Ｊ ＝ ＪｅＪｇ （３）
由（２）式和右柯西－格林应变张量的定义，可以得到

右柯西－格林应变张量 Ｃｅ 的表达式

Ｃｅ ＝ （Ｆｅ） ＴＦｅ ＝ （（Ｆｇ） －１） ＴＣ（Ｆｇ） －１ （４）

图 １　 增长时的构型变化

１．２　 增长过程的控制方程、弱形式及其线性化

根据文献［２］的做法，增长变形过程中的总势

能泛函可以表示成中间构型 Ωｍ 下弹性应变能密度

ψ ｅ 的积分［１１］

Π（ｕ） ＝ ∫
Ωｍ
ψｅ（Ｃｅ（ｕ））ｄＶｍ － Πｅｘｔ（ｕ） （５）

式中： Πｅｘｔ 分别表示外力势能泛函；ｄＶｍ 表示中间构

型的积分体元。 中间构型与初始构型的积分体元存

在（６） 式所示关系

ｄＶｍ ＝ ＪｇｄＶｏ （６）
因此，总势能泛函可以表示成

Π（ｕ） ＝ ∫
Ωｏ
ψｅ（Ｃｅ（ｕ））ＪｇｄＶ０ － Πｅｘｔ（ｕ） （７）

为了推导位移场的控制方程，将（７）式代入位移场

的欧拉－拉格朗日方程

∂Π
∂ｕ

－ ∇· ∂Π
∂∇ｕ

（ｕ） ＝ ｂ － ∇· ∂ψｅ

∂Ｆ
： ∂Ｆ
∂∇ｕ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０

（８）
（８）式“：”表示张量的缩并，ｂ 表示体力。 根据超弹

性材料的本构方程和变形梯度的定义，（８）式可以

进一步表示成

ｂ － ∇·Ｐ ＝ ０ （９）
式中，Ｐ 为第一 Ｐｉｏｌａ⁃Ｋｉｃｈｈｏｆｆ（ Ｐ⁃Ｋ）应力张量。 为

了推导和表示方便，将（９）式写成分量和下标形式

Ｐ ｉＪ，Ｊ ＝ ｂｉ （１０）
本节字母大写表示初始构型的坐标分量，小写表示

当前构型的坐标分量。 除控制方程外，还须满足以

下边界条件

ｎｉＰ ｉＪ ＝ ｆＪ （１１）
式中， ｎｉ 为初始构型面力作用积分面元法向量的分

量，ｆＪ 表示面力分量。 对（７）式求变分可以得到

δΠ ＝ ∫
Ωｏ
Ｐ ｉＪδＦ ｉＪＪｇｄＶｏ ＝ ∫

Ωｏ
ＳＩＪδＥＩＪＪｇｄＶｏ （１２）

式中， ＥＩＪ 为格林应变张量的分量，其具体表达式为

ＥＩＪ ＝
１
２
（ＦｐＩＦｐＪ － δＩＪ） ＝ １

２
（ＣＩＪ － δＩＪ） （１３）

式中， δＩＪ 为二阶单位张量的分量，下标 ｐ 为哑标。
（１２） 式即为位移场控制方程的弱形式，对其进行线

性化，有

ΔδΠ ＝ ∫
Ωｏ
（ΔＳＩＪδＥＩＪ ＋ ＳＩＪΔδＥＩＪ）ＪｇｄＶｏ （１４）

由于弹性自由能 ψｅ 是弹性变形张量的函数，所以第

二 Ｐ⁃Ｋ 应力分量 Ｓ 和第二 Ｐ⁃Ｋ 弹性应力分量之间存

在如下关系

ＳＩＪ ＝ ２ ∂ψｅ

∂ＣＩＪ

＝ ２ ∂ψｅ

∂Ｃｅ
ＫＬ

∂Ｃｅ
ＫＬ

∂ＣＩＪ

＝ Ｓｅ
ＫＬ

∂Ｃｅ
ＫＬ

∂ＣＩＪ
（１５）

将（４）式代入（１５）式右边项可以进一步得到

ＳＩＪ ＝
１
２
Ｓｅ
ＫＬ（Ｆｇ，－１

ＩＫ Ｆｇ，－１
ＪＬ ＋ Ｆｇ，－１

ＩＪ Ｆｇ，－１
ＫＬ ） （１６）

由（１５） 式可以得到第二 Ｐ⁃Ｋ 应力增量 ΔＳＩＪ 的表

达式

·７３１·
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ΔＳＩＪ ＝ ΔＳｅ
ＫＬ

∂Ｃｅ
ＩＪ

∂ＣＫＬ

＝
∂Ｓｅ

ＫＬ

∂Ｃｅ
ＭＮ

∂Ｃｅ
ＭＮ

∂ＣＰＱ
ΔＥＰＱ

∂Ｃｅ
ＩＪ

∂ＣＫＬ

＝

　 Ｄｅ
ＫＬＭＮ

∂Ｃｅ
ＭＮ

∂ＣＰＱ
ΔＥＰＱ

∂Ｃｅ
ＩＪ

∂ＣＫＬ

＝ ＤＩＪＰＱΔＥＰＱ （１７）

式中： Ｄｅ
ＫＬＭＮ 为四阶弹性本构张量的分量；ＤＩＪＰＱ 为四

阶本构张量的分量，它们存在如下关系

ＤＩＪＰＱ ＝ Ｄｅ
ＫＬＭＮ

∂Ｃｅ
ＭＮ

∂ＣＰＱ

∂Ｃｅ
ＩＪ

∂ＣＫＬ
（１８）

式中，
∂Ｃｅ

ＭＮ

∂ＣＰＱ
和

∂Ｃｅ
ＩＪ

∂ＣＫＬ
的具体表达式分别为

∂Ｃｅ
ＭＮ

∂ＣＰＱ

＝ １
２
（Ｆｇ，－１

ＭＰ Ｆｇ，－１
ＮＱ ＋ Ｆｇ，－１

ＭＱ Ｆｇ，－１
ＰＮ ） （１９）

∂Ｃｅ
ＩＪ

∂ＣＫＬ

＝ １
２
（Ｆｇ，－１

ＩＫ Ｆｇ，－１
ＪＬ ＋ Ｆｇ，－１

ＩＬ Ｆｇ，－１
ＪＫ ） （２０）

由（１３）式 δＥＩＪ 可以表示为

δＥＩＪ ＝
１
２
（δＦｐＩＦｐＪ ＋ ＦｐＩδＦｐＪ） ＝ δｕｐ，ＩＦｐＪ （２１）

由于位移梯度的虚增量 δｕｐ，Ｉ，δｕｐ，Ｊ 是小量，再对其取

增量，便可忽略。 于是可以得到 ΔδＥＩＪ 的表达式

ΔδＥＩＪ ＝
１
２
（δｕｐ，ＩΔＦｐＪ ＋ ΔＦｐＩδｕｐ，Ｊ） ＝ δｕｐ，ＩΔｕｐ，Ｊ

（２２）
１．３　 三维 ＣＳ⁃ＦＥＭ 的基本理论

在三维 ＣＳ⁃ＦＥＭ 中，将八节点六面体单元划分

成 ８ 个光滑域，如图 ２ 所示。 并给出了光滑域内光

滑位移梯度的定义

∇
～
ｕ（ｘＣ） ＝

∫
ΩＣ

∇ｕ（ｘＣ）ｄΩ

∫
ΩＣ

ｄΩ
＝ １
Ｖｃ
∫
ΩＣ

∇ｕ（ｘＣ）ｄΩ

（２３）
式中： ｘＣ 表示光滑域中心的坐标；ΩＣ 表示光滑域；Ｖｃ

表示光滑域的体积。 应用散度定理可以将（２３） 式

的体积分转化成面积分，有

∇
～
ｕ（ｘＣ） ＝ １

Ｖｃ
∫
ΓＣ
ｕ·ｎｄＡ （２４）

式中， ΓＣ 表示光滑域的外表面，在图 ２ 中表示六面

体光滑域的 ６ 个表面。 光滑域中心的位移场可由该

光滑域支撑点位移场通过中心处形函数插值得到，
可以将（２４） 式进一步表示为

∇
～
ｕ（ｘＣ） ＝ １

Ｖｃ
∫
ΓＣ
∑
ｎｎｏｄｅ

ｉ ＝ １
Ｎｉｕｎｏｄｅ

ｉ( ) ｎｄＡ （２５）

图 ２　 三维 ＣＳ⁃ＦＥＭ 光滑域的划分

根据应变位移矩阵 Ｂ 的定义以及积分和求和

算符的可互易性，将各个光滑域对节点 ｉ 的 Ｂ 矩阵

表示成光滑域各个表面高斯积分的形式，如下所示

Ｂｉ（ｘＣ） ＝

∑
ｎｓ

ｊ ＝ １
Ｎｉ（ｘ ｊ）ｎＣ

ｊＸ ＳＣ
ｊ ０ ０

０ ∑
ｎｓ

ｊ ＝ １
Ｎｉ（ｘ ｊ）ｎＣ

ｊＹＳＣ
ｊ ０

０ ０ ∑
ｎｓ

ｊ ＝ １
Ｎｉ（ｘ ｊ）ｎＣ

ｊＺＳＣ
ｊ

∑
ｎｓ

ｊ ＝ １
Ｎｉ（ｘ ｊ）ｎＣ

ｊＹＳＣ
ｊ ∑

ｎｓ

ｊ ＝ １
Ｎｉ（ｘ ｊ）ｎＣ

ｊＸＳＣ
ｊ ０

０ ∑
ｎｓ

ｊ ＝ １
Ｎｉ（ｘ ｊ）ｎＣ

ｊＺＳＣ
ｊ ∑

ｎｓ

ｊ ＝ １
Ｎｉ（ｘ ｊ）ｎＣ

ｊＹＳＣ
ｊ

∑
ｎｓ

ｊ ＝ １
Ｎｉ（ｘｉ）ｎＣ

ｊＺＳＣ
ｊ ０ ∑

ｎｓ

ｊ ＝ １
Ｎｉ（ｘ ｊ）ｎＣ

ｊＸＳＣ
ｊ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

（２６）
式中： ｎＳ 为光滑域积分面的数目；Ｎｉ（ｘ ｊ） 表示第 ｊ 个
积分面的高斯点对节点 ｉ 的形函数；ｎＣ

ｊＸ，ｎＣ
ｊＹ，ｎＣ

ｊＺ 分别

表示第 ｊ个积分面外法线的分量；ＳＣ
ｊ 表示第 ｊ个积分

面的面积。 在这里，选取这个积分面的中心为高斯

点。

２ 　 基于 ＣＳ⁃ＦＥＭ 的三维增长数值
框架

为了模拟软材料增长过程，需要对（９）式中的

位移控制方程进行数值求解。 由于位移控制方程是

非线性的，需要得到控制方程的弱形式及其线性化

后的表达形式来构建非线性数值框架。 为了构建

ＣＳ⁃ＦＥＭ 求解位移场的数值框架，需对（１２）式中的

弱形式和（１４）式中弱形式线性化后的表达式进行

·８３１·
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离散。 首先需将光滑域中位移虚增量 δｕ 和位移增

量 Δｕ 离散成如下形式

δｕ ＝ ∑
ｎｎｏｄｅ

ｉ ＝ １
Ｎｉδｕｎｏｄｅ

ｉ ，　 Δｕ ＝ ∑
ｎｎｏｄｅ

ｉ ＝ １
ＮｉΔｕｎｏｄｅ

ｉ （２７）

　 　 为了表达方便，需借助 Ｖｏｉｇｔ 规则将二阶张量 Ｓ
和 δＥ 表示成矢量形式，如下所示

Ｓ ＝

Ｓ１１

Ｓ２２

Ｓ３３

Ｓ１２

Ｓ２３

Ｓ１３

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

　 δＥ ＝

δＥ１１

δＥ２２

δＥ３３

２δＥ１２

２δＥ２３

２δＥ１３

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

（２８）

由（２０）式和（２５）式，可以将（２８）式中 δＥ 进一步离

散成

δＥ ＝ （Ｂｉ（ｘＣ）Ｆ）δｕｎｏｄｅ ＝ Ｂｕ
ｉ（ｘＣ）δｕｎｏｄｅ （２９）

同理 ΔＥ 可以离散成

ΔＥ ＝ Ｂｕ
ｉ（ｘＣ）Δｕｎｏｄｅ （３０）

将（２７） ～ （２８） 式代入 （１２） 式中，并两边同除以

δｕｎｏｄｅ 可得到位移场残差力 Ｒｕ
ｉ（ｘＣ） 的表达式

Ｒｕ
ｉ（ｘＣ） ＝ － ∫

Ωｏ
［Ｂｕ

ｉ（ｘＣ）］ ＴＳＪｇｄＶｏ （３１）

同理可以将（１４）式中右边第二项离散成

Ｓ：ΔδＥ ＝ （Δｕｎｏｄｅ） Ｔ·［Ｂｇ
ｉ（ｘＣ）］ Ｔ􀭵ＳＢｇ

ｉ（ｘＣ）·Δｕｎｏｄｅ

（３２）
（３２）式 Ｂｇ

ｉ（ｘＣ） 的分量表达式为

Ｂｇ
ｉ（ｘＣ） ＝

Ｌ ０ ０
０ Ｌ ０
０ ０ Ｌ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

　 　 Ｌ ＝

∑
ｎＳ

ｊ ＝ １
Ｎｉ（ｘ ｊ）ｎＣ

ｊＸＳＣ
ｊ

∑
ｎＳ

ｊ ＝ １
Ｎｉ（ｘ ｊ）ｎＣ

ｊＹＳＣ
ｊ

∑
ｎＳ

ｊ ＝ １
Ｎｉ（ｘ ｊ）ｎＣ

ｊＺＳＣ
ｊ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

０ ＝
０
０
０

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

（３３）

􀭵Ｓ 的分量表达式为

􀭵Ｓ ＝
Ｓ^ ０＾ ０＾

０＾ Ｓ^ ０＾

０＾ ０＾ Ｓ^

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

　 　 Ｓ^ ＝
Ｓ１１ Ｓ１２ Ｓ１３

Ｓ２１ Ｓ２２ Ｓ２３

Ｓ３１ Ｓ３２ Ｓ３３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

０＾ ＝
０ ０ ０
０ ０ ０
０ ０ ０

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

（３４）

在对（１４）式中右边第一项进行离散化时，需要得到

（１８）式中 Ｄｅ
ＫＬＭＮ 的表达式，同时有必要将本构张量

Ｄ 写成矩阵形式。 本文选用 Ｎｅｏ⁃Ｈｏｏｋｅａｎ 本构模

型，它的弹性能密度 ψ ｅ 表达式为

ψｅ ＝ μ
β
［（Ｊｅ） －β － １］ ＋ μ

２
［ｔｒ（Ｃｅ） － ３］

β ＝ ２ν
１ － ２ν

（３５）

对应的第二 Ｐ⁃Ｋ 弹性应力张量 Ｓｅ
ＩＪ 的表达式为

Ｓｅ
ＩＪ ＝ ２ ∂ψｅ

∂Ｃｅ
ＩＪ

＝ μ［ ＩＩＪ － （Ｊｅ） －βＣｅ，－１
ＩＪ ］ （３６）

对应的四阶弹性本构张量 Ｄｅ
ＩＪＫＬ 的表达式为

Ｄｅ
ＩＪＫＬ ＝ ２

∂Ｓｅ
ＩＪ

∂Ｃｅ
ＫＬ

＝ βμ（Ｊｅ） －βＣｅ，－１
ＩＪ Ｃｅ，－１

ＫＬ ＋

　 μ（Ｊｅ） －β（Ｃｅ，－１
ＩＫ Ｃｅ，－１

ＪＬ ＋ Ｃｅ，－１
ＩＬ Ｃｅ，－１

ＪＫ ） （３７）
将（３７）式代入（１８）式便可得到本构张量 Ｄ 的分量

表达式，并将其转化成如下矩阵形式

􀭺Ｄ ＝

Ｄ１１１１ Ｄ１１２２ Ｄ１１３３ Ｄ１１１２ Ｄ１１２３ Ｄ１１１３

Ｄ２２１１ Ｄ２２２２ Ｄ２２３３ Ｄ２２１２ Ｄ２２２３ Ｄ２２１３

Ｄ３３１１ Ｄ３３２２ Ｄ３３３３ Ｄ３３１２ Ｄ３３２３ Ｄ３３１３

Ｄ１２１１ Ｄ１２２２ Ｄ１２３３ Ｄ１２１２ Ｄ１２２３ Ｄ１２１３

Ｄ２３１１ Ｄ２３２２ Ｄ２３３３ Ｄ２３１２ Ｄ２３２３ Ｄ２３１３

Ｄ１３１１ Ｄ１３２２ Ｄ１３３３ Ｄ１３１２ Ｄ１３２３ Ｄ１３１３

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

（３８）
可以将（１４）式中右边第一项离散成

ΔＳ：δＥ ＝ （Δｕｎｏｄｅ） Ｔ·［Ｂｕ
ｉ（ｘＣ）］ Ｔ􀭺ＤＢｕ

ｉ（ｘＣ）·Δｕｎｏｄｅ

（３９）
综上可以得到位移场刚度矩阵 Ｋｕ

ｉ（ｘＣ） 的表达式

Ｋｕ
ｉ（ｘＣ） ＝ ∫

Ωｏ
｛［Ｂｕ

ｉ（ｘＣ）］ Ｔ􀭺ＤＢｕ
ｉ（ｘＣ） ＋

　 ［Ｂｇ
ｉ（ｘＣ）］ Ｔ􀭵ＳＢｇ

ｉ（ｘＣ）} ＪｇｄＶｏ （４０）
（４０）式右边第一项为材料刚度矩阵，表示材料的非

线性；右边第二项为几何刚度矩阵，表示大变形下的

几何非线性。 将（３１）式中的残差力和（４０）式中的

刚度矩阵进行组装，可以得到总体残差力 ｒ 和总体

刚度矩阵 Ｋ，然后采用牛顿迭代法对位移场进行求

解，如下所示

ｕｎ＋１ ＝ ｕｎ － Ｋ －１
ｎ ｒｎ （４１）

（４１）式中下标表示加载步。

·９３１·
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３　 数值算例

在这一节，为了验证建立的 ＣＳ⁃ＦＥＭ 数值框架

在模拟增长导致变形上的鲁棒性，选用了 ３ 个自然

界和日常生活的增长问题作为数值算例。 这 ３ 个模

型的网格和节点信息均借助有限元商业软件

Ａｂａｑｕｓ 生成。 对应的 ｉｎｐ 文件导进 ＣＳ⁃ＦＥＭ 的

Ｍａｔｌａｂ 程序中，来获取网格和节点信息。 为了减少

计算量，本节的 ２ 个算例均采用四分之一模型来进

行计算。 在输出云图时，根据网格节点坐标和位移

场的对称性，对模型进行了补全。
３．１　 花瓣增长

花瓣几何形状如图 ３ 所示，其厚度为 ０．３ ｃｍ，底
部正方形中心区域被固定。 为了实现增长诱导变

形，将花瓣沿厚度方向分成主动层和被动层，其中主

动层靠近模型底端，厚度为 ０．１ ｃｍ；被动层厚度为

０．２ ｃｍ。被动层材料剪切模量为３ ５７１．４３ ＭＰａ，泊松

比为 ０．３８。 主动层材料剪切模量为 ３５７．１４３ ＭＰａ，
泊松比为 ０．３８。 用 Ａｂａｑｕｓ 将花瓣模型的四分之一

划分成 ４３２ 个六面体单元，如图 ４ 所示。 对 ２ 个剖

分面上的节点施加对称边界条件。
该算例采用 ２ 种增长张量：各向同性增长张量

和各向异性增长张量。 前者主对角线元素相等，其
他分量都为 ０；后者 Ｙ，Ｚ 轴方向的主对角线元素相

图 ３　 花瓣的几何形状 　 　 图 ４　 花瓣四分之一模

型的网格划分

等并且与 Ｘ 轴的增长方向相反，其他分量都为 ０。
本文设定 Ｙ，Ｚ 轴方向的增长为正向增长量，使其随

时间不断增加。 并且模拟得到的结果与文献［２］ 中

的数值结果进行了比较。
模拟结果显示，在各向同性增长张量作用下，主

动层的单元带动被动层的单元不断向 Ｚ轴正方向弯

曲，最后聚拢在中心处上方，当前构型下沿 Ｚ轴方向

的位移云图如图 ５ 所示。 在各向异性增长张量的作

用下，沿 Ｙ轴方向铺展的花瓣向 Ｚ轴负方向弯曲，沿
Ｘ 轴方向铺展的花瓣向 Ｚ 轴正方向弯曲，并且其 Ｚ
轴方向的位移场呈反对称分布，如图 ６ 所示。 比较

图 ５ 和图 ６ 可以发现，各向异性的增长变形幅值明

显小于各向同性，这一特征与文献［２］中的数值结

果吻合。

图 ５　 当前构型下沿 Ｚ 轴方向的位移云图（各向同性）

图 ６　 当前构型下沿 Ｚ 轴方向的位移云图（各向异性）

·０４１·
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３．２　 茎的生长

本节研究超弹性圆杆增长至不同的构型。 圆杆

底圆半径为 ０．０２５ ｃｍ，圆杆长度为 ４ ｃｍ。 圆杆剪切

模量和泊松比分别为 ５８８ ＭＰａ 和 ０．４２。 对圆杆 Ｚ ＝
０ 的圆面施加固定约束，并设置圆杆所有区域为增

长张量的影响区。 采用 Ａｂａｑｕｓ 对圆杆进行网格划

分生成 ２ ６３２ 个六面体单元，如图 ７ 所示。

图 ７　 圆杆的网格划分

　 　 本节假定圆杆只有 Ｚ 轴方向的主增长分量，按
照文献［２，１２］的做法，将 Ｚ 轴方向的主增长分量设

置成初始坐标的函数。 采用建立的软材料增长的

ＣＳ⁃ＦＥＭ 数值框架，对应不同的增长张量进行模拟，
模拟结果如图 ８ 所示。 在图 ８ 中，直圆杆在不同增

长张量的作用下分别变形至圆形、海螺形、等距螺旋

形、非等距螺旋形。 模拟结果与文献［２］中的数值

结果吻合较好，验证了所建立的 ＣＳ⁃ＦＥＭ 框架模拟

软材料增长大变形问题的有效性。

图 ８　 圆杆在当前构型下 Ｚ 轴方向的位移场云图

３．３　 泡芙的制作

本节选用圆台为研究对象，其 ＣＡＥ 模型如图

９ａ）所示。 该圆台底圆和顶圆半径分别为 ３．５ ｃｍ 和

２．５ ｃｍ，高为 ３ ｃｍ。 选取圆台的四分之一来进行数

值模拟，对底面和圆台侧面施加固定约束，对内剖面

施加对称位移约束。 采用 Ａｂａｑｕｓ 对圆台四分之一

模型进行网格划分，单元模型如图 ９ｂ）所示。 让图

９ｂ）中的所有单元受各向同性增长张量的影响。 材

料的剪切模量和泊松比分别为 ３８５ ＭＰａ 和 ０．４５。 使

增长张量的分量随加载步均匀增加，模拟得到圆台

当前构型的变化如图 １０ 所示。

图 ９　 几何形状和单元划分

图 １０　 圆台的各向同性增长

·１４１·



西　 北　 工　 业　 大　 学　 学　 报 第 ４１ 卷

　 　 在图 １０ 中，圆台在增长张量的激励和底部以及

侧面的约束作用下，只能沿 Ｙ 轴正方向发生变形，
在构型上表现为圆台向上鼓起。 随着增长张量的不

断增加，鼓起部分的网格将沿 Ｘ⁃Ｚ 平面发生径向均

匀膨胀，最终将超过圆台顶部的边界。 这一增长现

象和泡芙的制作过程较为吻合。

４　 结　 论

本文基于变形梯度的乘法分解，选用第二 Ｐ⁃Ｋ
应力张量和格林应变张量，首次建立了 ＣＳ⁃ＦＥＭ 模

拟可膨胀软材料在大变形下增长行为的数值框架，
给出了材料刚度矩阵和几何刚度矩阵的光滑有限元

表达形式，模拟了可膨胀软材料在各向同性、各向异

性增长张量作用下的增长行为，模拟结果和已有文

献中的数值结果进行了对比。 模拟结果中构型的变

化规律和特征与已有文献中的结果吻合较好。 模拟

结果发现：
１） 在相同的增长分量情况下，各向异性增长激

励可膨胀软材料的变形相比各向同性增长更小。
２） 对于各向异性增长行为，通过设置增长张量

分量关于坐标的函数形式，可以调节软材料的增长

形态。
３） 本文建立的 ＣＳ⁃ＦＥＭ 数值框架可以有效地

模拟可膨胀软材料的大变形增长行为，可以帮助揭

示自然界中花瓣、植物茎生长现象和生活中泡芙制

作过程的力学机理。
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第 １ 期 彭帆，等：基于 ＣＳ⁃ＦＥＭ 的可膨胀软材料三维增长模拟
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