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基于特征值聚类的 ＭＵＳＩＣ 算法

张明洋， 查淞元， 刘雨东

（上海船舶电子设备研究所， 上海　 ２０１１０８）

摘　 要：传统 ＭＵＳＩＣ 算法需要预先知道目标信号源的个数，进一步确定信号子空间和噪声子空间的

维数，最后进行谱峰搜索。 在实际工程中，无法预知待测目标的个数，针对这一问题，提出了一种基于

密度聚类算法的改进型 ＭＵＳＩＣ 算法。 该算法将协方差矩阵的特征值进行聚类，通过 ＤＢＳＣＡＮ 聚类算

法可求出目标信号源的个数，再进一步估计出目标的方位。 仿真结果表明：提出的改进算法在信号源

个数未知的情况下能够准确估计出信号源的个数和方位，较传统的 ＭＵＳＩＣ 算法有更大实用性。
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　 　 多重信号分类法（ＭＵＳＩＣ）因其多信号同时测

向、适用短数据情况、高精度测向等优点而被广泛应

用在方位估计中。 但在实际工程中却受到掣肘，主
要是由于以下原因：对于相干信号的估计结果基本

失去准确性；需进行特征值分解和谱峰搜索，计算量

较大，无法满足实时性；需预先知道目标信号源的个

数，无法满足实际情况。 针对以上问题，相关学者开

展了大量的研究，提出了各类改进方法。
针对计算复杂度较高这一问题，Ｒｏｏｔ⁃ＭＵＳＩＣ 通

过将谱峰搜索问题转化为多项式求根问题，大大降

低了复杂度，但当阵列规模不断增大时，求根多项式

阶数提高，运算速度大幅降低［１⁃２］。 Ｒｅｎ 等［３］对 Ｒｏｏｔ
－ＭＵＳＩＣ 进行了改进，通过重构新的数据向量将多

项式的阶数降至信号源个数，从而降低了算法的计

算量，但这种算法降低了对目标的估计精度。 佘黎

煌等［４］ 针对低复杂度 Ｒｏｏｔ⁃ＭＵＳＩＣ 快速算法的精度

较低问题，提出了一种具有精度补偿的低复杂度

Ｒｏｏｔ⁃ＭＵＳＩＣ 算法。 针对相干信号估计不准确这一

问题， 周 小 军 等［５］ 提 出 了 ＩＭＭＵＳＩＣ （ ｉｍｐｒｏｖｅｄ
ＭＵＳＩＣ） 算法， 通过重 构 协 方 差 矩 阵 使 其 具 有

Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 特征，进而得到相干信源的 ＤＯＡ 估计。
Ｋａｍｉｙａ等［６］使用了 ２ 个循环相关矩阵和相应的循环

后向矩阵（２ＭＣＣ⁃ＣＢ），得到了较高的估计精度，大

大提高了 ＤＯＡ 估计的性能。 针对实际信源个数未

知这一问题，黄紧德等［７］将 ＩＣＡ 和 ＭＵＳＩＣ 算法相结

合，提出了一种改进算法，在算法迭代的过程中不仅

得到了信源的方位信息，还得到了未知信源的个数。
陀秋艳等［８］ 应用全空间加权修正算法和投影分解

修正算法，实现了信源数目未知时 ＭＵＳＩＣ 算法的方

位准确估计。
经典 ＭＵＳＩＣ 算法在未知信源个数的条件下可

通过接收信号协方差矩阵特征值的分解来进行估

计，将特征值远大于其他特征值的个数作为目标信

源的个数，但是这种解决方法并不适用于低信噪比、
快拍数小的情况，一旦信号源个数与估计结果不一

致，将会使得 ＭＵＳＩＣ 算法估计结果不可靠甚至完全

失效。 针对这一问题，本文通过聚类算法实现了较

低信噪比下的目标源个数的估计，进而提高 ＭＵＳＩＣ
算法的实用性。

１　 传统 ＭＵＳＩＣ 算法

假设有 Ｍ 个阵元构成均匀直线阵，相邻阵元间

距 ｄ，每个阵元接收到 Ｄ 个独立信号源的发射信号，
则可以建立阵列信号的数学模型：
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图 １　 等距线列阵接收目标信号示意图

第 ｋ个信号（ｋ ＝ １，２，…，Ｄ） 到达第ｍ 个阵元的

数学表达式为

ｘｍｋ（ ｔ） ＝ Ａｋ（ ｔ － τｍｋ）ｅｊω（ ｔ －τｍｋ） ＋ ｎ（ ｔ） （１）
式中： ｘｍｋ（ ｔ） 下标表示第 ｍ 个阵元接收第 ｋ 个目标

信号；Ａｋ 表示接收到的目标信号复包络；ω表示目标

信号角频率，ω ＝ ２πｆ；ｎ（ ｔ） 表示阵元接收到的噪声，
假设为高斯白噪声，且与信号不相关。 τｍ 是由于波

程差产生的时间延迟，τｍｋ ＝ （ｍ － １）ｄｓｉｎ（θｋ） ／ ｃ。
对于窄带信号，有如下近似关系

Ａｋ（ ｔ － τｍｋ） ≈ Ａｋ（ ｔ） （２）
　 　 可以将（１）式写为： ｘｍｋ（ ｔ） ＝ Ａｋ（ ｔ）ｅｊω（ ｔ －τｍｋ） ＋
ｎ（ ｔ）。 最终，可以得到第 ｍ 个阵元接收到 ｋ 个所有

目标信号源的数学表达式

ｘｍ（ ｔ） ＝ ∑
Ｄ

ｋ ＝ １
Ａｋ（ ｔ）ｅｊω（ ｔ －τｍｋ） ＋ ｎｍ（ ｔ） ＝

　 ∑
Ｄ

ｋ ＝ １
Ａｋ（ ｔ）ｅｊ２π ｃ

λ （ ｔ －
（ｍ－１）ｄｓｉｎθｋ

ｃ ） ＋ ｎｍ（ ｔ）
（３）

　 　 令 ｓｋ（ ｔ） ＝ Ａｋ（ ｔ）ｅｊ２π ｃ
λ ｔ，对（３） 式进行化简为

ｘｍ ＝ ∑
Ｄ

ｋ ＝ １
ｓｋ（ ｔ）ｅ

－ｊ２π
（ｍ－１）ｄｓｉｎθｋ

λ ） ＋ ｎｍ（ ｔ） （４）

用矩阵的形式表示 Ｍ 个阵元接收到的快拍数据：
ｘ１（ ｔ）
ｘ２（ ｔ）
︙

ｘＭ（ ｔ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

＝ Ａ

ｓ１（ ｔ）
ｓ２（ ｔ）
︙

ｓＤ（ ｔ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

＋ Ｎ（ ｔ） （５）

式中

Ａ ＝

１ １ … １

ｅ －ｊ２π
ｄｓｉｎθ１

λ ｅ －ｊ２π
ｄｓｉｎθ２

λ … ｅ －ｊ２π
ｄｓｉｎθＤ

λ

︙ ︙ ︙

ｅ －ｊ２π
（Ｍ－１）ｄｓｉｎθ１

λ ｅ －ｊ２π
（Ｍ－１）ｄｓｉｎθ２

λ … ｅ －ｊ２π
（Ｍ－１）ｄｓｉｎθＤ

λ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

（６）
矢量矩阵表示

Ｘ ＝ ＡＳ ＋ Ｎ （７）

式中

Ｘ ＝ ［ｘ１（ ｔ）　 ｘ２（ ｔ）　 …　 ｘＭ（ ｔ）］ Ｔ

Ｓ ＝ ［ ｓ１（ ｔ）　 ｓ２（ ｔ）　 …　 ｓＭ（ ｔ）］ Ｔ

Ａ ＝ ［ａ（θ１）　 ａ（θ２）　 …　 ａ（θＤ）］

ａ（θｋ） ＝ １ ｅ －ｊ２π
ｄｓｉｎ（θｋ）

λ … ｅ －ｊ２π
（Ｍ－１）ｄｓｉｎ（θｋ）

λ[ ]
Ｔ

　 　 ＭＵＳＩＣ 算法的基本思想：将接收到的信号数据

求协方差矩阵，该协方差矩阵可以分解为噪声子空

间和信号子空间，最后构造空间谱函数，通过谱峰搜

索对目标方位进行估计。
假设目标信号与高斯白噪声完全不相关，且该

噪声的方差为 σ２，所以

ＲＸＸ ＝ Ｅ（ＸＸＨ） ＝ ＡＲＳＳＡＨ ＋ σ２Ｉ （８）
　 　 ＲＸＸ 有Ｍ － Ｄ个值为 σ ２ 的最小特征值，对应为

噪声，称为噪声特征值；有Ｄ个大于 σ ２ 的特征值，对
应于信号，称为信号特征值

λ１ ≥ λ２ ≥ … ≥ λＤ＋１ ＝ λＤ＋２ ＝ … ＝ λＭ ＝ σ２

（９）
　 　 设 λ １ 为ＲＸＸ 的噪声特征值，ｖｉ 为特征值 λ ｉ 对应

的特征向量则有

λ ｉｖｉ ＝ ＲＸＸｖｉ ＝ （ＡＲＳＳＡＨ ＋ σ２Ｉ）ｖｉ （１０）
　 　 根据前面分析， λ １ ＝ σ ２，得到结果如下

ＡＲＳＳＡＨｖｉ ＝ ０ （１１）
　 　 ＡＨＡ 是一个 Ｄ × Ｄ 的满秩矩阵，ＲＳＳ 同样也为

Ｄ∗Ｄ 的满秩矩阵，所以它们的逆都存在，对（１１） 式

左乘 Ｒ －１
ＳＳ （ＡＨＡ） －１ＡＨ

Ｒ －１
ＳＳ （ＡＨＡ） －１ＡＨＡＲＳＳＡＨｖｉ ＝ ０ （１２）

　 　 化简后可得：
ＡＨｖｉ ＝ ０ （１３）

　 　 至此已经证明，噪声子空间和矩阵 Ａ 的列向量

（即导向矢量）相正交，而导向矢量中包含目标信号

的方位信息。
假设将分解得到的噪声特征值对应的特征向量

构造为一个噪声矩阵

Ｇｎ ＝ ［ｖＤ＋１，ｖＤ＋２，…，ｖＭ］ （１４）
　 　 定义空间谱 ＰＭＵＳＩＣ（θ）

ＰＭＵＳＩＣ（θ） ＝ １
ａＨ（θ）ＧｎＧＨ

ｎ ａ（θ）
（１５）

　 　 （１５）式中分母为导向矢量和噪声矩阵的内积，
当 ａ（θ） 与Ｇｎ 的各列正交时，该分母为零，但由于噪

声存在，它实际是最小值，ＰＭＵＳＩＣ（θ） 为一尖峰值，通
过谱峰搜索可得到波达角。

·５７５·
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２ 　 未知信源个数下的改进 ＭＵＳＩＣ
算法

２．１　 全空间加权修正 ＭＵＳＩＣ 算法

文献［８］的全空间加权修正 ＭＵＳＩＣ 算法使用了

协方差矩阵全部的特征向量，但在构造噪声矩阵时，
通过对不同特征向量施加权不同的权重，以使不同

特征向量对谱估计结果产生不同的作用。 构造新的

噪声矩阵

Ｇ ＝ １
λα

１

ｖ１，
１
λα

２

ｖ２，…， １
λα

Ｍ

ｖＭ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú （１６）

式中： λ ｉ 为协方差矩阵的特征值；α 为调节指数用

来调节加权的效果。 因为信号特征值一般大于其他

特征值，所以调节 α 能够减弱信号特征向量对谱估

计结果的影响。
算法流程：
１） 对接收数据的协方差矩阵进行特征值分解，

得到 Ｍ 个特征值和特征向量。
２） 构造新的噪声矩阵 Ｇ。
３） 得到 ＭＵＳＩＣ 谱估计结果

ＰＭＵＳＩＣ（θ） ＝ １
ａＨ（θ）ＧＧＨａ（θ）

２．２　 基于密度聚类的改进 ＭＵＳＩＣ 算法

密度聚类是一种无监督学习算法，通过数据之

间分布的紧密程度来对样本进行分类。 ＤＢＳＣＡＮ
（ｄｅｎｓｉｔｙ⁃ｂａｓｅｄ ｓｐａｔｉａｌ ｃｌｕｓｔｅｒｉｎｇ ｏｆ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ
ｎｏｉｓｅ）算法是一种经典的密度聚类算法，通过一组

邻域来描述数据分布的紧密程度。 给定数据集 Ｄ ＝
｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ｝，下面给出算法相关的定义［９］：

ε⁃ 邻域：对 ｘ ｊ ∈ Ｄ，其 ε⁃ 邻域包含数据集 Ｄ 中

与 ｘ ｊ 的距离不大于 ε 的数据。
核心对象：若 ｘ ｊ 的 ε⁃ 邻域至少包含 ＰｍｉｎＰｔｓ 个样

本，即 Ｎε（ｘ ｊ） ≥ ＰｍｉｎＰｔｓ，则 ｘ ｊ 是核心对象。
密度直达：若 ｘ ｊ 位于 ｘｉ 的 ε⁃邻域中，且 ｘｉ 为核

心对象，则称 ｘ ｊ 由 ｘｉ 密度直达。
密度可达：对 ｘｉ 与 ｘ ｊ，若存在样本序列 ｐ１，ｐ２，

…，ｐｎ，其中 ｐ１ ＝ ｘｉ，ｐｎ ＝ ｘ ｊ，且 ｐｉ ＋１ 由 ｐｉ 密度直达，则
称 ｘ ｊ 由 ｘｉ 密度可达。

ＤＢＳＣＡＮ 算法如下：
输入：数据集，邻域半径 ＲＥｐｓ，邻域中数据对象

数目阈值 ＰｍｉｎＰｔｓ；

１） 从数据集中任意选取一个数据点 ｐ；
２） 如果对于参数 ＲＥｐｓ 和 ＰｍｉｎＰｔｓ，所选取的数据

点 ｐ 为核心对象，则找出所有从 ｐ 密度可达的数据

点，形成一个簇；
３） 如果选取的数据点 ｐ 是边缘点，选取另一个

数据点；
４） 重复步骤 ２） ～３），直到所有点被处理

ＭＵＳＩＣ 算法中对目标源个数进行估计可以转

化为对协方差矩阵特征值的分类，可将特征值分为

噪声特征值和信号特征值。 其中信号特征值明显大

于噪声特征值，因此使用 ＤＢＳＣＡＮ 聚类算法可将信

号特征值标记为噪音点，通过计算噪音点的个数来

计算目标源的个数。
基于 ＤＢＳＣＡＮ 特征值聚类的 ＭＵＳＩＣ 算法流程

如下：
１） 令接收数据仅为噪声数据，对协方差矩阵进

行特征值分解。
２） 对Ｍ 个噪声特征值进行分析，给出 ＤＢＳＣＡＮ

算法的 ＲＥｐｓ和 ＰｍｉｎＰｔｓ参数取值。
３） 对含有回波信号数据的协方差矩阵进行特

征值分解，得到 Ｍ 个特征值和特征向量。
４） 对 Ｍ 个特征值进行 ＤＢＳＣＡＮ 算法聚类，得

到信源个数 ｊ。
５） 构造新的噪声矩阵 Ｇ ＝ ［ｖ１，ｖ２，…，ｖＭ－ｊ］。
６） 得到 ＭＵＳＩＣ 谱估计结果：

ＰＭＵＳＩＣ（θ） ＝ １
ａＨ（θ）ＧＧＨａ（θ）

３　 仿真分析

仿真参数选取时，选用阵元数为 ３０ 的均匀直线

阵，目标源数为 ３，目标源是中心频率为 １０ ｋＨｚ 的窄

带信号，噪声取均值为 ０、平均功率 １ 的高斯白噪

声，快拍数为 １ ０００。 全空间加权修正算法中的调节

指数 α 设为 ４，邻域半径为 １８０，对象数目阈值为 ５。
分析以上方法的性能。

实验一：对 ３ 种方法的高分辨性能进行考察。
假设存在 ３ 个目标源，其入射角度分别为 ４８°，５０°，
５２°；信噪比均设为 １５ ｄＢ。

从图 ２ 可以看出 Ｃａｐｏｎ 算法即使在信噪比为

１５ ｄＢ 的强目标回波信号下也很难分辨出目标源的

个数及其准确方位，算法的分辨率较低，估计效果

差。 而全空间加权 ＭＵＳＩＣ 算法和基于特征值聚类

·６７５·



第 ３ 期 张明洋，等：基于特征值聚类的 ＭＵＳＩＣ 算法

图 ２　 ３ 种方法的分辨性能对比图

的 ＭＵＳＩＣ 算法则能够明显分辨出 ４°以内的多个目

标，达到超分辨的效果。 因此改进后的算法即使多

个目标处在同一个波束内，依然能够准确估计出多

个目标的具体方位。
实验二：对 ＤＢＳＣＡＮ 算法低信噪比下的聚类效

果进行考察。 假设存在 ３ 个目标源，其入射角度分

别为 ７０°，５０°，９０°；信噪比设为 ０，－１０，－１５ ｄＢ。
为对聚类结果进行可视化，对特征值进行了处

理，处理后的特征值为 １０∗ｌｇ（真实特征值）。 图 ３
中最大的特征值对应信噪比为 ０ ｄＢ 的强目标回波

信号，蓝色标记最小的特征值对应信噪比为－２０ ｄＢ
的弱目标回波信号。 从图中可以看出，基于特征值

聚类的 ＭＵＳＩＣ 算法在强目标的掩盖下依然能够有

效区分出弱目标的特征值，这说明在使用 ＤＢＳＣＡＮ
算法对特征值进行聚类时，其聚类结果不受异常值

的影响，因此该算法对于不同目标强度的信源依然

能够取得较好的估计结果。
实验三：在不同参数下，对 ＤＢＳＣＡＮ 算法的聚

类效果进行分析。 假设存在 ２ 个目标，其目标强度

相同，使用该算法对目标个数进行 １ ０００ 次估计，计
算其正确估计的概率。

图 ４ 和图 ５ 分别给出了 ２ 种参数对聚类结果的

影响。 在选取邻域半径时，若半径范围选取较小，在
低信噪比时，能够取得较好的聚类效果，但对噪声特

征值很敏感，容易将噪声特征值标记为信号特征值；
若邻域半径选取较大，在低信噪比时，容易将信号特

征值标记为噪声特征值。 在选取对象数目阈值时，
较大的对象数目阈值在低信噪比下能够取得较好的

聚类效果，较小的阈值则在高信噪比下更适合。 在

实际应用中，应当根据实际的背景噪声来确定参数

的选取。

图 ３　 ＤＢＳＣＡＮ 算法聚类结果示意图　 　 　 　 　 　 图 ４　 不同邻域半径 ＲＥｐｓ 图 ５　 不同对象数目阈值 ＰｍｉｎＰｔｓ

对聚类结果的影响 对聚类结果的影响

４　 结　 论

在目标信号源未知的情况下，本文提出了一种

基于特征值聚类的改进型 ＭＵＳＩＣ 算法，给出了算法

的流程，然后通过仿真验证了其超分辨性能，强目标

下对弱目标特征值的聚类效果，最后给出不同参数

对聚类效果的影响。 应当指出的是，在对目标源个

数进行判定时，漏判目标会导致将信号子空间当成

噪声子空间，此时对目标方位的估计将会产生错误；
若多判目标将会减少噪声子空间的个数，对目标方

位估计的结果影响有限。 因此在对 ＤＢＳＣＡＮ 算法

选取参数时尽量将邻域半径选取在较小的水平。
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ｐｅｒｍｉｔｓ ｕｎｒｅｓｔｒｉｃｔｅｄ ｕｓｅ， ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ， ａｎｄ ｒｅｐｒｏｄｕｃｔｉｏｎ ｉｎ ａｎｙ ｍｅｄｉｕｍ， ｐｒｏｖｉｄｅｄ ｔｈｅ ｏｒｉｇｉｎａｌ ｗｏｒｋ ｉｓ ｐｒｏｐｅｒｌｙ ｃｉｔｅｄ．
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