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摘　 要：针对参数不确定条件下高超声速飞行器再入滑翔轨迹设计问题，研究了一种增强抗干扰能力

和过程可靠性的鲁棒轨迹优化方法。 构建不确定条件下再入滑翔鲁棒轨迹优化模型，并设计了基于

高斯求积与非嵌入式混沌多项式的不确定性量化传播算法，从而将其转化为维数扩展的确定性轨迹

优化问题；利用凸优化技术对该问题进行凸化和离散，设计了一种基于序列凸优化算法的轨迹优化求

解策略，以实现对该高维确定性问题的快速求解。 以美国 Ｘ⁃３３ 的高超声速滑翔再入为例进行了仿真

验证。 结果表明，与传统确定性轨迹优化算法相比，所提方法能够有效降低随机干扰对再入滑翔轨迹

的影响，从而提升轨迹的可靠性与鲁棒性；与现有典型鲁棒轨迹优化方法相比，所提方法具有相当的

精度和显著的计算效率优势。
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　 　 轨迹优化设计技术是高超声速滑翔飞行器的关

键技术之一，也是近年来研究的热点问题［１⁃３］。 多

种复杂约束和典型飞行任务条件给高超声速滑翔弹

道优化设计带来了严峻挑战，这使得以直接法［３⁃４］

为代表的数值优化方法成为了解决该问题的主要途

径。 其中，伪谱法以较少的计算量和较高的精度优

势被普遍使用［３］，但仍难以实现多约束复杂条件下

的弹道快速生成，而凸优化方法［４］ 因具有多项式复

杂度、收敛速度快等特点，已被广泛应用于高超声速

等航空航天领域的轨迹优化任务［４⁃７］。 然而，现有

的高超声速轨迹优化研究大都未考虑不确定性的影

响，即轨迹优化研究通常仅注重标称情况下轨迹性

能提升，而未考虑真实情况下轨迹的鲁棒性和可靠

性。 因此，部分学者逐步将研究重点聚焦于不确定

性量化传播技术［８⁃１０］以及考虑参数不确定性的鲁棒

轨迹优化方法［１０⁃１５］。
典型的不确定性量化及传播方法包括蒙特卡洛

法（Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ，ＭＣ）、线性协方差分析法、无迹变换

法以及混沌多项式展开法等［８⁃１２］，这些方法在不确

定性量化传播及鲁棒优化中得到了较为广泛的应

用。 其中，混沌多项式（ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ ｃｈａｏｓ，ＰＣ）方法

将随机变量表示为随机正交多项式的加权求和，能
够以较低的计算代价获得与 ＭＣ 法相当的精度［１２］。
鉴于 ＰＣ 与直接法的优势，诸多研究将二者结合，设
计了基于嵌入式［１０⁃１１］ 与非嵌入式［１２⁃１５］ 的问题转化

策略。 Ｆｉｓｈｅｒ 等［１０］ 首次基于嵌入式策略将随机最

优控制问题转化为高维确定性问题，并采用配点法

对该问题进行求解。 Ｊｉａｎｇ 等［１３］ 则将非嵌入式策略

与 ｈｐ 伪谱法相结合，解决了火星再入鲁棒轨迹优化

设计问题。 Ｗａｎｇ 等［１１］提出了一种基于嵌入式策略

与凸优化的鲁棒轨迹优化方法，并与基于高斯伪谱

法的方法进行对比，证明了所提方法在精度相当的

情况下，计算效率显著提高。 杨奔等［１５］ 则将非嵌入

式策略与凸优化结合，提升了气动参数扰动下再入

轨迹设计的可靠性。
基于 ＰＣ 和直接法的随机问题求解技术虽然已

被逐步用于鲁棒轨迹优化，但仍存在计算效率低、通
用性较差以及难于处理多维不确定性等问题，因而
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限制了其在复杂约束及强非线性鲁棒优化问题中的

应用。 此外，现有的公开成果亦存在未综合考虑轨

迹鲁棒性和可靠性等不足。 因此，本文提出了一种

兼顾过程安全性与终端鲁棒性的再入滑翔轨迹优化

设计方法，该方法主要包含两部分关键技术：①构建

基于非嵌入式混沌多项式和高斯求积策略的不确定

性量化传播模型，实现随机问题的转化；②设计基于

序列凸优化的鲁棒轨迹快速优化求解策略及算法。
最终，以 Ｘ⁃３３ 再入滑翔飞行为例进行仿真，验证了

方法的有效性与快速收敛性。

１　 轨迹优化问题描述

１．１　 确定性再入轨迹优化建模

假设地球为旋转圆球，建立以无量纲能量 ｅ 为

自变量的三自由度再入滑翔无量纲运动方程［４］

ｒ′ ＝ ｓｉｎγ ／ Ｄ
θ′ ＝ ｃｏｓγｓｉｎψ ／ ｒＤｃｏｓϕ
ϕ′ ＝ ｃｏｓγｃｏｓψ ／ ｒＤ
γ′ ＝ ［Ｌｃｏｓυ ＋ （Ｖ２ － １ ／ ｒ）ｃｏｓγ ／ ｒ ＋
　 ２ΩＶｃｏｓϕｓｉｎψ ＋ Ω２ｒｃｏｓϕ（ｃｏｓγｃｏｓϕ ＋
　 ｓｉｎγｃｏｓψｓｉｎϕ）］ ／ Ｖ２Ｄ
ψ′ ＝ ［Ｌｓｉｎυ ／ ｃｏｓγ ＋ Ｖ２ｃｏｓγｓｉｎψｔａｎϕ ／ ｒ －
　 ２ΩＶ（ｔａｎγｃｏｓψｃｏｓϕ － ｓｉｎϕ） ＋
　 Ω２ｒｓｉｎψｓｉｎϕｃｏｓϕ ／ ｃｏｓγ］ ／ Ｖ２Ｄ
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（１）

式中，自变量为无量纲能量 ｅ ＝ １ ／ ｒ － Ｖ２ ／ ２，无量纲状

态量 Ｘ ＝ ［ ｒ，θ，ϕ，γ，ψ］ Ｔ；ｒ 为无量纲地心距，Ｖ 为无

量纲速度，θ 为地心经度，ϕ 为地心纬度，γ 为当地速

度倾角，ψ为航迹偏航角，υ为倾侧角，控制量取为攻

角 α 和倾侧角 υ，即 ｕ ＝ ［α，υ］ Ｔ。
无量纲升力和阻力加速度 Ｌ，Ｄ 计算公式为

Ｌ ＝ ０．５ＲｅρＶ２ＳｒｅｆＣＬ ／ ｍ０

Ｄ ＝ ０．５ＲｅρＶ２ＳｒｅｆＣＤ ／ ｍ０

（２）

式中： ｍ０ 为常值质量；Ｓｒｅｆ 参考面积；Ｒｅ 为地球半径；
升力及阻力系数 ＣＬ，ＣＤ 均为攻角 α 和马赫数 Ｍａ 的

函数；大气密度 ρ采用指数模型 ρ ＝ ρ ０ｅ
－βｈ 进行计算；

ｈ 为飞行高度。
攻角控制指令由预设剖面 α ＝ α（Ｍａ） 直接给

出，故待设计控制量仅为倾侧角 υ，且需要满足以下

约束

υｍｉｎ ≤ υ ≤ υｍａｘ （３）

　 　 轨迹优化的边界条件包括初始状态约束和终端

状态约束

Ｘ（ｅ０） ＝ Ｘ０

Ｘ（ｅｆ） ＝ Ｘｆ
{ （４）

式中： Ｘ０ 与 Ｘｆ 由具体任务给定；ｅ０ 与 ｅｆ 分别为初始

状态和终端状态对应的能量。
此外，再入飞行过程中需要满足以下驻点热流

Ｑ̇、动压 ｑ、总过载 ｎ 等过程约束

Ｑ̇ ＝ ｋＱ ｇ０Ｒ０
３．１５

ρ Ｖ３．１５ ≤ Ｑ̇ｍａｘ

ｑ ＝ ０．５ｇ０Ｒ０ρＶ２ ≤ ｑｍａｘ

ｎ ＝ Ｌ２ ＋ Ｄ２ ≤ ｎｍａｘ

ì
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（５）

式中： ｋＱ 为热流密度系数；Ｑ̇ｍａｘ，ｑｍａｘ 以及 ｎｍａｘ 分别为

热流密度、动压、过载峰值。
考虑到约束施加的便捷性，（５） 式的过程约束

可转化为地心距约束［４］

ｒ（ｅ） ≥ ｌＱ（ｅ）
ｒ（ｅ） ≥ ｌｑ（ｅ）
ｒ（ｅ） ≥ ｌｎ（ｅ）

ì

î

í

ï
ï

ïï

（６）

式中， ｌＱ（ｅ），ｌｑ（ｅ），ｌｎ（ｅ） 可 以 通 过 反 解 （５） 式

得到。
定义 Ｌ（ｅ） ＝ｍａｘ｛ ｌＱ（ｅ），ｌｑ（ｅ），ｌｎ（ｅ）｝，（６） 式可

以表示为

ｒ（ｅ） ≥ Ｌ（ｅ） （７）
　 　 考虑飞行时间最短问题，即以飞行时间作为目

标函数，则有

ｍｉｎＪ ＝ ∫τｆ
τ０
１ｄτ ＝ ∫ｅｆ

ｅ０
（１ ／ ＤＶ）ｄｅ （８）

式中， τ 为无量纲时间。
综合（１）、（３）、（４）、（７）、（８）式，即可构建以飞

行时间最短作为优化目标的确定性再入轨迹优化问

题 Ｐ０。
１．２　 不确定性因素建模

再入滑翔飞行所面临的不确定性主要包括再入

初始状态，以及大气密度、气动力系数等动力学参数

的不确定性，具体可建模描述为

Ｘ（ｅ０） ＝ 􀭺Ｘ（ｅ０） ＋ ｄｉａｇ（σＸ０）ΔＸ０

ｃ ＝ （Ｉ３×３ ＋ δ ｃΔｃ）􀭰ｃ
（９）

且有

σＸ０ ＝ ［σｒ０，σθ０，σϕ０，σγ０，σψ０］ Ｔ

ΔＸ０ ＝ ［Δｒ０，Δθ０，Δϕ０，Δγ０，Δψ０］ Ｔ （１０）

·１５８·
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ｃ ＝ ［ρ，ＣＬ，ＣＤ］ Ｔ

δ ｃ ＝ ｄｉａｇ（δρ，δＣＬ
，δＣＤ

）

Δｃ ＝ ［Δρ，ΔＣＬ
，ΔＣＤ

］ Ｔ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１１）

式中： ｃ 为动力学参数向量；σ 为标准差；δ 为标准差

与标称值之比；上划线“ －” 代表标称情况。 随机变

量 Δ之间相互独立且服从一定的分布特征。 为了下

文描述方便，定义随机变量 Ｓ ＝ ［ΔＴ
Ｘ０，ΔＴ

ｃ ］ Ｔ。
１．３　 鲁棒再入轨迹优化问题描述

在问题 Ｐ０ 中引入参数不确定性，则其状态量、
目标函数、约束条件均为关于随机变量 Ｓ 的随机函

数，为尽可能降低随机干扰对寻优结果的影响，即当

存在不确定性时，预期轨迹离散度在统计意义上尽

可能小，需要在目标函数、约束函数中引入随机量的

统计矩，故可将问题 Ｐ０ 转化为 Ｐ１ 进行描述

ｆｉｎｄ υ（ｅ）
ｍｉｎ μ（Ｊ（Ｘ（ｅ，Ｓ），ｅ，Ｓ）） ＋
　 ｋＪ［σ２（θ（ｅｆ，Ｓ）） ＋ σ２（ϕ（ｅｆ，Ｓ））］

ｓ．ｔ． Ｘ̇（ｅ，Ｓ） ＝ ｆ（Ｘ（ｅ，Ｓ），υ（ｅ），ｅ，Ｓ）
｛μ（ ｒ（ｅ，Ｓ） － Ｌ（Ｘ，ｅ，Ｓ）） －
　 ｋＣσ（ ｒ（ｅ，Ｓ） － Ｌ（Ｘ，ｅ，Ｓ））｝ ≥ ０
　 υｍｉｎ ≤ υ（ｅ） ≤ υｍａｘ

　 μ（Ｘ（ｅ０，Ｓ）） ＝ 􀭺Ｘ（ｅ０）
　 σ（Ｘ（ｅ０，Ｓ）） ＝ σＸ０

　 μ（Ｘ（ｅｆ，Ｓ）） ＝ Ｘｆ

ì
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（１２）

式中： μ（·） 和 σ（·） 分别表示随机函数（·） 的均值

和标准差；Ｘ（ｅ，Ｓ） 表示考虑随机干扰的状态量；ｋＪ，
ｋＣ 为非负权重系数。

问题 Ｐ１ 中，状态、约束、目标函数均为非线性随

机函数，传统的确定性优化算法无法直接对其进行

求解，一般需要引入不确定性量化传播技术计算相

关统计量并处理随机动力学方程，进而采用高效优

化算法求解转化所得到的高维确定性问题。

２　 再入滑翔随机最优控制问题转化

本节将非嵌入式混沌多项式与高斯求解策略相

结合，建立了不确定性量化传播模型，从而将再入滑

翔鲁棒轨迹优化问题转化为高维状态空间中的等价

确定性优化问题。 以下给出算法原理及实现步骤。
２．１　 非嵌入式混沌多项式算法原理

非嵌入式混沌多项式方法的核心思路在于对弹

道模型的转换和样本点的选取，即通过随机变量取

值空间上的积分点代替随机样本点，极大减少了模

型的求解次数［１６］。
首先，考虑形如（１２）式的随机微分方程，其解

Ｘ ＝Ｘ（ｅ，Ｓ） 采用以下混沌多项式进行逼近［１２］

Ｘ（ｅ，Ｓ） ≈ 􀭾Ｘ（ｅ，Ｓ） ＝ ∑
Ｐ

ｉ ＝ ０

􀭾Ｘｉ（ｅ）Φｉ（Ｓ） （１３）

式中： 􀭾Ｘｉ（ｅ） ＝ ［􀭴ｒｉ，􀭴θｉ，􀭾ϕｉ，􀭹γｉ，􀭹ψｉ］ Ｔ 为多项式系数；
Φｉ（Ｓ） 是与随机变量 Ｓ 分布类型相对应的正交基函

数。 根据 Ａｓｋｅｙ 法则［１６］，对于给定分布的随机向量

Ｓ， 存在相应的正交基函数 Φ（Ｓ） 以及权函数

Ｗ（Ｓ），详细对应关系可参考文献［１６］。
多项式展开的项数 Ｐ ＋ １ 可由（１４）式确定

Ｐ ＋ １ ＝ （ｐ ＋ ｄ）！
ｐ！ｄ！

（１４）

式中： ｐ 为多项式的阶数，其取值决定了多项式逼近

的程度；ｄ 为随机向量 Ｓ 的维数。
ｐ 和 ｄ 确定后，（１３） 式中 Φｉ（Ｓ） 的解析表达式

即可对应确定，多项式系数 􀭾Ｘｉ（ｅ） 可采用高斯求积

法［１２］ 求解，其紧凑格式为

􀭾Ｘｉ（ｅ） ＝ ∑
Ｑ

ｍ ＝ １
Ｘ（ｅ，ｓｍ）

Φｉ（ｓｍ）
＜ Φ２

ｉ ＞
τｍ （１５）

式中： Ｑ ＝ ｎｄ 为随机空间的配点总数；ｎ 为 Ｓ 中单维

随机变量的配点数；τｍ 为配点 ｓｍ 对应的权重系数；
Ｘ（ｅ，ｓｍ） 可在配点 ｓｍ 处积分确定性运动方程得到。

类似地，考虑（１２） 式中的目标函数 Ｊ（Ｘ，ｅ，Ｓ）、
约束函数 Ｌ（Ｘ，ｅ，Ｓ） 一般亦为状态 Ｘ（ｅ，Ｓ） 的函数，
故其混沌多项式展开形式为

Ｊ（Ｘ（ｅ，Ｓ），ｅ，Ｓ） ≈ ∑
Ｐ

ｉ ＝ ０

􀭴Ｊｉ（ｅ）Φｉ（Ｓ） （１６）

Ｌ（Ｘ（ｅ，Ｓ），ｅ，Ｓ） ＝ ∑
Ｐ

ｉ ＝ ０

􀭹Ｌｉ（ｅ）Φｉ（Ｓ） （１７）

多项式系数 􀭴Ｊｉ（ｅ），􀭹Ｌｉ（ｅ） 可通过（１８） ～ （１９）式求解

􀭴Ｊｉ（ｅ） ＝ ∑
Ｑ

ｍ ＝ １
Ｊｍ

Φｉ（ｓｍ）
＜Φ２

ｉ ＞
τｍ （１８）

􀭹Ｌｉ（ｅ） ＝ ∑
Ｑ

ｍ ＝ １
Ｌｍ

Φｉ（ｓｍ）
＜Φ２

ｉ ＞
τｍ （１９）

式中： Ｊｍ ＝ Ｊ（Ｘ（ｅ，ｓｍ），ｅ，ｓｍ）；Ｌｍ ＝ Ｌ（Ｘ（ｅ，ｓｍ），ｅ，
ｓｍ） 可由确定性状态 Ｘ（ｅ，ｓｍ） 求解得到。

至此，已将关于随机变量 Ｓ 的随机问题转化为

混沌多项式系数 􀭾Ｘｉ（ｅ），􀭴Ｊｉ（ｅ），􀭹Ｌｉ（ｅ） 的求解问题。

·２５８·



第 ５ 期 闫循良，等：基于混沌多项式的再入滑翔鲁棒轨迹凸优化

２．２　 再入滑翔随机问题转化

随机状态 Ｘ（ｅ，Ｓ） 的统计特性可通过多项式的

系数 􀭾Ｘｉ（ｅ） 计算［１２］

μ（Ｘ（ｅ，Ｓ）） ＝ 􀭾Ｘ０（ｅ）

σ（Ｘ（ｅ，Ｓ）） ＝ ∑
ｐ

ｉ ＝ １
＜Φ２

ｉ ＞ 􀭾Ｘｉ（ｅ） ２

ì

î

í

ïï

ïï
（２０）

类似地，目标函数 Ｊ（Ｘ，ｅ，Ｓ） 与约束函数 Ｌ（Ｘ，ｅ，Ｓ）
的统计量亦可表征为相似形式。

结合 ２．１ 节的非嵌入式混沌多项式算法和上述

统计量计算公式，可将问题 Ｐ１ 转化为状态扩展的

确定性轨迹优化问题 Ｐ２，即

ｆｉｎｄ υ（ｅ）

ｍｉｎ 􀭴Ｊ０（ｅ） ＋ ｋＪ ∑
Ｐ

ｉ ＝ １
＜Φ２

ｉ ＞ 􀭴θｉ（ｅ） ２ ＋ ∑
Ｐ

ｉ ＝ １
＜Φ２

ｉ ＞ 􀭾ϕｉ（ｅ） ２[ ]

ｓ．ｔ． Ｘ̇ｍ（ｅ，ｓｍ） ＝ ｆ（Ｘｍ（ｅ，ｓｍ），υ（ｅ），ｅ，ｓｍ）， ｍ ＝ １，２，…，Ｑ

　 􀭴ｒ０（ｅ） ≥ 􀭹Ｌ０（ｅ） ＋ ｋＣ ∑
Ｐ

ｉ ＝ １
＜Φ２

ｉ ＞ 􀭴ｒｉ（ｅ） ２ ＋ ∑
Ｐ

ｉ ＝ １
＜Φ２

ｉ ＞ 􀭹Ｌｉ（ｅ） ２
æ

è
ç

ö

ø
÷{ }

　 υｍｉｎ ≤ υ（ｅ） ≤ υｍａｘ

　 􀭾Ｘ０（ｅ０） ＝ 􀭺Ｘ（ｅ０）

　 ∑
Ｐ

ｉ ＝ １
＜Φ２

ｉ ＞ 􀭾Ｘｉ（ｅ０） ２ ＝ σＸ０

　 􀭾Ｘ０（ｅｆ） ＝ Ｘｆ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（２１）

式中， Ｘｍ ＝ ［ ｒｍ，θｍ，ϕｍ，γｍ，ψｍ］ Ｔ。 该问题为一高维

确定性优化问题，其状态维数扩展为 Ｐ１ 问题的 Ｑ
倍。 因此，下文采用凸优化方法对该高维确定性问

题进行求解。

３　 基于序列凸优化的轨迹优化求解

３．１　 凸化处理

为避免抖振问题［４］ 出现，此处定义新的控制变

量 ｕ ＝ ［ｕ１，ｕ２］ Ｔ，有
ｕ１ ＝ ｃｏｓυ， ｕ２ ＝ ｓｉｎυ （２２）

且满足约束

ｕ２
１ ＋ ｕ２

２ ＝ １ （２３）
通过以上对控制向量 ｕ 的定义，（２１） 式的微分方程

可以表示为

Ｘ̇ｍ ＝ ｆ０（Ｘｍ，ｓｍ） ＋ Ｂ（Ｘｍ，ｓｍ）ｕ ＋ ｆΩ（Ｘｍ，ｓｍ） （２４）
　 　 定义 Ｄｍ ＝ Ｄ（ ｒｍ，ｅ，ｓｍ）， Ｌｍ ＝ Ｌ（ ｒｍ，ｅ，ｓｍ），则有

ｆ０（Ｘｍ，ｓｍ） ＝

ｓｉｎγｍ ／ Ｄｍ

ｃｏｓγｍｓｉｎψｍ ／ （ ｒｍＤｍｃｏｓϕｍ）
ｃｏｓγｍｃｏｓψｍ ／ （ ｒｍＤｍ）

（１ － １ ／ （ ｒｍＶ２））（ｃｏｓγｍ ／ （ ｒｍＤｍ））
ｃｏｓγｍｓｉｎψｍ ｔａｎϕｍ ／ （ ｒｍＤｍ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

（２５）

Ｂ（Ｘｍ，ｓｍ） ＝

０３×１ ０３×１

Ｌｍ ／ Ｄｍ

Ｖ２ ０

０
Ｌｍ ／ Ｄｍ

Ｖ２ｃｏｓγｍ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

（２６）

式中：ｆΩ（Ｘｍ，ｓｍ） 为与地球自转相关的小量， 且

ｆ０（Ｘｍ，ｓｍ） 关于Ｘｍ 是非线性的。 以下采用逐次线性

化方法，对相关非线性方程进行凸化处理。
１） 动力学方程凸化

将（２４） 式在第 ｋ次迭代的参考轨迹（Ｘｋ
ｍ，ｕｋ） 附

近进行一阶泰勒展开， 且近似认为 ｆΩ（Ｘｍ，ｓｍ） ≈
ｆΩ（Ｘｋ

ｍ，ｓｍ），则有

Ｘ̇ｍ ＝ Ａ（Ｘｋ
ｍ，ｓｍ）ｘｍ ＋ Ｂ（Ｘｋ

ｍ，ｓｍ）ｕ ＋ ｂ（Ｘｋ
ｍ，ｓｍ）

（２７）
且有

ｂ（Ｘｋ
ｍ，ｓｍ） ＝ ｆ０（Ｘｋ

ｍ，ｓｍ） － Ａ（Ｘｋ
ｍ，ｓｍ）ｘｋ

ｍ ＋

　 ｆΩ（Ｘｋ
ｍ，ｓｍ） （２８）

式中， Ａ（Ｘｋ
ｍ，ｓｍ） 为线性化矩阵，限于篇幅，此处不

再专门给出。 为保证线性化的有效性和精度，添加

信赖域约束：
Ｘｍ － Ｘｋ

ｍ ≤ δ （２９）
式中， δ 表示信赖域半径，ｍ ＝ １，２，…，Ｑ。

·３５８·
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　 　 ２） 目标函数凸化

类似地，考虑目标函数中所包含的非线性函数
􀭴Ｊ０（ｅ），仍然在第 ｋ 次迭代的参考轨迹（Ｘｋ

ｍ，ｕｋ） 附近

进行一阶泰勒展开，则有

　 Ｊｍ ≈ ∫ｅｆ
ｅ０
（ｃ１（ ｒｋｍ，ｅ，ｓｍ） ｒｍ ＋ ｃ２（ ｒｋｍ，ｅ，ｓｍ））ｄｅ （３０）

定义 ａ０ ＝ ２ｍ ／ （ＲｅＳｒｅｆＣＤ（α，Ｍａ，ｓｍ）Ｖ３），则

　 ｃ１（ ｒｋｍ，ｅ，ｓｍ） ＝ ａ０

ρ ｒ（ ｒｋｍ，ｓｍ）
ρ（ ｒｋｍ，ｓｍ） ２

　 ｃ２（ ｒｋｍ，ｅ，ｓｍ） ＝ ａ０
１

ρ（ ｒｋｍ，ｓｍ）
＋
ρ ｒ（ ｒｋｍ，ｓｍ）
ρ（ ｒｋｍ，ｓｍ） ２ｒ

ｋ
ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ （３１）

可得凸函数

􀭴Ｊ０（ｅ） ＝ ∑
Ｑ

ｍ ＝ １
［∫ｅｆ

ｅ０
（ｃ１（ ｒｋｍ，ｅ，ｓｍ） ｒｍ ＋

　 ｃ２（ ｒｋｍ，ｅ，ｓｍ））ｄｅ
Φ０（ ｓｍ）
＜Φ２

０＞
τｍ］ （３２）

　 　 此外，目标函数第二项为凸二次函数，故其整体

即为凸函数。
３） 控制约束凸化

将（２１）式中倾侧角幅值约束转化为对控制量

ｕ１ 的约束，即
ｃｏｓ（υｍａｘ） ≤ ｕ１ ≤ ｃｏｓ（υｍｉｎ） （３３）

　 　 此外，利用松弛技术对（２３）式的非凸附加约束

进行凸化处理

ｕ２
１ ＋ ｕ２

２ ≤ １ （３４）
　 　 为了保证（３４）式的松弛处理有效，本文在目标

函数的基础上引入附加项 ∫ｅｆ
ｅ０
ψｄｅ，详细证明可参见

文献［４］。
４） 过程约束凸化

考虑到（２１）式中过程约束为关于扩展状态 Ｘｍ

的非线性函数，故该过程约束非凸。 基于第 ｋ 次参

考轨迹（Ｘｋ
ｍ，ｕｋ） 可得到地心距下界 ｒｋｍｉｎ，则过程约束

可凸化为

􀭴ｒ０ ≥ ｒｋｍｉｎ （３５）
且有

ｒｋｍｉｎ ＝ 􀭹Ｌｋ
０（ｅ） ＋ ｋＣ ∑

Ｐ

ｉ ＝ １
＜Φ２

ｉ ＞ 􀭴ｒｋｉ（ｅ） ２ ＋

　 ｋＣ ∑
Ｐ

ｉ ＝ １
＜Φ２

ｉ ＞ 􀭹Ｌｋ
ｉ（ｅ） ２ （３６）

至此，问题 Ｐ２ 即转化为等价的高维确定性轨迹凸

优化问题 Ｐ３，限于篇幅，此处不再重复列出。

３．２　 离散化处理

为了应用数值方法对凸化后的问题 Ｐ３ 进行求

解，需要对状态量和控制量进行离散化处理。 将自

变量变化域 ［ｅ０，ｅｆ］ 等间距离散为Ｎ个间隔，自变量

离散为 ［ｅ０，ｅ１，…，ｅＮ］， 状态量 Ｘｍ 离散为 ［Ｘｍ（０），
Ｘｍ（１），…，Ｘｍ（Ｎ）］，控制量离散为［ｕ０，ｕ１，…，ｕＮ］。

采用梯形法则对（２７）式进行离散，可得

Ｘｍ（ｈ＋１） ＝ Ｘｍ（ｈ） ＋ Δｅ
２
（Ａｋ

ｍ（ｈ）Ｘｍ（ｈ） ＋ Ｂｋ
ｍ（ｈ）ｕｈ ＋ ｂｋ

ｍ（ｈ）） ＋

　 Δｅ
２
（Ａｋ

ｍ（ｈ＋１）Ｘｍ（ｈ＋１） ＋ Ｂｋ
ｍ（ｈ＋１）ｕｈ＋１ ＋ ｂｋ

ｍ（ｈ＋１）） （３７）

式中： Ａｋ
ｍ（ｈ） ＝ Ａ（Ｘｋ

ｍ（ｅｈ），ｓｍ）；Ｂｋ
ｍ（ｈ） ＝ Ｂ（Ｘｋ

ｍ（ｅｈ），
ｓｍ）；ｂｋ

ｍ（ｈ） ＝ ｂ（Ｘｋ
ｍ（ｅｈ），ｓｍ）；上标 ｋ 表示第 ｋ 次迭代；

下标 ｈ 表示离散点编号，ｈ ＝ ０，１，…，Ｎ － １；Δｅ ＝
（ｅｆ － ｅ０） ／ Ｎ。

类似地，对问题 Ｐ３ 的其他约束及目标函数进

行离散化处理，得到

Ｊｍ ＝ Δｅ∑
Ｎ

ｈ ＝ ０
ｃ１（ ｒｋｍ（ｅｈ），ｅｈ，ｓｍ） ｒｍ（ｅｈ） ＋

　 ｃ２（ ｒｋｍ（ｅｈ），ｅｈ，ｓｍ） （３８）
　 　 最终可以得到离散化的问题 Ｐ４，可通过经典内

点法求解，其优化变量包括每个离散点处的 Ｑ 组状

态量 ｘｍ（ｈ） 和控制量 ｕｈ，待优化变量数目为（５Ｑ ＋
２）Ｎ。
３．３　 序列凸优化求解策略

问题 Ｐ４ 将动力学约束线性化处理，故必然存

在模型偏差，序列凸优化算法通过迭代求解 Ｐ４ 问

题对初始问题进行逼近，即利用外层迭代更新求解

变量序列，内层求解问题 Ｐ４，逐步逼近原问题 Ｐ２ 的

解，以保证凸优化解的收敛性和精度，即令

Ｘｋ＋１
ｍ（ｈ） ＝ Ｘｍ（ｈ）， ｍ ＝ １，２，…，Ｑ， ｈ ＝ ０，１，…，Ｎ

（３９）
以相邻 ２ 次迭代的凸优化解对应的状态量最大偏差

作为收敛准则，即
ｍａｘ
０≤ｈ≤Ｎ

Ｘｋ＋１
ｍ （ｅｈ） － Ｘｋ

ｍ（ｅｈ） ≤ ε （４０）

式中，收敛误差限定义为 ε ＝ ［ε ｒ，ε θ，εϕ，ε γ，εψ］ Ｔ。
以下给出基于序列凸优化求解原最优控制问题

Ｐ２ 的步骤和策略：
１） 根据随机向量 Ｓ 服从的分布确定配点 ｓｍ 和

对应积分权重 τｍ，其中 ｍ ＝ １，２，…，Ｑ；
２） 以原始确定性问题 Ｐ０ 优化结果作为初始参

考指令 υ ０，配点 ｓｍ 作为不确定性参数偏差，代入状

·４５８·
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态方程进行积分，得到扩展状态初值 Ｘ０
ｍ；

３） 基于扩展状态 Ｘｋ
ｍ 计算目标函数、过程约束

边界、线性化矩阵，构建问题 Ｐ４。
４） 求解问题 Ｐ４，得到凸优化解 Ｘｋ＋１

ｍ ，ｕｋ＋１；
５） 判断（４０） 式是否成立，若成立，则算法结

束；否则，令 ｋ ＝ ｋ ＋ １，转入步骤 ３）。

４　 仿真分析

４．１　 仿真条件设置

采用美国的 Ｘ⁃３３ 飞行器进行再入滑翔鲁棒轨

迹优化仿真，飞行器相关参数见文献［４］。 标称边

界条件设置如表 １ 所示。 考虑参数 ＣＬ，ＣＤ，ρ 不确定

性，假设其服从零均值高斯分布［１４］，３σ 拉偏均为

１５％。 主要约束设置为：Ｑ̇ｍａｘ ＝ ８００ ｋＷ ／ ｍ２，ｑｍａｘ ＝
１４．３６ ｋＰａ，ｎｍａｘ ＝ ２．５，υｍｉｎ ＝ ０°，υｍａｘ ＝ １６５°。 综合考

虑航程能力和防热需求，将攻角剖面预设为

　 α ＝
４５°，　 　 　 　 Ｍａ ≥ １０
４５° － ０．６１２（Ｍａ － １０） ２，　 Ｍａ ＜ １０{ （４１）

表 １　 边界条件取值

状态量 初始 终端

Ｈ ／ ｋｍ ９０ ３０

θ ／ （°） ２４７ ２７９

ϕ ／ （°） －１５ ２８

Ｖ ／ （ｍ·ｓ－１） ７ ６５０ ９１０

γ ／ （°） －０．５ ［－６，０］

ψ ／ （°） ４０ ［８５，９０］

所有仿真均在搭载 Ｉｎｔｅｌ Ｃｏｒｅ ｉ７⁃８７００ ３．２０ ＧＨｚ
Ｉｎｔｅｌ 处理器的台式机完成，仿真环境为 ＭＡＴＬＡＢ
２０１６ｂ 平台。 基于自行开发的代码进行不确定性量

化传播，同时基于 ＣＶＸ 工具包进行轨迹优化算法开

发，并调用 ＳＤＰＴ３ 求解器求解凸优化子问题 Ｐ４。
仿真中采用固定数目等距离散点，取值 Ｎ ＝

３００，序列凸优化算法的信赖域半径和收敛误差限

设置为：

δ ＝ ２０ ０００
Ｒ０

　 ２０π
１８０°

　 ２０π
１８０°

　 ２０π
１８０°

　 ７０π
１８０°

é

ë
êê

ù

û
úú

Ｔ

ε ＝ ２００
Ｒ０

　 ０．０５π
１８０°

　 ０．０５π
１８０°

　 ０．０５π
１８０°

　 ０．０５π
１８０°

é

ë
êê

ù

û
úú

Ｔ

（４２）

４．２ 　 确定性轨迹优化及不确定性量化传播仿真

分析

首先，利用序列凸优化算法对问题 Ｐ０ 进行仿

真求解，得到标称条件下的再入滑翔轨迹优化结果，
如图 １ 所示。 图 １ａ）给出了速度－高度初始参考及

优化结果曲线，可以看出，优化轨迹连续光滑，满足

过程约束；由于性能指标为时间最短，故高度曲线始

终处于下边界附近。 由图 １ｂ）可知，优化结果满足

过程约束要求，热流密度和过载曲线存在一定时间

区间内达到约束峰值的情况。

图 １　 标称情况下滑翔轨迹优化结果

以下基于标称条件下的优化结果分别开展蒙特

卡罗打靶法（ＭＣ）与混沌多项式方法（ＰＣ）的不确定

性传播量化仿真，以验证所提不确定量化方法的有

效性。 设定 ＭＣ 打靶次数为 ５ ０００ 次，所得结果如

图 ２ 所示。 由图 ２ 可知，再入飞行存在超出热流约

束边界的情况，统计结果显示超出过程约束边界的

概率达到了 ７８．５％，可见，标称情况下的优化结果易

受到参数不确定性的影响，从而出现终端精度下降

和过程约束超限等问题，在实际飞行过程中，上述问

题会显著增大任务失败的风险，因此，需要进一步开

展考虑不确定性的鲁棒轨迹优化研究，以提高优化

轨迹的抗干扰能力和可靠性。

图 ２　 标称情况下优化控制量打靶结果

·５５８·
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以下对 ＭＣ 与 ＰＣ 方法的不确定性量化传播性

能进行比较。 ＰＣ 方法仿真时，设置一维配点数 ｎ ＝
３，多项式的阶数 ｐ ＝ ２，随机变量维数 ｄ ＝ ３。

图 ３～４ 给出了 ＭＣ 与 ＰＣ 方法的部分状态量均

值与标准差的对比曲线。 由结果可知，２ 种方法的

均值结果几乎完全一致，而 ＰＣ 方法计算的标准差

有一定偏差但在可接受范围内，如经纬度标准差的

相对误差仅约 ３％，即 ＰＣ 方法可替代 ＭＣ 方法进行

不确定性量化传播。 此外，在计算结果相当的情况

下，ＰＣ 方法只需对动力学方程进行 ２７ 次积分，而本

文的 ＭＣ 方法打靶次数为 ５ ０００ 次，充分体现了 ＰＣ
在计算效率方面的显著优势。

图 ３　 不确定性量化传播的经度均值对比

图 ４　 不确定性量化传播的经度标准差对比

４．３　 考虑参数不确定的鲁棒轨迹优化仿真分析

为验证所设计算法的可行性，本节开展参数不

确定条件下的再入滑翔鲁棒轨迹优化仿真，通过调

整权重系数 ｋＣ，ｋＪ 以满足不同的可靠性和鲁棒性需

求［１３］。 采用“ＤＯ”、“ＲＯ１” 与“ＲＯ２” 分别代表确定

性、可靠及鲁棒优化结果，设置ＲＯ１参数 ｋＣ ＝ ３，ｋＪ ＝
０；ＲＯ２ 参数 ｋＣ ＝ ３，ｋＪ ＝ １，仿真结果如图 ５ 所示。

图 ５ 对比了 ３ 种条件下优化所得 Ｈ⁃Ｖ 与倾侧角

指令曲线。 由图 ５ａ）可知，ＲＯ１ 与 ＲＯ２ 对应的高度

曲线相较于 ＤＯ 更远离过程约束边界，即优化轨迹

的可靠性得到明显提升；与 ＲＯ１ 相比，ＲＯ２ 的优化

轨迹在中段出现 ２ 次拉起，表明这种轨迹形式有利

图 ５　 ＤＯ、ＲＯ１ 与 ＲＯ２ 的优化结果对比

于降低轨迹对不确定因素的敏感度，提升轨迹鲁棒

性。 由图 ５ｂ）可知，相较于 ＤＯ，ＲＯ１ 与 ＲＯ２ 初始下

降段对应的倾侧角幅值基本维持在 ０°附近，大小基

本一致，表明 ＲＯ１ 与 ＲＯ２ 对热流峰值的可靠性相

当；ＲＯ１ 与 ＲＯ２ 继续保持较小的倾侧角幅值以保持

更高的飞行高度，提升过程可靠性。
利用图 ５ｂ）中的倾侧角优化结果进行 ５ ０００ 次

蒙特卡罗打靶仿真，以验证鲁棒优化算法的有效性，
所得部分参数的统计结果如表 ２ 与图 ６ 所示。 其

中， Δμ（·） 为均值偏差，Ｐｅ 为超出过程约束边界的

概率，即约束违反率。
由表 ２ 可知，ＲＯ１ 与 ＲＯ２ 的终端经纬度统计精

度基本一致，且相较于 ＤＯ 有明显改善，而由于考虑

了终端性能的鲁棒性，ＲＯ２ 对应的终端经纬度在三

者中最小。 由图 ６ａ） ～６ｂ）及表 ２ 可知，相较于 ＤＯ，
ＲＯ１ 与 ＲＯ２ 的热流、动压、过载均远离约束边界，约
束超出的概率由 ７８．５％分别降低到 ０．３２％与０．５６％，
可见两者的可靠性均有所提升。 与 ＲＯ１ 结果相比，
ＲＯ２ 在保证轨迹可靠性的同时，对不确定性的敏感

度最低，具有更好的鲁棒性。 此外，相较于 ＤＯ 结

果，ＲＯ１ 与 ＲＯ２ 对应的飞行时间均值较大，这是由

于不确定性的引入与可靠性约束的施加会造成优化

·６５８·
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求解的可行域减小，迫使轨迹高度提升导致飞行时

间增大；而相较于 ＲＯ１，ＲＯ２ 的飞行时间均值更大，
这是由于 ＲＯ２ 的目标函数中综合考虑了飞行时间

的均值与终端经纬度方差，而 ＲＯ１ 仅考虑了飞行时

间均值。 可见，轨迹的可靠性与鲁棒性的提升是以

牺牲一定的最优性为代价的，需要根据设计需求合

理调整权重系数，以权衡轨迹的可靠性、鲁棒性与最

优性。
表 ２　 ３ 组仿真打靶数据对比

算例
Δμ（θｆ） ／

（°）

Δμ（ϕｆ） ／

（°）

σ（θｆ） ／

（°）

σ（ϕｆ） ／

（°）

μ（ ｔｆ） ／

ｓ

Ｐｅ ／

％

ＤＯ ０．２４２ ０．１６５ ２．６２１ ３．０９７ １ ０１２．４ ７８．５

ＲＯ１ ０．００３ ０．００４ ２．６５７ ３．０５３ １ ０９５．２ ０．３２

ＲＯ２ ０．００２ ０．００３ ２．１０１ ２．４９２ １ １０１．３ ０．２２

图 ６　 ＲＯ２ 优化控制量打靶结果

４．４　 ２ 种鲁棒轨迹优化算法仿真对比

为验证所设计算法的计算效率优势，将本文算

法（ ｃｏｎｖｅｘ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ⁃ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ ｃｈａｏｓ，ＣＯ⁃ＰＣ）与

现有文献［１３］中基于伪谱法与 ＰＣ 的典型鲁棒轨迹

优化方法（ｇｕｅｓｓ ｐｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌ⁃ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ ｃｈａｏｓ，ＧＰ⁃
ＰＣ）进行对比。 设置权重系数 ｋＣ ＝ ｋＪ ＝ ３，其余仿真

条件同上，所得优化结果如图 ７ 所示。

图 ７　 ＧＰ⁃ＰＣ 与 ＣＯ⁃ＰＣ 的优化结果对比

随后，利用图 ７ｂ） 中的倾侧角优化结果进行

５ ０００次蒙特卡罗打靶仿真，以进一步对比 ２ 种鲁棒

优化算法的性能，所得部分参数的统计结果如表 ３
所示。 其中“ＤＯ”为确定性优化结果。

表 ３　 ２ 种方法优化结果的打靶数据对比

算法
Δμ（θｆ） ／

（°）

Δμ（ϕｆ） ／

（°）

σ（θｆ） ／

（°）

σ（ϕｆ） ／

（°）

μ（ ｔｆ） ／

ｓ

Ｐｅ ／

％
ＤＯ ０．２４２ ０．１６５ ２．６２１ ３．０９７ １ ０１２．４ ７８．５

ＧＰ⁃ＰＣ ０．００３ ０．００３ ２．２８６ ２．５６９ １ １０３．８ ０．２０
ＣＯ⁃ＰＣ ０．００２ ０．００３ ２．１０１ ２．４９２ １ １０１．３ ０．２２

由图 ７ａ） ～ ７ｂ）可知，２ 种方法的鲁棒轨迹优化

结果基本一致，且对应的高度曲线相较于 ＤＯ 更远

离过程约束边界；相较于 ＧＰ⁃ＰＣ，ＣＯ⁃ＰＣ 的高度曲

线前段更高，且飞行全程存在 ２ 次高度拉起过程。
由表 ３ 可知，两者的约束违反概率及终端经纬度均

值精度基本一致，而相较于 ＧＰ⁃ＰＣ，ＣＯ⁃ＰＣ 的终端

经纬度标准差以及时间均值则更小，表明 ＣＯ⁃ＰＣ 的

优化结果鲁棒性更强，目标函数更优。
表 ４ 则进一步对比了 ２ 种优化算法的计算耗时

及待优化变量数。 可以看出，ＣＯ⁃ＰＣ 方法在优化变

量数及迭代步数更多的情况下，优化耗时仅为 ＧＰ⁃
ＰＣ 方法的 １０％，表明本文所提出的 ＣＯ⁃ＰＣ 方法能

·７５８·
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够有效处理状态维数扩展的鲁棒轨迹优化问题，显
著提升该问题求解的效率。

表 ４　 ＧＰ⁃ＰＣ 与 ＣＯ⁃ＰＣ 的数值计算性能对比

优化算法 待优化变量数 迭代步数 优化耗时 ／ ｓ
ＧＰ⁃ＰＣ ４０ ８００ ５ １２ ６５０．２
ＣＯ⁃ＰＣ ４１ １００ ９ １ １２０．８

５　 结　 论

针对存在参数不确定的再入滑翔轨迹设计问

题，本文研究了一种基于非嵌入式混沌多项式与凸

优化相结合的鲁棒轨迹优化算法，理论分析与仿真

结果表明：
１） 与确定性轨迹优化和现有典型鲁棒轨迹优

化算法相比，本文方法能够显著提升再入滑翔轨迹

的鲁棒性与可靠性，降低轨迹对参数不确定性的敏

感度，且具有相当的精度和更高的计算效率优势。
２） 轨迹鲁棒性与可靠性的提升以牺牲一定的

最优性为代价，通过调整权重系数，能够权衡三者关

系，以综合满足轨迹的可靠性、鲁棒性和最优性

需求。
３） 所构建的基于高斯求积与非嵌入式混沌多

项式的不确定量化传播算法，可实现随机问题的有

效转化，且计算精度与 ＭＣ 方法相当情况下，具有显

著的计算效率优势。
４） 本文仅考虑了三维随机变量的不确定问题，

若进一步增加随机变量维数，会导致扩展状态维数

呈指数型增加，难于求解。 因此，在高维不确定条件

下，如何实现鲁棒轨迹的快速优化求解可作为后续

的研究方向。
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