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摘　 要：对惯导系统进行误差分析是惯导研究的重要工作之一，通过误差分析可以获得系统中每个误

差项对总误差的贡献。 在旋转调制惯导系统中该项工作尤为重要，需要通过误差分析评判旋转策略

对各项误差源的抑制效果。 根据系统误差模型建立了误差的状态空间模型，并通过递推和分解将导

航总误差分为各种不同误差因素的线性组合。 利用推导出的协方差更新方程可以较为快捷准确地获

得包含初始误差及器件误差各项误差对总误差的贡献。 通过对捷联、单轴以及双轴调制系统的仿真

分析验证了所推导分析方法计算出的误差传播规律与已知结论相符，并通过不同的调制策略仿真展

示了这种分析方法在评估旋转策略时的快捷性和直观性。
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　 　 惯导系统的误差分析是惯导研究的重要内

容［１］，这里的误差分析主要是指分析不同误差源对

最终系统精度的影响。 对旋转调制惯导系统来说误

差分析这项工作显得尤为重要。 在设计旋转策略

时，要针对器件的误差特性量体裁衣，有针对性地对

影响系统精度程度较大的误差项进行抑制，从而获

得较理想的系统精度。 在确定旋转策略后，运用合

适的误差分析方法计算出各误差源在最终导航误差

中的占比，从而评判旋转策略的优劣。 快速、准确地

获得误差分析结果对于评判、验证旋转调制策略不

可或缺。 因此，合适的误差分析技术对旋转调制惯

导系统具有相当重要的意义。
目前对惯导系统进行误差分析的方法可以分为

３ 种。 第一种方法是通过对惯导仿真模型逐次注入

特定的误差项进行单次仿真分析，有学者研究了战

术导弹惯导系统的误差模型并通过实验验证了不同

误差源对系统精度的影响［２］，这种方法的缺陷是每

次加入的误差是固定值，且忽略了不同误差之间的

耦合关系。 第二种方法是蒙特卡罗仿真方法，这种

方法需要进行大量的仿真［３］，对于旋转调制惯导的

长航时应用环境来说计算量过大。 第三种是协方差

分析法，这种方法脱胎于对组合导航系统中卡尔曼

滤波器的分析，通过对滤波器中协方差矩阵的分析

推导获得各项误差方差和分布情况。 研究人员通过

推导协方差矩阵的更新方程提出了组合导航系统的

误差分析方法［４］，还有学者提出了机载惯导进行空

中对准时的误差分析方法，并采用蒙特卡罗仿真对

误差分析的结果进行了验证［５］。 夏家和等［６］ 运用

协方差分析法对传递对准过程进行了分析，获得了

各项误差源对航向误差的贡献量。 但这些协方差分

析方法主要运用在滤波器中，而旋转调制系统是纯

惯性系统，导航解算过程中不涉及卡尔曼滤波器运

用，需要将协方差分析法引入到旋转调制系统中，设
计出适合该系统的误差分析方法。

本文提出了一种相对简单可行的应用于旋转调

制惯导的误差分析方法。 首先给出了惯导系统的误

差模型，并将其改写为线性状态空间模型的形式。
然后对状态向量进行了分解，并详细推导了分解后

的协方差矩阵更新方程，得到了状态预测误差与初

始状态、系统噪声中各误差因素分量之间的关系。
根据线性系统的线性叠加原理，揭示了各误差因素

之间是相互独立的，状态预测总误差可以分解成各
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误差因素的贡献量之和，从而简化了误差分析的计

算方法。 与蒙特卡罗法相比，该方法获得的统计结

果在理论上是准确的，并且无需大量的重复计算，计
算量更小，耗时更少。 最后，对不同的旋转调制策略

运用协方差分析法分别进行了误差分析，得到了初

始对准误差、ＩＭＵ 常值误差和随机误差等误差源对

最终系统导航精度的影响，分析结果能为评估旋转

策略的误差抑制效果，提升系统精度提供有益参考。

１　 系统的常规误差模型

首先将本文后续分析所用到的坐标系定义如

下：ｉ 系表示惯性坐标系；ｅ 系表示地球坐标系；ｇ 系

表示当地的地理坐标系，定义为东－北－天；ｎ 系表示

导航坐标系，本文中选取 ｇ 系作为导航坐标系。 ｂ
系表示运载体坐标系，定义为右－前－上。 ｐ 系表示

平台坐标系，即安装 ＩＭＵ 的平台所在的坐标系，该
平台与 ＩＭＵ 固连，ＩＭＵ 随平台转动。 当转轴上的测

角机构读数为零时，ｐ 系与 ｂ 系重合。
一般情况下的姿态误差可以表示为［７］

φ̇ ＝ φ × ωｎ
ｉｎ ＋ δωｎ

ｉｎ － Ｃｎ
ｐδωｐ

ｉｐ － εｎ （１）

式中： φ ＝ φＥ φＮ φＵ[ ]
Ｔ
表示姿态误差；ωｎ

ｉｎ ＝

ωｎ
ｉｅ ＋ ωｎ

ｅｎ 表示地球自转角速度和 ｎ 系相对于 ｅ 系的

转动角速度；δωｐ
ｉｐ 表示运载体角速度与陀螺相关误

差项耦合产生的误差。
速度误差可以表示为

δＶ̇ｎ ＝ － φｎ × ｆ ｎ ＋ δＶｎ × （２ωｎ
ｉｅ ＋ ωｎ

ｅｎ） ＋

　 Ｖｎ × （２δωｎ
ｉｅ ＋ δωｎ

ｅｎ） ＋ Ｃｎ
ｐδｆ ｐ

ｉｐ ＋ ∇ｎ （２）
式中： δＶｎ ＝ δＶＥ δＶＮ δＶＵ[ ] Ｔ 表示导航坐标系下

运载体速度误差；ｆ ｎ ＝ ｆＥ ｆＮ ｆＵ[ ] Ｔ 表示导航坐标

系下的比力输出；Ｖｎ ＝ ＶＥ ＶＮ ＶＵ[ ] Ｔ 表示运载体

的速度；δｆ ｐ
ｉｐ 表示运载体比力输出与加速度计相关

误差项耦合产生的误差。
位置误差可以表示为

δＬ̇ ＝ １
ＲＭ ＋ ｈ

δｖＮ －
ｖＮ

（ＲＭ ＋ ｈ） ２δｈ

δλ̇ ＝
ｓｅｃＬδｖＥ ＋ ｖＥｓｅｃＬｔａｎＬδＬ

ＲＮ ＋ ｈ
－

ｖＥｓｅｃＬ
（ＲＮ ＋ ｈ） ２δｈ

δｈ̇ ＝ δｖＵ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（３）

式中： Ｌ，λ，ｈ 分别表示运载体所在位置的纬度、经
度和高度；ＲＭ 和 ＲＮ 分别表示子午圈和卯酉圈的曲

率半径。
旋转调制惯导系统的误差模型由 ３ 个线性微分

方程组成，因此可以将其改写成矩阵乘法形式，如
（４）式所示

Ｘ̇ ＝ ＦＸ ＋ ＧＷ （４）
式中， Ｘ 是由导航误差和 ＩＭＵ 误差组成的向量，可
以用（５）式来定义

Ｘ ＝ φＴ （εｂ） Ｔ ＸＴ
Ｋｇ

ＸＴ
Ｇ （∇ｂ） Ｔ ＸＴ

Ｋａ
ＸＴ

Ａ[ ]
Ｔ

（５）
　 　 （５）式中的向量元素自左到右依次为初始姿态

误差、陀螺常值零偏、陀螺标度因数误差、陀螺安装

误差、加速度计零偏、加速度计标度因数误差以及加

速度计安装误差。 需要说明的是，这里的误差项并

不是固定的，可根据实际情况增加或减少。
系统误差模型中 ＩＭＵ 的随机误差，其向量及分

布矩阵由（６）式给出

Ｗ ＝ ［ωｂ
ｇ，ｘ 　 ωｂ

ｇ，ｙ 　 ωｂ
ｇ，ｚ 　 ωｂ

ａ，ｘ 　 ωｂ
ａ，ｙ 　 ωｂ

ａ，ｚ］ Ｔ （６）
　 　 向量元素自左到右依次为 ｘ，ｙ，ｚ 三轴陀螺和加

速度计的随机噪声。

Ｇ ＝

－ Ｃｎ
ｂ ０３×３

０３×３ Ｃｎ
ｂ

０９×３ ０９×３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

（７）

　 　 根据系统的误差模型， Ｆ 可以写成（８） 式，而 Ｆ
中一些子矩阵的定义为

　 　 Ｍａｖ ＝
０ － １ ／ （ＲＭ ＋ ｈ） ０

１ ／ （ＲＮ ＋ ｈ） ０ ０
ｔａｎＬ ／ （ＲＮ ＋ ｈ） ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

　 　 Ｍｖｖ ＝ （ｖｎ ×）Ｍａｖ ＋ ［（２ωｎ
ｉｅ ＋ ωｎ

ｅｎ）］

　 　 ＭａＫｓ
＝

ω ｂ
ｉｂ，ｘ ０ ０

０ ω ｂ
ｉｂ，ｙ ０

０ ０ ω ｂ
ｉｂ，ｚ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

　 　 ＭａＫｍ
＝

ω ｂ
ｉｂ，ｘ ０ ０

０ ω ｂ
ｉｂ，ｘ ０

０ ０ ω ｂ
ｉｂ，ｙ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

　 　 ＭｖＫｓ
＝

ｆ ｂ
ｓｆ，ｘ ０ ０

０ ｆ ｂ
ｓｆ，ｙ ０

０ ０ ｆ ｂ
ｓｆ，ｚ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

·７４１１·
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ＭｖＫｍ
＝

ｆ ｂ
ｓｆ，ｙ ｆ ｂ

ｓｆ，ｚ ０ ０ ０ ０

０ ０ ｆ ｂ
ｓｆ，ｘ ｆ ｂ

ｓｆ，ｚ ０ ０

０ ０ ０ ０ ｆ ｂ
ｓｆ，ｘ ｆ ｂ

ｓｆ，ｙ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

Ｆ ＝

－ ωｎ
ｉｎ Ｍａｖ Ｍａｐ ＭａＫｓ

ＭａＫｍ
０３×３ ０３×６ － Ｃｎ

ｂ ０３×３

ｆ ｎ
ｓｆ × Ｍｖｖ Ｍｖｐ ０３×３ ０３×３ ＭｖＫｓ

ＭｖＫｍ
０３×３ Ｃｎ

ｂ

０３×３ Ｍｐｖ Ｍｐｐ ０３×３ ０３×３ ０３×３ ０３×６ ０３×３ ０３×３

０６×３ ０６×３ ０６×３ ０６×３ ０６×３ ０６×３ ０６×６ ０６×３ ０６×３

０９×３ ０９×３ ０９×３ ０９×３ ０９×３ ０９×３ ０９×６ ０９×３ ０９×３

０６×３ ０６×３ ０６×３ ０６×３ ０６×３ ０６×３ ０６×６ ０６×３ ０６×３

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

Ｍａｐ ＝

０ ０ ｖＮ ／ （ＲＭ ＋ ｈ） ２

０ ０ － ｖＥ ／ （ＲＮ ＋ ｈ） ２

ｖＥｓｅｃ２Ｌ ／ （ＲＮ ＋ ｈ） ０ － ｖＥ ｔａｎＬ ／ （ＲＮ ＋ ｈ） ２

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＋
０ ０ ０

－ ωｉｅｓｉｎＬ ０ ０
ωｉｅｃｏｓＬ ０ ０

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

Ｍｖｐ ＝ （ｖｎ ×） ２

０ ０ ｖＮ ／ （ＲＭ ＋ ｈ） ２

０ ０ － ｖＥ ／ （ＲＮ ＋ ｈ） ２

ｖＥｓｅｃ２Ｌ ／ （ＲＮ ＋ ｈ） ０ － ｖＥ ｔａｎＬ ／ （ＲＮ ＋ ｈ） ２

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＋
０ ０ ０

－ ωｉｅｓｉｎＬ ０ ０
ωｉｅｃｏｓＬ ０ ０

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

（８）

　 　 这样就得到了旋转调制惯导的线性系统状态空

间模型。

２　 协方差矩阵更新方程的推导

２．１　 根据状态空间模型的推导方法

随机输入线性系统空间状态模型由（９）式给出

Ｘ̇ ＝ ＦＸ ＋ ＧＷ （９）
式中：Ｗ为随机输入向量。 定义Ｘ为 ｎ × １维的状态

向量；Ｗ 为 ｍ × １ 维的噪声向量。 Ｘ 的离散形式为

Ｘｋ ＝ Φｋ ／ ｋ－１Ｘｋ－１ ＋ Γｋ－１Ｗｋ－１ （１０）
　 　 将（１０）式等号两边进行转置有

ＸＴ
ｋ ＝ ΦＴ

ｋ ／ ｋ－１ＸＴ
ｋ－１ ＋ ΓＴ

ｋ－１ＷＴ
ｋ－１ （１１）

将（１０）和（１１）式相乘可以得到

ＸｋＸＴ
ｋ ＝ （Φｋ ／ ｋ－１Ｘｋ－１ ＋ Γｋ－１Ｗｋ－１）·

　 （ＸＴ
ｋ－１ΦＴ

ｋ ／ ｋ－１ ＋ ＷＴ
ｋ－１ΓＴ

ｋ－１） ＝

　 Φｋ ／ ｋ－１Ｘｋ－１ＸＴ
ｋ－１ΦＴ

ｋ ／ ｋ－１ ＋ Φｋ ／ ｋ－１Ｘｋ－１ＷＴ
ｋ－１ΓＴ

ｋ－１ ＋

　 Γｋ－１Ｗｋ－１ＸＴ
ｋ－１ΦＴ

ｋ ／ ｋ－１ ＋ Γｋ－１Ｗｋ－１ＷＴ
ｋ－１ΓＴ

ｋ－１ （１２）
ＸｋＸＴ

ｋ 的期望值为

Ｅ（ＸｋＸＴ
ｋ ） ＝ Φｋ ／ ｋ－１Ｐｋ－１ΦＴ

ｋ ／ ｋ－１ ＋ Γｋ－１Ｑｋ－１ΓＴ
ｋ－１

（１３）
式中： Ｐｋ 为系统误差的协方差矩阵；Ｑｋ 为随机误差

的方差矩阵。
在第 ｎ 次更新的时候，经过 ｎ 次迭代的系统协

方差矩阵可以扩写成

　 Ｐｎ ＝ Φｎ ／ ｎ－１Ｐｎ－１ＰＴ
ｎ－１ ＋ Γｎ－１Ｑｎ－１ΓＴ

ｎ－１ ＝

　 　 ∏
ｎ

ｉ ＝ １
Φｉ ／ ｉ －１Ｐ０ΦＴ

ｉ ／ ｉ －１ ＋

　 　 ∑
ｎ－２

ｊ ＝ ０
∏
ｎ－２

ｋ ＝ ｊ
Φｋ＋２ ／ ｋ ＋１ΓｋＱｋΓＴ

ｋΦＴ
ｋ＋２ ／ ｋ ＋１( ) ＋

　 　 Γｎ－１Ｑｎ－１ΓＴ
ｎ－１ （１４）

　 　 从（１４） 式可以看出，第 ｎ 次迭代后协方差矩阵

值只与初始的协方差矩阵和随机输入序列有关，如
果定义

􀭵Ｐｋ＋１ ＝ Φｋ＋１ ／ ｋ
􀭵ＰｋΦＴ

ｋ＋１ ／ ｋ，（􀭵Ｐ０ ＝ Ｐ０） （１５）
􀭺Ｑｋ＋１ ＝ Φｋ＋１ ／ ｋ

􀭺ＱｋΦＴ
ｋ＋１ ／ ｋ ＋ ΓｋＱｋΦＴ

ｋ ，（􀭺Ｑ０ ＝ ０）（１６）
　 　 则（１４）式可以写成

􀭵Ｐｎ ＝ ∏
ｎ

ｉ ＝ １
Φｉ ／ ｉ －１Ｐ０Φｉ ／ ｉ －１ （１７）

􀭺Ｑｎ ＝ ∑
ｎ－２

ｊ ＝ ０
∑
ｎ－２

ｋ ＝ ｊ
Φｋ＋１ ／ ｋ ＋１ΓｋＱｋΦＴ

ｋ＋１ ／ ｋ ＋１ΓＴ
ｋ( ) ＋

　 Γｎ－１Ｑｎ－１ΓＴ
ｎ－１ （１８）

　 　 以上结果可以用如（１９）式所示的协方差矩阵

更新公式来概括
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􀭵Ｐｋ＋１ ＝ Φｋ＋１ ／ ｋ
􀭵ＰｋΦＴ

ｋ＋１ ／ ｋ

􀭺Ｑｋ＋１ ＝ Φｋ ／ ｋ－１
􀭺ＱｋΦＴ

ｋ ／ ｋ－１ ＋ ΓｋＱｋΓＴ
ｋ

Ｐｋ＋１ ＝ 􀭵Ｐｋ＋１ ＋ 􀭺Ｑｋ＋１

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

， 􀭵Ｐ０ ＝ Ｐ０， 􀭺Ｑ０ ＝ ０， ｋ ＝ ０，１，…，ｎ － １ （１９）

　 　 根据协方差矩阵对角线上的每个元素将 （１９）
式分解为

􀭵Ｐｋ ＝ 􀭵Ｐｋ，（１） ＋ 􀭵Ｐｋ，（２） ＋ … ＋ 􀭵Ｐｋ，（ｐ） （２０）

􀭺Ｑｋ ＝ 􀭺Ｑｋ，（１） ＋ 􀭺Ｑｋ，（２） ＋ … ＋ 􀭺Ｑｋ，（ｍ） （２１）
则协方差矩阵的更新过程被分解为

􀭵Ｐｋ＋１，（ ｉ） ＝ Φｋ＋１ ／ ｋ
􀭵Ｐｋ，（ ｉ）ΦＴ

ｋ＋１ ／ ｋ

􀭺Ｑｋ＋１，（ ｊ） ＝ Φｋ ／ ｋ－１
􀭺Ｑｋ，（ ｊ）ΦＴ

ｋ ／ ｋ－１ ＋ ΓｋＱｋ，（ ｊ）ΓＴ
ｋ

Ｐｋ＋１ ＝ ∑
ｐ

ｉ ＝ １

􀭵Ｐｋ＋１，（ ｉ） ＋ ∑
ｍ

ｊ ＝ １

􀭺Ｑｋ＋１，（ ｊ）

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

， （ ｉ ＝ １，…，ｐ；ｊ ＝ １，…，ｍ；ｋ ＝ ０，１，…，ｎ － １） （２２）

　 　 经过（２２）式所示的更新过程后，就可以得到一

组协方差矩阵 􀭵Ｐｋ，（１），…，􀭵Ｐｋ，（ｍ），􀭺Ｑｋ，（１），…，􀭺Ｑｋ，（ｎ），这
组协方差矩阵表示由每一项初始变量和随机误差产

生的部分。
２．２　 利用卡尔曼滤波基本方程的推导方法

协方差分析法在惯导系统的应用来源于对卡尔

曼滤波器协方差阵的分析，而对旋转调制惯导系来

说，应用的是纯惯性算法，并没有外界辅助量测引入

系统。 但是这里可以借助部分卡尔曼滤波器的思

路，摒弃滤波器中的量测更新过程，仅参考其时间更

新过程，则可以应用于纯惯性系统的误差分析。
卡尔曼滤波的状态均方差阵 Ｐｋ 一步预测方

程为

Ｐｋ ／ ｋ－１ ＝ Φｋ ／ ｋ－１Ｐｋ－１ΦＴ
ｋ ／ ｋ－１ ＋ Γｋ－１Ｑｋ－１ΓＴ

ｋ－１ （２３）
　 　 在仅考虑时间更新过程的情况下可简写为

Ｐｋ ＝ Φｋ ／ ｋ－１Ｐｋ－１ΦＴ
ｋ ／ ｋ－１ ＋ Γｋ－１ＱΓＴ

ｋ－１ （２４）
　 　 将其不断向前递推可以得到

Ｐｋ ＝ Φｋ ／ ｋ－１（Φｋ－１ ／ ｋ －２Ｐｋ－２ΦＴ
ｋ－１ ／ ｋ －２ ＋ Γｋ－２ＱΓＴ

ｋ－２）·

　 ΦＴ
ｋ ／ ｋ－１ ＋ Γｋ－１ＱΓＴ

ｋ－１ ＝

　 Φｋ ／ ｋ－１Φｋ－１ ／ ｋ －２Ｐｋ－２ΦＴ
ｋ－１ ／ ｋ －２ΦＴ

ｋ ／ ｋ－１ ＋

　 Φｋ ／ ｋ－１Γｋ－２ＱΓＴ
ｋ－２ΦＴ

ｋ ／ ｋ－１ ＋ Γｋ－１ＱΓＴ
ｋ－１ ＝

　 … ＝

　 Φｋ ／ ０Ｐ０ΦＴ
ｋ ／ ０ ＋ ∑

ｋ

ｉ ＝ １
Φｋ ／ ｉΓｉ －１ＱΓＴ

ｉ －１ΦＴ
ｋ ／ ｉ （２５）

　 　 一般情况下 Ｐ０ 和 Ｑ 均为对角阵，那么（２５） 式

可以改写为

Ｐｋ ＝ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
Φｋ ／ ０Ｐ０（ ｊｊ）ΦＴ

ｋ ／ ０ ＋

　 ∑
ｋ

ｉ ＝ １
∑

ｌ

ｊ ＝ １
Φｋ ／ ｉΓｉ －１Ｑ（ ｊｊ）ΓＴ

ｉ －１ΦＴ
ｋ ／ ｉ ＝

　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
Ｐ０（ ｊｊ）Φ（：ｊ）

ｋ ／ ０ （Φ（：ｊ）
ｋ ／ ０ ） Ｔ ＋

　 ∑
ｌ

ｊ ＝ １
∑

ｋ

ｉ ＝ １
Φｋ ／ ｉΓｉ －１Ｑ（ ｊｊ）ΓＴ

ｉ －１ΦＴ
ｋ ／ ｉ ＝

　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １

􀭵Ｐ（ ｊ）
ｋ ＋ ∑

ｌ

ｊ ＝ １

􀭺Ｑ（ ｊ）
ｋ （２６）

（２６）式中有
􀭵Ｐ（ ｊ）

ｋ ＝ Ｐ０（ ｊｊ）Φ（：ｊ）
ｋ ／ ０ （Φ（：ｊ）

ｋ ／ ０ ） Ｔ

􀭺Ｑ（ ｊ）
ｋ ＝ ∑

ｋ

ｉ ＝ １
Φｋ ／ ｉΓｉ －１Ｑ（ ｊｊ）ΓＴ

ｉ －１ΦＴ
ｋ ／ ｉ

{ （２７）

因为 􀭺Ｑ（ ｊ）
ｋ 为 ｎ 阶方阵，那么有

􀭺Ｑ（ ｊ）
ｋ ＝ ∑

ｋ

ｉ ＝ １
Φｋ ／ ｉΓｉ －１Ｑ（ ｊｊ）ΓＴ

ｉ －１ΦＴ
ｋ ／ ｉ ＝

　 ∑
ｋ－１

ｉ ＝ １
Φｋ ／ ｉΓｉ －１Ｑ（ ｊｊ）ΓＴ

ｉ －１ΦＴ
ｋ ／ ｉ ＋ Γｋ－１Ｑ（ ｊｊ）ΓＴ

ｋ－１ ＝

　 Φｋ ／ ｋ－１ ∑
ｋ－１

ｉ ＝ １
Φｋ－１ ／ ｉΓｉ －１Ｑ（ ｊｊ）ΓＴ

ｉ －１ΦＴ
ｋ－１ ／ ｉ( ) ΦＴ

ｋ ／ ｋ－１ ＋

　 Ｑ（ ｊｊ）Γ（：ｊ）
ｋ－１（Γ（：ｊ）

ｋ－１ ） Ｔ ＝

　 Φｋ ／ ｋ－１
􀭺Ｑ（ ｊ）

ｋ－１ΦＴ
ｋ ／ ｋ－１ ＋ Ｑ（ ｊｊ）Γ（：ｊ）

ｋ－１（Γ（：ｊ）
ｋ－１ ） Ｔ （２８）

式中， 􀭺Ｑ（ ｊ）
０ ＝ ０。

如果令
􀭶Ｐ（ ｊ）

ｋ ＝ Φ（：ｊ）
ｋ ／ ０ （Φ（：ｊ）

ｋ ／ ０ ） Ｔ

􀭻Ｑ（ ｊ）
ｋ ＝ Φｋ ／ ｋ－１

􀭻Ｑ（ ｊ）
ｋ－１ΦＴ

ｋ ／ ｋ－１ ＋ Γ（：ｊ）
ｋ－１（Γ（：ｊ）

ｋ－１ ） Ｔ{ （２９）

那么有

Ｐｋ ＝ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
Ｐ０（ ｊｊ）

􀭶Ｐ（ ｊ）
ｋ ＋ ∑

ｌ

ｊ ＝ １
Ｑ（ ｊｊ）

􀭻Ｑ（ ｊ）
ｋ （３０）
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　 　 （３０）式中的 Ｐ０（ ｊｊ）
􀭶Ｐ（ ｊ）

ｋ 和 Ｑ（ ｊｊ）
􀭻Ｑ（ ｊ）

ｋ 分别表示初始

误差分量 Ｐ０（ ｊｊ） 和系统噪声分量。 Ｑ（ ｊｊ） 在 ｋ时刻对系

统总误差协方差阵 Ｐｋ 的贡献，所有 ｎ ＋ １ 个分量相

加构成了总协方差阵 Ｐｋ。 到这里就获得了和第 ２．１
节相一致的结论。

３　 调制型捷联惯导的误差抑制原理

通常旋转调制惯导系统的器件误差有陀螺常值

零偏 ε， 加速度计零偏 ∇， 陀螺的标度因数误差

δＫｇ，加速度计的标度因数误差 δＫａ 等。

一般情况下陀螺和加速度计的误差模型可以表

示为［８］

δωｐ
ｉｐ ＝ （δＫｇ ＋ δＧ）ωｐ

ｉｐ ＋ εｐ ＋ εｗ

δｆｐ ＝ （δＫａ ＋ δＡ） ｆ ｐ ＋ ∇ｐ ＋ ∇ｗ
{ （３１）

　 　 （３１）式表明陀螺和加速度计的误差模型具有

一致性，唯一不同的是陀螺标度因数误差和安装误

差与转轴的角运动存在耦合，且考虑到陀螺误差对

导航精度的影响更加显著，因此下文以陀螺误差为

例分析绕方位轴匀速旋转下的惯性器件误差调制

原理。
对于陀螺常值零偏有

∫Ｔ
０
δωｎ

ｉｐｄｔ ＝ ∫Ｔ
０

εｐ
ｘｃｏｓα（ ｔ） － εｐ

ｙ ｓｉｎα（ ｔ）

εｐ
ｘ ｓｉｎα（ ｔ） ＋ εｐ

ｙｃｏｓα（ ｔ）

εｐ
ｚ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

ｄｔ ＝
０
０
εｐ
ｚ Ｔ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

（３２）

　 　 可以看出，水平陀螺常值漂移 ε ｐ
ｘ，ε ｐ

ｙ 在一个旋

转调制周期 Ｔ 内积分为零，得到了抑制，但转轴上的

陀螺常值漂移 ε ｐ
ｚ 传播规律没有任何变化。

对于陀螺标度因数误差有

∫Ｔ
０
δωｎ

ｉｐｄｔ ＝
０

（δＫ′ｇｘ ＋ δＫ′ｇｙ）ωｉｅＮＴ ／ ２

δＫ′ｇｚ（ωｉｅＵ ＋ ω）Ｔ ＋ δＫ∗
ｇｚ （ωｉｅＵ ＋ ω） Ｔ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

（３３）

　 　 可见，水平陀螺的非对称性标度因数误差 δＫ∗
ｇｘ

和 δＫ∗
ｇｙ 得到抑制，而对称性标度因数误差 δＫ′ｇｘ，δＫ′ｇｙ

与地球自转北向分量 ω ｉｅＮ 耦合产生额外的误差，ｚ轴
陀螺标度因数误差 δＫ′ｇｚ，δＫ∗

ｇｚ 与调制旋转角速度 ω
和地球自转角速度天向分量 ω ｉｅＵ 耦合同样引入新的

误差。 虽然通过绕方位轴往复旋转可以调制掉大部

分 ｚ 轴对称性标度因数误差 δＫ′ｇｚ 引入的误差，但是

角运动 ω 激励的非对称性标度因数误差 δＫ∗
ｇｚ 相关

误差是随时间累积的。 因此，系统中对陀螺标度因

数精度仍然有较高的要求。
　 　 对于陀螺安装偏角有

∫Ｔ
０
δωｎ

ｉｐｄｔ ＝
（δＧｘｙ － δＧｙｘ）ωｉｅＮＴ ／ ２

０
０

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

（３４）

　 　 可见，在一个旋转周期内 δＧｘｙ 和 δＧｙｘ 无法被调

制，而 δＧｘｚ，δＧｚｘ，δＧｙｚ，δＧｚｙ 在一个周期内积分为零，
误差得到了抑制。

　 　 对于陀螺随机误差有

σδωｎｉｐ
＝

（σｘ ＋ σｙ） ／ ２ ０ ０
０ （σｘ ＋ σｙ） ／ ２ ０
０ ０ σｚ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

（３５）
　 　 旋转前后陀螺随机误差协方差并未发生实质性

改变，也即对于陀螺随机误差无法起到周期性旋转

调制作用。 这是因为旋转调制的频率远小于陀螺随

机误差的频率，在一个旋转调制周期内，陀螺随机误

差的表现形式仍然是白噪声。
通过对旋转调制误差抑制机理的简要分析可以

看出，同一个旋转动作对不同的器件误差项抑制效

果不同，类似地，由多个旋转动作构成的整套调制策

略对不同的器件误差抑制效果也不同，需要对各个

器件误差的抑制效果进行逐项分析，这也正是本文

推导协方差分析法的强项。
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４　 协方差分析法的评估与实际应用

下面使用本文推导的协方差分析法对惯导系统

的误差传播过程进行分析，前提是这里的误差必须

用方差矩阵的形式来进行描述，以分析陀螺和加速

度计噪声的影响。
这种方法与传统的蒙特卡罗方法不同，新方法

不需要进行多次的仿真以获取最终误差的统计结

果。 尤其是旋转惯导主要应用于航海等长航时工作

场合，如果进行蒙特卡罗仿真将会消耗大量计算资

源和时间，而本文推导的协方差分析法只需进行一

次运算即可，是一种简单、快速、可行的惯导误差分

析方法。
下面将设计几组典型的场合进行这种分析方法

的分析评估和实际运用，分析展示各项误差的传播

形式以及对总误差的贡献。
４．１　 协方差分析法的准确性评估

最简单的捷联惯导静态导航状态下，各误差项

的传播规律相对明确，因而可以与协方差分析法处

理过的结果进行对比，验证该方法的准确性。
误差分析用到的相关惯导误差源列于表 １ 中。

表 １　 误差源设置表

误差项　 　 　 　 数值

对准误差
水平姿态误差 ／ （ ″） １０

航向误差 ／ （ ′） １．５

陀螺误差

零偏 ／ （（°）·ｈ－１） ０．０１

标度因数误差 ／ １０－６ １０

安装误差 ／ （ ″） ３

随机噪声 ／ （（°）·ｈ－１ ／ ２） ０．００２

加速度计误差

零偏 ／ μｇ ３０
标度因数误差 ／ １０－６ ３０
安装误差 ／ （ ″） ３
随机噪声 ／ （μｇ·Ｈｚ－１ ／ ２） ５

简洁起见，下面仅以经度误差为例展示分析

结果。
图 １ 清晰展示了捷联惯导静基座条件下 ２４ ｈ

的经度误差以及各个误差项的传播规律和总误差的

贡献，从图中可以得到几个结论：
１） 初始水平误差对最终的经度误差影响程度

很小，而初始航向误差的影响则不可忽略，这也是提

图 １　 捷联惯导的协方差分析结果

高初始对准精度的意义之一。
２） 陀螺误差对系统总误差的贡献比例要远大

于加速度计误差。
３） 静基座条件下陀螺标度因数误差和安装误

差对总经度误差的贡献很小，原因是这 ２ 项误差需

要通过与角运动耦合引入，而静基座条件下的角运

动仅有地球自转，其数量级较小，因而引起的误差

有限。
４） 陀螺的常值零偏是静基座条件下经度误差

的主要误差源。
上述结论与捷联惯导误差分析［９］ 得到的结论

一致，也能从侧面验证该分析方法的合理性。
图 ２ 为单轴旋转条件下的经度误差及初始误差

贡献，从图中可以看出，初始姿态误差引起的经度误

差曲线与捷联条件下完全相同，说明旋转调制技术

对初始对准误差无能为力。

图 ２　 单轴旋转惯导经度误差（初始对准误差贡献）

·１５１１·
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从图 ３ 可以看出，水平（ ｘ，ｙ 轴）陀螺零偏引起

的经度误差相对于捷联惯导大幅度减小，趋近于零，
说明绕方位轴的旋转调制可以很好地抑制水平陀螺

的常值零偏。 而 ｚ 轴陀螺零偏的贡献无变化（图中

未标出）。

图 ３　 捷联与单轴旋转惯导陀螺零偏对经度误差贡献

对比图 １ 和图 ２ 的总经度误差可以看出，系统

经度误差最大值从约 ２３ ０００ ｍ 降到了 １３ ０００ ｍ，说
明单轴旋转调制对提高系统精度有一定效果。

接下来进行单轴旋转与双轴旋转的对比。 理论

上双轴旋转可以对三轴上的器件误差进行抑制，可
以获得较单轴调制更佳的效果，下面用协方差分析

法对一种典型的双轴 １６ 位置调制方法［１０］ 进行

分析。
从图 ４ 的经度误差曲线可以看出，三轴陀螺零

偏造成的误差相比总误差可以忽略不计（仅为数

米），说明双轴旋转可以调制三轴陀螺零偏误差，这
也是其与单轴调制的最大区别。

图 ４　 双轴旋转惯导陀螺零偏对经度误差贡献

上面几组实例分析的主要目的是将得到的结果

与已知结论进行对比，从而验证这种分析方法的合

理性以及在旋转调制惯导研究领域的适用性。
４．２　 协方差分析法在评价旋转策略的应用

不同的旋转调制策略对不同器件误差项有不同

的抑制效果，很难找到一种调制方法能对所有的器

件误差项有最优抑制效果，因此要根据系统的器件

误差特性等因素来选择最适合的旋转调制策略，这
也是设计旋转调制系统非常关键的一个步骤。 应用

上文推导的协方差分析法可以相对快捷且清晰地获

得某种调制策略对各项器件误差的抑制效果，下面

通过一个实例来具体分析。 将上文提到的 １６ 位置

方法和一种 ６４ 位置方法［１１］进行对比分析，该 ６４ 位

置方法对陀螺标度因数误差有较好的抑制效果。 为

了凸显 ２ 种调制方法的差别，将陀螺标度因数误差

由 １０×１０－６增加为 ３０×１０－６，其余条件不变。
从图 ５ 可以看出，２ 种调制方法的差别主要是

纬度误差，然后对纬度误差的各个误差源进行绘图。

图 ５　 ２ 种调制方法的位置误差图

从图 ６ 中可以看出，造成 ２ 种调制策略效果差

异的主要原因是对陀螺标度因数误差的抑制。 如果

某系统采用了标度因数性能较差的陀螺，就需要避

免采用这种 １６ 位置的调制方法。

图 ６　 ２ 种调制方法的纬度误差分解

通过上面的实例分析可以看出，协方差分析法

只需运行一次即可获得各个误差项对总误差的贡

·２５１１·
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献，这一特点尤其适合旋转调制惯导的误差分析，可
清晰地展示各项误差的传播规律以及与总误差的对

比，具有快捷、准确、明了等特点。 该方法在惯导系

统设计和精度评估中的应用，可以辅助器件选型、系
统方案设计、惯导算法优化等环节，协方差分析结果

对惯导算法研究和工程应用有一定意义。

５　 结　 论

本文在根据惯导系统误差模型构建状态空间模

型后，将随机误差的状态向量进行递推和分解，推导

出了包含初始误差和系统随机误差信息的协方差矩

阵的更新方程。 利用协方差更新方程即可对系统进

行误差分析。 这种分析方法仅运行一次即可获得每

个误差源的误差分布情况，这就为评判调制策略的

优劣以及改进旋转策略提供了依据，并且相较于蒙

特卡罗仿真方法更快速简明。 因此，这种方法在设

计旋转调制惯导系统方面具有较为重要的实用价

值，利用协方差分析法得到的结果可以直观看出某

种调制策略对某项器件误差的抑制效果，评判调制

策略与系统的适合程度，对优化和提升旋转调制惯

导系统精度具有较好的指导意义。
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