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摘　 要：针对传统加速寿命试验仅考虑单一加速应力和单一失效模式的问题，研究寿命服从 Ｗｅｉｂｕｌｌ
分布且失效模式相互独立的竞争失效产品，在自适应Ⅱ型逐步截尾下建立双应力恒加试验的统计分析

方法。 通过 Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｒａｐｈｓｏｎ 迭代和渐进似然理论得到未知参数的极大似然估计和渐进置信区间。 采

用 Ｇｉｂｂｓ 抽样与Ｍ⁃Ｈ 抽样混合算法获得参数的 Ｂａｙｅｓ 估计并基于ＭＣ 方法构建ＨＰＤ 可信区间。 数值

模拟结果表明所提的方法具有良好的统计推断性能且失效样本数和试验时间对估计效果有显著

影响。
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　 　 加速寿命试验（ａｃｃｅｌｒａｔｅｄ ｌｉｆｅ ｔｅｓｔｉｎｇ，ＡＬＴ）通过

增大试验件所受到的应力，如温度、电压、压力等，以
便在更短的时间内获得相应的故障数据，是获得高

可靠性、长寿命产品失效数据的一种有效途径。 茆

诗松［１］与 Ｖｏｉｃｕｌｅｓｃｕ 等［２］学者已经对加速寿命试验

的数学模型进行了大量研究。 在现有研究中，通常

仅考虑单一应力的影响，但在工程实际中，受试产品

的寿命会受到多种环境应力综合效果影响。 另外，
加速寿命试验要求产品的失效机理在试验过程中不

发生改变［３］，当某一应力水平超过产品承受上限

时，产品失效机理就会发生变化，所以单一应力水平

不宜增加过高，这样试验时间的缩短就会受到限制。
因此，为了增加试验效率，提高试验结果的准确性，
有必要针对多应力加速寿命试验及其统计分析进行

研究。 张春华等［４⁃５］ 提出一种步降应力加速寿命试

验方法，该方法在损耗型长寿命产品试验中可显著

提高试验效率。 孙天宇等［６］ 在双应力交叉步加试

验下研究了寿命服从威布尔分布部件可靠性指标的

估计，给出参数的 Ｂａｙｅｓ 估计。 寇海霞等［７］ 提出一

种双应力同步步降加速寿命试验方法来提高试验效

率，并针对威布尔分布产品进行仿真分析。 Ｃｈｅｎ

等［８］以气缸为对象开展双应力交叉步降加速寿命

试验，获得了气缸的可靠性指标并验证了加速模型

的正确性。
以上研究均假设产品只有一种失效模式，然而

在工程实际中，产品的失效往往是由多种失效模式

导致，因此有必要引入竞争失效模型，在该模型中，
所观测到的失效数据由失效时间和失效机理标志两

部分组成。 竞争失效模型在医学、工程、计量经济学

等很多领域得到了广泛应用，目前，国内外针对竞争

失效模型在加速寿命试验中的应用已有很多研究。
Ｈａｎ 等［９］ 研究了指数分布下步进应力竞争失效模

型，给出参数的极大似然估计（ｍａｘｉｍｕｍ ｌｉｋｅｌｉｈｏｏｄ
ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ，ＭＬＥ）并构建了置信区间。 张春芳等［１０］

研究了指数－威布尔分布的竞争失效模型，分别应

用极大似然估计方法和 Ｂａｙｅｓ 方法得到参数的点估

计和区间估计。 Ａｌａｍ 等［１１］ 在 Ｉ 型和Ⅱ型截尾下讨

论了 Ｆｒéｃｈｅｔ 分布竞争失效部分加速寿命试验的统

计分析问题。 文献［１２⁃１４］分别分析了寿命服从威

布尔分布、Ｌｉｎｄｌｅｙ 分布以及 Ｋｕｍａｒａｓｗａｍｙ 分布时的

竞争失效模型。
在引入双应力竞争失效模型的同时，为了进一

步节省试验时间和成本，还需要考虑截尾方案。 最

常用的截尾方案是 Ｉ 型截尾（定时截尾）和Ⅱ型截尾

（定数截尾），Ｅｐｓｔｅｉｎ［１５］首先提出综合 Ｉ 型和Ⅱ型截

尾的混合截尾方案。 然而，这几种截尾方案只在试
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验截止时移走未失效的试验件，使得试验缺少灵活

性。 在之后被提出的逐步截尾方案中，每次失效发

生时，均会随机移走一定数量的未失效试验件。
Ｋｕｎｄｕ 等［１６］结合逐步Ⅱ型截尾和混合截尾方案，提
出一种逐步Ⅱ型混合截尾方案，避免了逐步截尾试

验时间过长的问题。 然而在这种方案中，可能会出

现失效样本数量过小的问题，从而对数据的统计分

析产生影响。 于是，Ｎｇ 等［１７］ 提出了自适应Ⅱ型逐

步截尾（ａｄａｐｔｉｖｅ ｔｙｐｅ⁃Ⅱ ｐｒｏｇｒｅｓｓｉｖｅ ｃｅｎｓｏｒｉｎｇ，ＡＴ⁃Ⅱ
ＰＣＳ），既能控制试验时间又能确保在试验中获得失

效样本数量。 近年来，ＡＴ⁃Ⅱ ＰＣＳ 的应用得到了广

泛研究，文献［１８⁃２０］分别讨论了广义 Ｐａｒｅｔｏ 分布、
广义指数分布和 Ｗｅｉｂｕｌｌ 分布的参数估计问题。
Ｒｅｎ 等［２１］将 ＡＴ⁃Ⅱ ＰＣＳ 和竞争失效模型相结合，并
通过数值模拟与试验数据验证了所提模型的正

确性。
ＡＴ⁃Ⅱ ＰＣＳ 能够有效节省试验时间和成本，但

由于模型和计算的复杂性，针对其在加速寿命试验

中的应用研究仍然较少。 因此，本文在 ＡＴ⁃Ⅱ ＰＣＳ
下考虑寿命服从 Ｗｅｉｂｕｌｌ 分布的独立竞争失效产

品，建立起双应力恒加试验的统计分析方法。 建立

似然函数方程，并采用 Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｒａｐｈｓｏｎ 迭代和渐进

似然理论得到未知参数的 ＭＬＥ 和渐进置信区间。
采用 Ｇｉｂｂｓ 与 Ｍ⁃Ｈ 相结合的算法得到参数的 Ｂａｙｅｓ
估计，并采用 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ（ＭＣ）方法构建参数的最

大后验密度可信区间。 最后，通过数值模拟方法验

证模型的正确性，并比较在不同的试验方案下 ＭＬＥ
与 Ｂａｙｅｓ 方法的参数估计效果。

１　 模型描述

１．１　 自适应Ⅱ逐步型截尾下双应力恒加试验

假设有 ２ 组应力水平 Ｓ１，Ｓ２ 满足

Ｓ１
０ ＜ Ｓ１

１ ＜ … ＜ Ｓ１
ｋ

Ｓ２
０ ＜ Ｓ２

１ ＜ … ＜ Ｓ２
ｌ

（１）

式中： ｋ 和 ｌ 分别表示 ２ 组加速应力的水平数；Ｓ１
０，Ｓ２

０

分别为 ２ 组应力的正常应力水平。 第一组应力中的

第 ｉ 个加速应力水平和第二组应力中的第 ｊ 个加速

应力水平的组合（Ｓ１
ｉ ，Ｓ２

ｊ ） 称为水平组合，简记为（ ｉ，
ｊ），ｉ ＝ １，２，…，ｋ，ｊ ＝ １，２，…，ｌ。 水平组合共可以有 ｋｌ
个，将 ｎ 个参试样品分为 ｋｌ 组，记每组样品数量为

ｎｉｊ，若只选择其中的部分水平组合进行恒加试验，则

样本量相应减少，为了叙述方便，假设有 ｋｌ 个水平

组合。 给定每组的预期失效数 ｍｉｊ，预期试验时间 τｉｊ

和逐步移走方案（Ｒ ｉｊ，１，Ｒ ｉｊ，２，…，Ｒ ｉｊ，ｍｉｊ
）。 试验过程

中，在第１个样品失效时刻 ｔｉｊ，１，从剩余 ｎｉｊ － １个未失

效样品中随机移走 Ｒ ｉｊ，１ 个样品，在第 ２ 个样品失效

时刻 ｔｉｊ ，２，从剩余 ｎｉｊ － Ｒ ｉｊ，１ － ２ 个未失效样品中随机

移走 Ｒ ｉｊ，２ 个样品，以此类推，直到第 ｍｉｊ 个失效时刻

ｔｉｊ，ｍｉｊ
，移走剩下所有的未失效产品，即 Ｒ ｉｊ，ｍｉｊ

＝ ｎｉｊ －

∑
ｍｉｊ－１

ｓ ＝ １
Ｒ ｉｊ，ｓ。 试验会出现以下 ２ 种情形：

ＣａｓｅⅠ　 若 ｔｉｊ，ｍｉｊ
＜ τｉｊ，试验结束，移走方案不

变，这种情况等同于普通的逐步 Ⅱ 型截尾方案。
ＣａｓｅⅡ　 若 ｔｉｊ，Ｊ ＜ τｉｊ ＜ ｔｉｊ，Ｊ＋１，Ｊ ＝ ０，１，２，…，

ｍｉｊ －１且 ｔｉｊ，０ ＝ ０，令ＲＪ＋１ ＝ ＲＪ＋２ ＝… ＝ Ｒｍｉｊ－１
＝ ０，Ｒｍｉｊ

＝

ｎｉｊ － ｍｉｊ － ∑
Ｊ

ｓ ＝ １
Ｒ ｉｊ，ｓ，试验继续，也就是将移走方案

（Ｒ ｉｊ，１，Ｒ ｉｊ，２，…，Ｒ ｉｊ，ｍｉｊ
） 变为（Ｒ ｉｊ，１，Ｒ ｉｊ，２，…，Ｒ ｉｊ，Ｊ，０，…，

０，Ｒ∗
ｉｊ，ｍｉｊ

＝ ｎｉｊ － ｍｉｊ － ∑
Ｊ

ｓ ＝ １
Ｒ ｉｊ，ｓ )。

自适应 Ⅱ 型逐步截尾方案能保证每组最终的

失效样本数为 ｍｉｊ，并且当试验时间超过 τｉｊ 后，试验

将尽可能快结束。
１．２　 基本假设

１） 共 ｎ个参试样品分为 ｋｌ组，在水平组合（ ｉ，ｊ）

下有 ｎｉｊ 个样品进行试验且∑
ｋ

ｉ ＝ １
∑

ｌ

ｊ ＝ １
ｎｉｊ ＝ ｎ。

２） 每个样品的失效由 ｍ 种独立失效机理的其

中一种造成，记水平组合（ ｉ，ｊ） 下ｍ种失效机理的发

生时间分别为 Ｔｉｊ，１，Ｔｉｊ，２，…，Ｔｉｊ，ｍ，则样品的失效时间

为 ｍｉｎ｛Ｔｉｊ，１，Ｔｉｊ，２，…，Ｔｉｊ，ｍ｝。
３） 水平组合（ ｉ，ｊ） 下，Ｔｉｊ，１，Ｔｉｊ，２，…，Ｔｉｊ，ｍ 均服从

两参数 Ｗｅｉｂｕｌｌ 分布 Ｗ（ηｉｊ，ｕ，βｕ），其中 βｕ 为形状参

数，ηｉｊ，ｕ 为 尺 度 参 数， 分 布 函 数 （ ｃｕｍｕｌａｔｉｖｅ
ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ， ＣＤＦ） 和密度函数 （ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ
ｄｅｎｓｉｔｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎ，ＰＤＦ）分别如（２） ～ （３）式所示。

Ｆ ｉｊ，ｕ（ ｔ ｜ ηｉｊ，ｕ，βｕ） ＝ １ － ｅｘｐ － ｔ
ηｉｊ，ｕ

æ

è
ç

ö

ø
÷

βｕ

{ } ，

　 　 　 ｔ ≥ ０，ηｉｊ，ｕ，βｕ ＞ ０ （２）

ｆｉｊ，ｕ（ ｔ ｜ ηｉｊ，ｕ，βｕ） ＝
βｕ ｔβｕ

－１

ηβｕ
ｉｊ，ｕ

ｅｘｐ － ｔ
ηｉｊ，ｕ

æ

è
ç

ö

ø
÷

βｕ

{ } ，

　 　 　 ｔ ≥ ０，ηｉｊ，ｕ，βｕ ＞ ０ （３）
　 　 ４） 在各水平组合下产品失效机理一致，即
β１１ｕ ＝β１２ｕ ＝ β２１ｕ ＝ … ＝ βｕ（ｕ ＝ １，２，…，ｍ）。

·８８４·
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５） 第 ｕ 个失效机理的加速模型为

ｌｎηｉｊ，ｕ ＝ ｃ０ｕ ＋ ｃ１ｕφ１（Ｓ１
ｉ ） ＋ ｃ２ｕφ２（Ｓ２

ｊ ） （４）
式中： ｃ０ｕ，ｃ１ｕ，ｃ２ｕ，ｕ ＝ １，２，…，ｍ 为待估参数；φ１，φ２

为已知函数。
１．３　 竞争失效模型

基于 １．２ 节中的假设，在水平组合 （ ｉ，ｊ） 下进行

ＡＴ⁃Ⅱ ＰＣＳ 双应力恒加试验，观测到的失效数据包

含失效时间和失效机理标志，即（ ｔｉｊ，１，αｉｊ，１）， （ ｔｉｊ，２，
αｉｊ，２），…，（ ｔｉｊ，ｍｉｊ

，αｉｊ，ｍｉｊ
），其中 ｔｉｊ，１，ｔｉｊ，２，…，ｔｉｊ，ｍｉｊ

为次序

统计量，αｉｊ，ｓ ∈ ｛１，２，…，ｍ｝。 令

δｕ（αｉｊ，ｓ） ＝
０，　 αｉｊ，ｓ ≠ ｕ
１，　 αｉｊ，ｓ ＝ ｕ{

则水平组合 （ ｉ，ｊ） 下由第 ｕ 个失效机理造成的失效

数为 Ｎｉｊ，ｕ ＝ ∑
ｍｉｊ

ｓ ＝ １
δ（αｉｊ，ｓ）。 本文所提出的方法很容易

推广到ｍ ＞ ２的情形，为方便表述，考虑失效机理个

数 ｍ ＝ ２。 在 ２ 种独立失效模式下所观测到的失效

时间 ｔｉｊ 的 ＣＤＦ 和 ＰＤＦ 分别为

Ｆ ｉｊ（ ｔｉｊ） ＝ １ － ｅｘｐ － ｔ
ηｉｊ，１

æ

è
ç

ö

ø
÷

β１
－ ｔ

ηｉｊ，２

æ

è
ç

ö

ø
÷

β２

{ } （５）

ｆｉｊ（ ｔｉｊ） ＝
β１ ｔβ１

－１
ｉｊ

ηβ１
ｉｊ，１

＋
β２ ｔβ２

－１
ｉｊ

ηβ２
ｉｊ，２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅｘｐ － ｔ

ηｉｊ，１

æ

è
ç

ö

ø
÷

β１
－{

　 ｔ
ηｉｊ，２

æ

è
ç

ö

ø
÷

β２

} （６）

　 　 产品的失效由失效模式 １ 造成的概率为

ｑｉｊ ＝ Ｐ（ ｔｉｊ，１ ≤ ｔｉｊ，２） ＝

　
β２

ηβ２
ｉｊ，２
∫∞

０
ｙβ２－１ｅ － ｙ

ηｉｊ，２
( ) β２ １ － ｅ － ｙ

ηｉｊ，１
( ) β１( ) ｄｙ （７）

由（７）式可得 Ｎｉｊ，１ ～Ｂ（ｍｉｊ，ｑｉｊ），Ｎｉｊ，２ ～Ｂ（ｍｉｊ，１－ｑｉｊ）。

２　 极大似然估计

２．１　 似然函数和点估计

假设每个水平组合下至少有一个失效由第 ｕ 个

失效机理造成，其似然函数为

Ｌｉｊ，ｕ ∝ ∏
ｍｉｊ

ｓ ＝ １
（ ｆｉｊ，ｕ（ ｔｉｊ，ｓ）） δｕ（αｉｊ，ｓ）（１ － Ｆ ｉｊ，ｕ（ ｔｉｊ，ｓ）） １－δｕ（αｉｊ，ｓ）[ ] ∏

Ｄ

ｓ ＝ １
［１ － Ｆ ｉｊ，ｕ（ ｔｉｊ，ｓ）］ Ｒｉｊ，ｓ］·［１ － Ｆ ｉｊ，ｕ（ ｔｉｊ，ｍｉｊ

）[ ]
Ｂ
（８）

式中

Ｄ ＝
ｍｉｊ， ＣａｓｅⅠ
Ｊ，　 ＣａｓｅⅡ{ ， Ｂ ＝

０，　 　 　 ＣａｓｅⅠ

ｎｉｊ － ｍｉｊ － ∑
Ｊ

ｓ ＝ １
Ｒ ｉｊ，ｓ， ＣａｓｅⅡ{

　 　 将（２） ～ （３）式代入（８）式得

Ｌｉｊ，ｕ ∝
βＮｉｊ，ｕ
ｕ

ηβｕ·Ｎｉｊ，ｕ
ｉｊ，ｕ

(∏
ｍｉｊ

ｓ ＝ １
ｔδｉｊ（αｉｊ，ｓ）ｉｊ，ｓ ) ｅｘｐ －

∑
ｍｉｊ

ｓ ＝ １
ｔβｕｉｊ，ｓ ＋ ∑

Ｄ

ｓ ＝ １
Ｒ ｉｊ，ｓ ｔβｕｉｊ，ｓ ＋ Ｂｔβｕｉｊ，ｍｉｊ

ηβｕ
ｉｊ，ｕ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

（９）

　 　 第 ｕ 个失效机理的完整似然函数和全部失效数 据的完整似然函数分别为

Ｌｕ ＝ ∏
ｋ

ｉ ＝ １
∏

ｌ

ｊ ＝ １
Ｌｉｊ，ｕ ∝

βｕ∑
ｋ

ｉ ＝ １
∑

ｌ

ｊ ＝ １
Ｎｉｊ，ｕ

∏
ｋ

ｉ ＝ １
∏

ｌ

ｊ ＝ １
ηＮｉｊ，ｕ

ｉｊ，ｕ( )
βｕ

(∏
ｋ

ｉ ＝ １
∏

ｌ

ｊ ＝ １
∏
ｍｉｊ

ｓ ＝ １
ｔδｉｊ（αｉｊ，ｓ）ｉｊ，ｓ )

βｕ－１
ｅｘｐ － ∑

ｋ

ｉ ＝ １
∑

ｌ

ｊ ＝ １

Ｔｉｊ（βｕ）
ηβｕ

ｉｊ，ｕ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（１０）

Ｌ ＝ ∏
ｍ

ｕ ＝ １
Ｌｕ （１１）

式中

Ｔｉｊ（βｕ） ＝ ∑
ｍｉｊ

ｓ ＝ １
ｔβｕｉｊ，ｓ ＋ ∑

Ｄ

ｓ ＝ １
Ｒ ｉｊ，ｓ ｔβｕｉｊ，ｓ ＋ Ｂｔβｕｉｊ，ｍｉｊ

　 　 参数 θｕ ＝ （β ｕ，η １１，ｕ，η １２，ｕ，…，η ｋｌ，ｕ） 的 ＭＬＥ 记

为 θ^ｕ ＝ （ β^ｕ，η^１１，ｕ，η^１２，ｕ，…，η^ｋｌ，ｕ），可直接通过（１０）
式求得。 将（１０） 式取对数得

ｌｎＬｕ ∝ ∑
ｋ

ｉ ＝ １
∑

ｌ

ｊ ＝ １
Ｎｉｊ，ｕ ｌｎβｕ － βｕ∑

ｋ

ｉ ＝ １
∑

ｌ

ｊ ＝ １
Ｎｉｊ，ｕ ｌｎηｉｊ，ｕ ＋ （βｕ － １）ｌｎ (∏

ｋ

ｉ ＝ １
∏

ｌ

ｊ ＝ １
∏
ｍｉｊ

ｓ ＝ １
ｔδｉｊ（αｉｊ，ｓ）ｉｊ，ｓ ) － ∑

ｋ

ｉ ＝ １
∑

ｌ

ｊ ＝ １

Ｔｉｊ（βｕ）
ηβｕ

ｉｊ，ｕ

（１２）

（１２）式分别对参数 β ｕ，η ｉｊ，ｕ 求偏导并令偏导数为 ０， 可得以下方程组

·９８４·
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∂ｌｎＬｕ

∂βｕ

＝
∑

ｋ

ｉ ＝ １
∑

ｌ

ｊ ＝ １
Ｎｉｊ，ｕ

βｕ

－ ∑
ｋ

ｉ ＝ １
∑

ｌ

ｊ ＝ １
Ｎｉｊ，ｕ ｌｎηｉｊ，ｕ － ∑

ｋ

ｉ ＝ １
∑

ｌ

ｊ ＝ １

∑
ｍｉｊ

ｓ ＝ １
ｔβｕｉｊ，ｓ ｌｎ

ｔｉｊ，ｓ
ηｉｊ，ｕ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ∑

Ｄ

ｓ ＝ １
Ｒ ｉｊ，ｓ ｔβｕｉｊ，ｓ ｌｎ

ｔｉｊ，ｓ
ηｉｊ，ｕ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｂｔβｕｉｊ，ｍｉｊ

ｌｎ
ｔｉｊ，ｍｉｊ

ηｉｊ，ｕ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ηβｕ
ｉｊ，ｕ

＋

　 ｌｎ (∏
ｋ

ｉ ＝ １
∏

ｌ

ｊ ＝ １
∏
ｍｉｊ

ｓ ＝ １
ｔδｉｊ（αｉｊ，ｓ）ｉｊ，ｓ ) ＝ ０ （１３）

∂ｌｎＬｕ

∂ηｉｊ，ｕ

＝ －
Ｎｉｊ，ｕβｕ

ηｉｊ，ｕ

＋
βｕＴｉｊ（βｕ）
ηβｕ＋１

ｉｊ，ｕ

＝ ０

（ ｉ ＝ １，…，ｋ；ｊ ＝ １，…，ｌ） （１４）
　 　 采用 Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｒａｐｈｓｏｎ 迭代法求解（１３）和（１４）
式即可得到参数的 ＭＬＥ。

定理 １　 β^ｕ 存在且唯一。
证明　 由（１３）式可得

ｌｉｍ
βｕ→０

∂ｌｎＬｕ

∂βｕ

＝ ＋∞

　 　 对任意 ｉ，ｊ，均满足 ｔｉｊ，ｍｉｊ
≤ η ｉｊ，ｕ 时

ｌｉｍ
βｕ→＋∞

∂ｌｎＬｕ

∂βｕ

＝

－ ∑
ｋ

ｉ ＝ １
∑

ｌ

ｊ ＝ １
Ｎｉｊ，ｕ ｌｎηｉｊ，ｕ ＋ ｌｎ (∏

ｋ

ｉ ＝ １
∏

ｌ

ｊ ＝ １
∏
ｍｉｊ

ｓ ＝ １
ｔδｉｊ（αｉｊ，ｓ）ｉｊ，ｓ ) ＜ ０

　 　 对任意 ｉ，ｊ，存在 ｔｉｊ，ｍｉｊ
＞ η ｉｊ，ｕ 时

ｌｉｍ
βｕ→＋∞

∂ｌｎＬｕ

∂βｕ

＝ －∞

故
∂ｌｎＬｕ

∂β ｕ

＝ ０ 有解。

　 　 （１２） 式对 β ｕ 求二阶导得

∂２ ｌｎＬｕ

∂β２
ｕ

＝ －
∑

ｋ

ｉ ＝ １
∑

ｌ

ｊ ＝ １
Ｎｉｊ，ｕ

β２
ｕ

－ ∑
ｋ

ｉ ＝ １
∑

ｌ

ｊ ＝ １

∑
ｍｉｊ

ｓ ＝ １
ｔβｕｉｊ，ｓ ｌｎ

ｔｉｊ，ｓ
ηｉｊ，ｕ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ∑
Ｄ

ｓ ＝ １
Ｒ ｉｊ，ｓ ｔβｕｉｊ，ｓ ｌｎ

ｔｉｊ，ｓ
ηｉｊ，ｕ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ Ｂｔβｕｉｊ，ｍｉｊ
ｌｎ

ｔｉｊ，ｍｉｊ

ηｉｊ，ｕ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ηβｕ
ｉｊ，ｕ

＜ ０

　 　 故
∂ｌｎＬｕ

∂β ｕ
单调递减，（１３） 式有唯一解，证毕。

由（１４） 式得 η ｉｊ，ｕ 的极大似然估计 η^ｉｊ，ｕ 为

η^ｉｊ，ｕ ＝ (
Ｔｉｊ（βｕ）
Ｎｉｊ，ｕ

)
１ ／ βｕ

（１５）

　 　 η ｉｊ，ｕ，β ｕ ＞ ０，因此对于确定的 β ｕ，η^ｉｊ，ｕ 存在且

唯一。
２．２　 渐进置信区间

由于参数极大似然估计的精确分布推导复杂，
计算困难，难以获得参数的精确区间估计，本节采用

渐进似然理论构建参数的渐进置信区间。 通过对参

数的观测 Ｆｉｓｈｅｒ 信息矩阵求逆获得参数的渐进方差
－协方差矩阵。

参数 θ^ｕ ＝ （ β^ｕ，η^１１，ｕ，η^１２，ｕ，…，η^ｋｌ，ｕ） 的 观 测

Ｆｉｓｈｅｒ 信息矩阵为

Ｉ^（ θ^ｕ） ＝ （ Ｉ^ｉｊ（ θ^ｕ）） （ｋｌ＋１）（ｋｌ＋１） ＝ －
∂２ ｌｎＬｕ

∂θｉ∂θ ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷

θ ＝ θ^ｕ

　 　 　 ｉ，ｊ ＝ １，２，…，ｋｌ ＋ １ （１６）
　 　 参数 ＭＬＥ 的方差－协方差矩阵为

Ｖ^（ θ^ｕ） ＝ ［ Ｉ^（ θ^ｕ）］
－１

矩阵 Ｖ^（ θ^ｕ） 对角线上的元素为对应参数的方差，即

ｖａｒ（ η^１１，ｕ） ＝ Ｖ^１１，ｖａｒ（ η^１２，ｕ） ＝

　 Ｖ^２２，…，ｖａｒ（ η^ｋｌ，ｕ） ＝ Ｖ^（ｋｌ）（ｋｌ）

ｖａｒ（ β^ｕ） ＝ Ｖ^（ｋｌ＋１）（ｋｌ＋１）

　 　 对给定的置信水平 １００（１ － γ）％，参数 β^ｕ，η^ｉｊ，ｕ

的渐进置信区间为

［ β^ｕ － ｚα ／ ２ Ｖ^（ｋｌ＋１）（ｋｌ＋１） ，β^ｕ ＋ ｚα ／ ２ Ｖ^（ｋｌ＋１）（ｋｌ＋１） ］

［ η^ｉｊ，ｕ － ｚα ／ ２ Ｖ^［（ ｉ －１） ｌ ＋ｊ］［（ ｉ －１） ｌ ＋ｊ］ ，

　 η^ｉｊ，ｕ ＋ ｚα ／ ２ Ｖ^［（ ｉ －１） ｌ ＋ｊ］［（ ｉ －１） ｌ ＋ｊ］ ］
　 　 （ ｉ ＝ １，２，…，ｋ； ｊ ＝ １，２，…，ｌ；ｕ ＝ １，２）

ｚα ／ ２ 是标准正态分布的 α ／ ２ 分位数。

３　 Ｂａｙｅｓ 估计

３．１　 后验分布

Ｂａｙｅｓ 方法能结合先验信息与样本信息对未知

参数进行估计，是传统估计方法的一种有效替代方

法。 本节采用 Ｂａｙｅｓ 方法，在平方损失函数下获取

参数 （βｕ，η１１，ｕ，η１２，ｕ，…，ηｋｌ，ｕ） 的点估计和区间估

计。 根据文献［２１］ 所述，令 λ ｉｊ，ｕ ＝ １ ／ ηβｕ
ｉｊ，ｕ，ｕ ＝ １，２，

·０９４·
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选用无信息先验作为参数 λ１１，ｕ，λ１２ｕ，…，λｋｌ，ｕ 的先验

分布，选取 Ｇａｍｍａ 分布作为参数 βｕ 的先验分布，形
式为：

ｇ１（βｕ） ∝ βａｕ－１
ｕ ｅ －ｂｕβｕ，　 ｕ ＝ １，２

ｇ２（λ ｉｊ，ｕ） ∝ １
λ ｉｊ，ｕ

，

　 　 　 　 　 ｕ ＝ １，２；ｉ ＝ １，２，…，ｋ；ｊ ＝ １，２，…，ｌ
其中，超参数 ａｕ，ｂｕ 均为非负常数。 于是参数 ωｕ ＝
（β ｕ，λ １１，ｕ，λ １２，ｕ，…，λ ｋｌ，ｕ） 联合先验分布表示为

π１（ωｕ） ∝
βａｕ－１
ｕ ｅ －ｂｕβｕ

λ１１，ｕλ１２，ｕ…λｋｌ，ｕ
（１７）

　 　 根据（１０）和（１７） 式得到参数联合后验密度

函数

π２（ωｕ ｔ） ＝
Ｌｕ（ ｔ ωｕ）π１（ωｕ）

∫
Ω
Ｌｕ（ ｔ ωｕ）π１（ωｕ）ｄωｕ

∝

　 βａｕ－１＋∑
ｋ

ｉ ＝ １
∑
ｌ

ｊ ＝ １
Ｎｉｊ，ｕ

ｕ ∏
ｋ

ｉ ＝ １
∏

ｌ

ｊ ＝ １
λＮｉｊ，ｕ－１

ｉｊ，ｕ( )·

　 (∏
ｋ

ｉ ＝ １
∏

ｌ

ｊ ＝ １
∏
ｍｉｊ

ｓ ＝ １
ｔδｉｊ（αｉｊ，ｓ）ｉｊ，ｓ )

βｕ－１
ｅｘｐ［ － ｂｕβｕ －

　 ∑
ｋ

ｉ ＝ １
∑

ｌ

ｊ ＝ １
λ ｉｊ，ｕＴｉｊ（βｕ）］ （１８）

式中

∫
Ω
（·）ｄωｕ ＝ ∫∞

０
∫∞

０
…∫∞

０
（·）ｄβｕｄλ１１，ｕｄλ１２，ｕ…ｄλｋｌ，ｕ

由于后验分布的形式十分复杂，难以求得 Ｂａｙｅｓ 估

计的显式表达式，故而采用 Ｇｉｂｂｓ 抽样算法来解决

这一问题。
３．２　 Ｇｉｂｂｓ 抽样算法

由（ １８） 式可以得到 （βｕ，λ１１，ｕ，λ１２，ｕ，…，λｋｌ，ｕ）
等参数的全条件密度

π３（βｕ λｕ；ｔ） ∝ βａｕ－１＋∑
ｋ

ｉ ＝ １
∑
ｌ

ｊ ＝ １
Ｎｉｊ，ｕ

ｕ ·

　 (∏
ｋ

ｉ ＝ １
∏

ｌ

ｊ ＝ １
∏
ｍｉｊ

ｓ ＝ １
ｔδｉｊ（αｉｊ，ｓ）ｉｊ，ｓ )

βｕ－１
·

　 ｅｘｐ － ｂｕβｕ － ∑
ｋ

ｉ ＝ １
∑

ｌ

ｊ ＝ １
λ ｉｊ，ｕＴｉｊ（βｕ）[ ] （１９）

π４（λ ｉｊ，ｕ βｕ，λｕ，－ｉｊ；ｔ） ∝ ∏
ｋ

ｉ ＝ １
∏

ｌ

ｊ ＝ １
λＮｉｊ，ｕ－１

ｉｊ，ｕ( )·

　 ｅｘｐ － ∑
ｋ

ｉ ＝ １
∑

ｌ

ｊ ＝ １
λ ｉｊ，ｕＴｉｊ（βｕ）[ ] （２０）

式中

λｕ ＝ （λ１１，ｕ，λ１２，ｕ，…，λｋｌ，ｕ）

λｕ，－ｉｊ ＝ （λ１１，ｕ，…，λ（ ｉ －１） ｊ，ｕ，λ ｉ（ ｊ ＋１），ｕ，…，λｋｌ，ｕ）
　 　 βｕ 的全条件密度是对数凹函数，证明详见文献

［２２］，并且由（２０） 式可知 λ ｉｊ，ｕ 的全条件密度服从参

数为 Ｎｉｊ，ｕ 和 Ｔｉｊ（βｕ） 的 Ｇａｍｍａ 分布。 通过 Ｇｉｂｂｓ 抽
样得到后验分布随机样本的流程如下

Ｓｔｅｐ１　 给定参数的初值（β（０）
ｕ ，λ（０）

１１，ｕ，…，λ（０）
ｋｌ．ｕ ），

可以选择 ＭＬＥ 的结果作为初值；
Ｓｔｅｐ２　 设置迭代步数 ｑ ＝ ０；
Ｓｔｅｐ３　 采用 Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ⁃Ｈａｓｔｉｎｇ（Ｍ⁃Ｈ） 算法

（或自适应拒绝抽样） 从 π（βｕ λｕ；ｔ） 中生成 β（ｑ＋１）
ｕ ；

Ｓｔｅｐ４　 从 Ｇａｍｍａ（Ｎｉｊ，ｕ，Ｔｉｊ（β（ｑ＋１）
ｕ ）） 中 生 成

λ（ｑ＋１）
ｉｊ，ｕ ，并计算 η（ｑ＋１）

ｉｊ，ｕ ＝ （λ（ｑ＋１）
ｉｊ，ｕ ） －１ ／ β（ｑ＋１）ｕ 。 设置 ｑ ＝

ｑ ＋ １；
Ｓｔｅｐ５　 重复 Ｓｔｅｐ３ ～ ４ Ｎｇ 次，并且给定预烧期

Ａ（ｂｕｒｎｉｎ ｐｅｒｉｏｄ）， 最终得到平方损失下参数的

Ｂａｙｅｓ 估计

η^Ｂ
ｉｊ，ｕ ＝

∑
Ｎｇ

ｑ ＝ Ａ＋１
η（ｑ）

ｉｊ，ｕ

Ｎｇ － Ａ
，β^Ｂ

ｕ ＝
∑
Ｎｇ

ｑ ＝ Ａ＋１
β（ｑ）
ｕ

Ｎｇ － Ａ
（２１）

　 　 根据文献［２３］提出的 ＭＣ 方法，ＨＰＤ 可信区间

构建方法如下：
１） 将 Ｇｉｂｂｓ 抽样中得到的 （β（ｑ）

ｕ ，η（ｑ）
ｉｊ，ｕ ） 升序排

列，得到 β１
ｕ ≤ β２

ｕ ≤ … ≤ βＮｇ
ｕ ，η１

ｉｊ，ｕ ≤ η２
ｉｊ，ｕ ≤ …

≤ ηＮｇ
ｉｊ，ｕ。
２） 计 算 １００（１ － α）％ 的 可 信 区 间 ［βｑ

ｕ，
βｑ＋（１－α）·Ｎｇ
ｕ ］，［ηｑ

ｉｊ，ｕ，ηｑ＋（１－α）·Ｎｇ
ｉｊ，ｕ ］（ｑ ＝ １，２，…，Ｎｇ －

（１ － α）Ｎｇ）。
３） 从［βｑ

ｕ，βｑ＋（１－α）·Ｎｇ
ｕ ］，［ηｑ

ｉｊ，ｕ，ηｑ＋（１－α）·Ｎｇ
ｉｊ，ｕ ］ 中选择

最短的区间作为（ β^Ｂ
ｕ ，η^Ｂ

ｉｊ，ｕ） 的 ＨＰＤ 可信区间。

４　 产品特征寿命估计

正常应力下参数 η００，ｕ 的估计值由（２２）式计算

得到

η００，ｕ ＝ ｅｘｐ（ ｃ^０ｕ ＋ ｃ^１ｕφ１（Ｓ１
０） ＋ ｃ^２ｕφ２（Ｓ２

０）） （２２）
再利用最小二乘法获得参数 （ ｃ^０ｕ，ｃ^１ｕ，ｃ^２ｕ） 的估

计值。
令 φｉ

１ ＝ φ１（Ｓ１
ｉ ），φｊ

２ ＝ φ２（Ｓ２
ｊ ）

·１９４·
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Ｘｕ ＝

ｌｎη１１，ｕ

︙
ｌｎη１ｌ，ｕ

ｌｎη２１，ｕ

︙
ｌｎη２ｌ，ｕ

︙
ｌｎηｋｌ，ｕ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

， Ａｕ ＝

１ φ１
１ φ１

２

︙ ︙ ︙
１ φ１

１ φｌ
２

１ φ２
１ φ１

２

︙ ︙ ︙
１ φ２

１ φｌ
２

︙ ︙ ︙
１ φｋ

１ φｌ
２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

， ｃｕ ＝
ｃ０ｕ
ｃ１ｕ
ｃ２ｕ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

（２３）
Ｘｕ ＝ Ａｕｃｕ（ｕ ＝ １，２，…，ｍ）。 利用最小二乘法得到 ｃｕ

的估计为

ｃ^ｕ ＝ （ＡＴ
ｕＡｕ）

－１ＡＴ
ｕＸｕ （２４）

５　 数值模拟与数据分析

本节采用数值模拟评估所提的 ＭＬＥ 与 Ｂａｙｅｓ
估计方法的表现。 考虑以温度和电压作为加速应

力，每组应力有 ４ 个加速应力水平，分别为

Ｔ１ ＝ ３５８ Ｋ，Ｔ２ ＝ ３７８ Ｋ，Ｔ３ ＝ ３９８ Ｋ，Ｔ４ ＝ ４１８ Ｋ
Ｖ１ ＝ １４５ Ｖ，Ｖ２ ＝ １６０ Ｖ，Ｖ３ ＝ １７５ Ｖ，Ｖ４ ＝ １９０ Ｖ

正常应力水平为 Ｔ０ ＝ ３３８ Ｋ，Ｖ０ ＝ １２５ Ｖ。 应力水平

组合为｛（１，２），（３，１），（２，４），（４，３）｝，每个水平组

合下投入的样本量 ｎｉｊ，预定失效数 ｍｉｊ，移走方案 Ｒ ｉｊ

和预期时间 τ ｉｊ 见表 １，每组方案分别在预期时间为

τ １，τ ２ 时进行 ＡＴ⁃Ⅱ ＰＣＳ 恒加试验。

表 １　 双应力恒加试验方案

方案 １ 方案 ２ 方案 ３

ｎ１２ ＝ ｎ３１ ＝ ｎ２４ ＝ ｎ４３ ＝ ３０ ｎ１２ ＝ ｎ３１ ＝ ｎ２４ ＝ ｎ４３ ＝ ３０ ｎ１２ ＝ ｎ３１ ＝ ｎ２４ ＝ ｎ４３ ＝ ４０

ｍ１２ ＝ ｍ３１ ＝ ｍ２４ ＝ ｍ４３ ＝ １５ ｍ１２ ＝ ｍ３１ ＝ ｍ２４ ＝ ｍ４３ ＝ ２５ ｍ１２ ＝ ｍ３１ ＝ ｍ２４ ＝ ｍ４３ ＝ ２０

Ｒ１２ ＝ Ｒ３１ ＝ Ｒ２４ ＝ Ｒ４３ ＝ （１ × １５） Ｒ１２ ＝ Ｒ３１ ＝ Ｒ２４ ＝ Ｒ４３ ＝ （１ × ２，０ × ２０，１ × ３） Ｒ１２ ＝ Ｒ３１ ＝ Ｒ２４ ＝ Ｒ４３ ＝ （１ × ２０）

τ １ ＝ （τ １２ ＝ ２００，τ３１ ＝ ２５，τ ２４ ＝ ２５，τ ４３ ＝ ４）

τ ２ ＝ （τ １２ ＝ ４５０，τ ３１ ＝ ６０，τ ２４ ＝ ６０，τ ４３ ＝ ９）

　 　 假定产品有 ２ 种失效模式，加速方程为

ｌｎηｉｊ，１ ＝ ４．０ ＋ ８ ０００ ／ Ｔｉ － ４ｌｎ（Ｖ ｊ）
ｌｎηｉｊ，２ ＝ ６．５ ＋ ９ ０００ ／ Ｔｉ － ５ｌｎ（Ｖ ｊ）

　 　 由加速方程得尺度参数分别为

（η１２，１，η３１，１，η２４，１，η４３，１） ＝ （４２２．２８，６６．２６，６５．１０，１１．９４）
（η１２，２，η３１，２，η２４，２，η４３，２） ＝ （５２５．２１，６８．６８，５８．８２，９．０９）
形状参数的值取为 β １ ＝ １．５，β ２ ＝ １．６。 在应力水平

组合（ ｉ，ｊ） 下，产品的失效数据由以下步骤获得：
１） 根据方案给定的样本量 ｎｉｊ，预定失效数 ｍｉｊ，

移走方案 Ｒ ｉｊ，从 ＰＤＦ 为（６） 式的竞争失效 Ｗｅｉｂｕｌｌ
分布中抽取 Ⅱ 型逐步截尾样本 ｔｉｊ，１，ｔｉｊ，２，…，ｔｉｊ，ｍｉｊ

，详
细过程见文献［２４］；

２） 根据预期时间 τ，找出满足 ｔｉｊ，Ｊ ＜ τ ｉｊ ＜ ｔｉｊ，Ｊ＋１
的 Ｊ，舍弃 ｔｉｊ，Ｊ＋２，ｔｉｊ，Ｊ＋３，…，ｔｉｊ，ｍｉｊ

；
３） 从截断分布 ｆｉｊ（ ｔｉｊ） ／ ［１ － Ｆ ｉｊ（ ｔｉｊ，Ｊ＋１）］ 中抽取

样本量为 ｎｉｊ － Ｊ － １ － ∑
Ｊ

ｓ ＝ １
Ｒ ｉｊ，ｓ( ) ，失效数为（ｍｉｊ －

Ｊ － １） 的失效数据作为 ｔｉｊ，Ｊ＋２，ｔｉｊ，Ｊ＋３，…ｔｉｊ，ｍｉｊ
；

４） 根据（７） 式得Ｎｉｊ，１ ～ Ｂ（ｍｉｊ，ｑｉｊ），由此抽取一

组失效机理标志（α ｉｊ，１，α ｉｊ，２，…，α ｉｊ，ｍｉｊ
）。

为了克服随机性，整个模拟过程重复１ ０００次。
计算 Ｂａｙｅｓ估计时，形状参数 β ｕ 的先验取Ｇａｍｍａ分
布，尺度参数 η ｉｊ 取无信息先验，Ｇｉｂｂｓ算法中迭代次

数 Ｎｇ ＝ ２ ０００ 预烧期 Ａ ＝ ２００，提议分布为正态分

布。 计算得到的点估计平均值，估计的均方根误差

（ｒｏｏｔ ｍｅａｎ ｓｑｕａｒｅｄ ｅｒｒｏｒ，ＲＭＳＥ） 和显著性水平 α ＝
０．０５ 时的平均置信区间长度（ｍｅａｎ ｉｎｔｅｒｖａｌ ｌｅｎｇｔｈ，
ＭＩＬ）如表 ２ 所示。 ＲＭＳＥ 按（２５）式计算

ＥＲＭＳ ＝ １
１ ０００∑

１ ０００

ｉ ＝ １
（ θ^ｕｉ － θｕ） ２ （２５）

式中： θ^ｕｉ 表示待估参数第 ｉ次计算的估计值；θ ｕ 表示

待估参数的真值。
图 １给出了方案３中当 τ ＝ τ ２ 时Ｇｉｂｂｓ采样算法

中的迭代路径图，各参数的值在均值附近上下波动，
表明算法中的马尔科夫链已经充分混合，并收敛到

平稳分布。

·２９４·
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图 １　 参数的迭代路径图

　 　 从表 ２ 中可以得到以下几点结论：
１） 随着样本数量增大，或者 ｍｉｊ ／ ｎｉｊ 值增大时，２

种估计方法对尺度参数 η ｉｊ 的点估计均值更加接近

真值，同时 ＲＭＳＥ 和平均置信区间长度减小，说明失

效样本数量的增加能够提高估计的准确性。
２） 在同样的（ｎｉｊ，ｍｉｊ） 下，当预期时间从 τ １ 增加

到 τ ２ 时，２ 种方法对于尺度参数 η ｉｊ，１，η ｉｊ，２ 的点估计

均值更接近真值，同时 ＲＭＳＥ 与平均置信区间长度

减小。 这是由于 τ ＝ τ １ 时试验结束得快，使得观测

到的失效数据较 τ ＝ τ ２ 时更小，因此估计误差也相

对较大。

表 ２　 参数的点估计，ＲＭＳＥ 和 ＭＩＬ

方案 参数

τ１ ＝（２００，２５，２５，４）
ＭＬＥ（ＲＭＳＥ）

ＭＩＬ
Ｂａｙｅｓ（ＲＭＳＥ）

ＭＩＬ

τ２ ＝（４５０，６０，６０，９）
ＭＬＥ（ＲＭＳＥ）

ＭＩＬ
Ｂａｙｅｓ（ＲＭＳＥ）

ＭＩＬ

（３０，１５）

β１
１．５０２ ４（０．２８８ ３）

０．９０４ ９
１．５４７ ６（０．２１７ ６）

０．７３２ １
１．６０４ ８（０．２６３ ６）

０．９１７ ９
１．５９５ ２（０．２０４ ０）

０．７３３ ５

η１２，１
５５２．０１３ ０（１ ０７２．７）

６８４．１１４ ４
５３９．７６８ １（２０８．０２１ ４）

５４５．５３５ ９
４５０．１１０ ６（９３．７０２ ８）

４１４．７９２ ７
４８７．７８２ ６（１２２．４７９ ５）

４５７．９１６ ７

η３１，１
１３２．７４８ １（１ ３８３．９）

１００．４５９ ６
９４．０２６ ２（４７．４９９ ０）

１０２．６８７ ７
７０．５０８ ０（１５．３０７ ６）

７０．６６４ ４
７７．６９１ ８（２０．９７１ ９）

７９．２２９ ０

η２４，１
９３．１０９ ３（２７３．６０６ １）

１５３．６７５ ４
９１．６０１ ９（４５．２４２ ０）

１０８．３００ ６
７０．４５６ ５（１７．７００ ２）

７６．３８３ ６
７８．６３１ ０（２４．７９５ ７）

８７．０６０ ４

η４３，１
１４．０２２ １（３４．５７８ ９）

２４．５８７ ７
１４．２４０ ３（４．２７０ ３）

１７．６８２ ６
１２．４７４ ７（２．７３６ １）

１４．３７８ ７
１４．００７ １（３．７２７ ５）

１６．３５６ ６

β２
１．５３５ ２（０．２７３ ４）

０．８９７ ８
１．５８５ ５（０．１８９ ６）

１．１０９ ５
１．６１８ ３（０．３１６ ４）

０．９０２ ９
１．６４５ ３（０．１８７ ５）

０．７３９ ４

η１２，２
７４０．２８９ ３（２ ２４６．５）

７８７．２５３ ０
６７５．８８２ ０（２６２．５３９ ８）

７８７．２１１ ７
５７３．２３４ ９（１３６．８８９ ６）

６５５．１９９ １
６２９．４５０ ６（１８１．６０４ ９）

７１１．０１４ ０

η３１，２
９０．８１４ ０（４２．５７１ ９）

１０４．０４０ ５
９７．１０６ １（４８．００７ ０）

１０６．７３５ ７
７４．５７４ ６（１７．８４２ ０）

７８．３９３ ５
８０．７９８ ８（２２．６８６ ３）

８３．９４１ ７

η２４，２
７３．２２４ １（３０．２０３ ８）

７８．７０７ ２
７７．９９７ ６（３４．５５８ ２）

７９．７５８ ９
６３．２１９ ６（１４．５２０ ８）

６１．５７１ ５
６７．７８２ ８（１７．９２５ ７）

６５．３０３ １

η４３，２
９．６０８ ３（１．９５６ ０）

９．３７２ ５
１０．１０４ ７（２．１６５ ８）

９．４３１ ３
９．７１２ ５（２．０６０ ６）

８．９２１ ６
１０．３２３ ４（２．４８７ ８）

９．３２８ ５

·３９４·
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续表 ２

方案 参数

τ１ ＝（２００，２５，２５，４）
ＭＬＥ（ＲＭＳＥ）

ＭＩＬ
Ｂａｙｅｓ（ＲＭＳＥ）

ＭＩＬ

τ２ ＝（４５０，６０，６０，９）
ＭＬＥ（ＲＭＳＥ）

ＭＩＬ
Ｂａｙｅｓ（ＲＭＳＥ）

ＭＩＬ

（３０，２５）

β１
１．５６１ ３（０．２１４ ６）

０．７２２ ８
１．５７８ ９（０．１９０ ６）

０．６００ ３
１．６０３ ２（０．２３０ ７）

０．７４２ ３
１．５９６ １（０．１９７ ４）

０．６０３ ４

η１２，１
４４９．６４３ ３（９６．０３３ ９）

３２６．００８ ８
４６８．２９６ ２（１０８．５６０ ３）

３２６．７６１ ４
４３５．８９７ ５（７４．３８１ ３）

２９４．２４８ ９
４５５．６３２ ５（８５．７８５ ３）

３１３．００９ ８

η３１，１
７３．８１３ ４（１８．２０３ １）

５６．５０９ ６
７７．４００ ３（２１．０８０ ９）

５８．２４５ ２
６９．２１９ ３（１４．３６２ ３）

５０．３６１ ８
７２．８８７ １（１６．７０１ ４）

５４．２６３ ９

η２４，１
７１．０１８ ０（１６．９１２ ９）

６０．９４１ ７
７４．８８１ ９（１９．８５３ ３）

６０．１１３ １
６６．８７９ ５（１１．９２６ ５）

５１．０４４ ７
７０．７９５ ３（１４．２５１ ０）

５５．７０７ ９

η４３，１
１２．０４９ ９（１．９５５ ３）

１０．５０５ ４
１２．８０６ ６（２．３２５ ４）

１１．０４１ ５
１１．９９９ ２（２．０６８ １）

１０．００４ ５
１２．８２８ ９（２．４７６ ０）

１１．００８ ２

β２
１．５７８ ４（０．２１４ ０）

０．７０８ ６
１．６０９ ５（０．１８２ ６）

０．６０１ ３
１．６１７ ７（０．２００ ３）

０．７３７ １
１．６２３ ４（０．１６６ ４）

０．６０７ ８

η１２，２
５５７．６８５ ８（１２５．１５９ ０）

４７４．０３９ １
５８７．４００ ５（１４４．６０６ ２）

４８６．２７１ ９
５３９．１７８ ２（９８．５７４ ９）

４２６．３８５ ０
５７２．４９９ ４（１１８．７４５ ４）

４６９．４７１ ５

η３１，２
７６．３６９ ６（１８．１２２ ４）

５９．２４２ ６
７９．９５４ ７（２０．９０３ ０）

６０．８１６ １
７１．８２４ ２（１３．９８４ ２）

５２．３７３ ９
７５．６０３ ８（１６．３９３ ８）

５７．１０９ １

η２４，２
６３．７１６ ８（１４．８０５ ９）

４５．７８５ ２
６６．４１４ ７（１６．５８３ ７）

４７．６１４ ８
６０．９６７ １（１０．６０５ ８）

４２．５２９ ７
６３．８７９ ３（１２．１３９ ５）

４５．４１７ ７

η４３，２
９．２００ ４（１．３９２ ８）

６．１９４ ４
９．５３９ ９（１．５３０ ８）

６３．５０８
９．１８４ ３（１．３９９ ７）

５．９６３ ８
９．５５１ ０（１．５４８ ４）

６．２９８ ８

（４０，２０）

β１
１．５２７ ７（０．４０３ １）

０．７７５ ７
１．５２４ ０（０．２５７ ３）

０．６５２ ９
１．５９０ ５（０．２２６ ６）

０．７８４ ６
１．６０６ ０（０．２０２ ８）

０．６４８ ６

η１２，１
５１１．７８７ ８（３０８．８１３ ５）

４５８．７１６ ７
５１１．６７９ ８（１９４．９７６ ９）

４４４．６０５ ７
４４０．７３１ ８（８５．７３１ ６）

３５２．４２３ ４
４６３．８６３ ６（９８．０９５ ８）

３６８．６５７ ６

η３１，１
８７．９８７ ４（７５．２９４ ２）

８３．７０５ ５
８７．２９２ ４（３８．３８８ １）

８２．０２１ ７
６９．１３６ ７（１３．８０６ ５）

６０．２１１ ２
７３．４６５ １（１６．６１７ ９）

６３．２９２ ８

η２４，１
８３．１１４ ７（７６．９０６ ０）

８４．８５８ ９
８３．５４６ ７（３６．５９２ ３）

８３．５６４ ９
６８．８４６ ０（１５．２７０ １）

６４．８０８ ０
７３．７７３ ５（１８．８８８ ７）

６８．４０９ ５

η４３，１
１２．８０１ ４（６．９７７ ０）

１４．０８１ １
１３．３７７ ７（３．５９８ ８）

１４．３４３ ９
１２．５０３ ２（２．７９３ ０）

１２．８６４ ０
１３．５８５ ５（３．５８８ ２）

１３．８２６ ０

β２
１．５５５ ６（０．２３６ ２）

０．７７４ ６
１．５４９ ０（０．２５５ ５）

０．６５３ ９
１．５９２ ２（０．２００ ３）

０．７７３ ６
１．６２４ ９（０．１６８ ２）

０．６５３ ５

η１２，２
６１８．１４７ ４（２１６．９２４ ４）

６５０．６４３ ６
６４２．５１０ ８（２３５．３０４ ４）

６６３．２４３ １
５５７．４７９ ２（１１７．６０９ ２）

５５２．５３０ ６
５９３．９４１ ６（１３８．０７０ ４）

５７５．８３２ ２

η３１，２
８６．９５８ ４（３２．９６６ ９）

８４．５５８ ５
９０．３５２ ７（３７．４４４ ８）

８５．７４０ ０
７２．６５５ ４（１５．９２６ ４）

６５．９５５ ８
７７．０６６ ２（１８．９７３ ６）

６８．７９７ ８

η２４，２
７１．５７８ ９（２７．３７９ ６）

６５．０１３ ２
７３．８７７ ９（３０．４５４ ７）

６６．３４９ ７
６２．２１０ ３（１２．５６８ １）

５２．７３６ ２
６５．３３０ ５（１４．４８６ ９）

５４．３７０ ５

η４３，２
９．４４４ ３（１．６４９ ５）

７．７６４ ９
９．６９７ ５（２．０８３ ７）

７．９６０ ０
９．４００ ４（１．６１５ ４）

７．３５３ ９
９．８０８ ６（１．８１６ ３）

７．５４２ ２

·４９４·
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　 　 ３） ２ 种估计方法对形状参数 β１，β２ 的估计效果

在各种方案下没有显著差异，即失效样本的增加不

会使形状参数的估计更准确，在实际应用中应利用

设计经验或是先验信息对形状参数的估计做出更多

改进与修正。
４） 当ｍｉｊ ／ ｎｉｊ 较小（如方案１和方案３） 且试验预

期时间 τ较小时，ＭＬＥ得到的结果波动较大，特别是

试验得到一些极端数据时（例如最后一个失效样本

的失效时间很小），在采用 Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｒａｐｈｓｏｎ 迭代求

解 ＭＬＥ 时会得到异常值甚至出现迭代不收敛的情

况，此时 Ｂａｙｅｓ 估计的效果优于 ＭＬＥ。 而当试验预

期时间 τ较大或 ｍｉｊ ／ ｎｉｊ 较大时，２ 种估计方法的效果

均能够接受，但整体上 ＭＬＥ 对于尺度参数的估计值

较 Ｂａｙｅｓ估计更接近真值，ＭＳＥ和ＭＩＬ也较小，此类

情况下 ＭＬＥ 优于本文所给先验组合下的 Ｂａｙｅｓ
估计。

表 ３ 给出了基于上述模拟结果进行拟合得到的

加速方程中未知系数的估计值，根据加速方程外推

得到常应力下的特征寿命估计值以及使用时长分别

为 ５００，１ ５００ 和 ３ ０００ ｈ 时产品的可靠度估计值。
方案 １ 中 τ＝τ１ 时 ＭＬＥ 的估计结果误差较大，故省

略该情形下的估计值。 从表 ３ 可以发现各水平组合

（ ｉ，ｊ）下失效样本数量以及试验预期时间 τ 对于估

计准确性有显著影响。 在各方案下 ＭＬＥ 与 Ｂａｙｅｓ
估计对可靠度的估计值均呈现略微偏大的趋势，随
着 ｍｉｊ ／ ｎｉｊ和 τ 的增加，估计的结果逐渐接近于真值。

表 ３　 加速方程系数与常应力下特征寿命的估计

方案 ｃ０１ ｃ１１ ｃ２１ ｃ０２ ｃ１２ ｃ２２ Ｒ（５００） Ｒ（１ ５００） Ｒ（３ ０００）

（３０，１５）

τ１ ＝

（２００，２５，２５，４）

ＭＬＥ １１．１７ ７ ９４２．６２ －５．３０ ７．９０ ９ ５９３．４４ －５．５２

Ｂａｙｅｓ ３．７１ ７ ９３６．１６ －３．８９ ６．８１ ９ ０８５．０３ －５．０９ ０．９５８ １ ０．７８９ ２ ０．４９８ ５

τ２ ＝

（４５０，６０，６０，９）

ＭＬＥ ３．７６ ８ ０５４．２０ －３．９７ ６．７７ ９ ０３８．７４ －５．０６ ０．９６２ ６ ０．８００ ２ ０．５０６ ９

Ｂａｙｅｓ ３．６３ ７ ９８３．２０ －３．８９ ７．０３ ９ １０５．７５ －５．１３ ０．９６６ ４ ０．８１９ ４ ０．５４５ ２

（３０，２５）

τ１ ＝

（２００，２５，２５，４）

ＭＬＥ ４．５４ ８ ０９４．７２ －４．１４ ７．１３ ９ ０７９．４１ －５．１５ ０．９６２ ３ ０．８０６ ８ ０．５２９ ６

Ｂａｙｅｓ ４．４９ ８ ０５３．４４ －４．１０ ７．２６ ９ １１１．３９ －５．１８ ０．９６６ １ ０．８２０ ９ ０．５５２ ６

τ２ ＝

（４５０，６０，６０，９）

ＭＬＥ ４．３６ ８ ０４４．４９ －４．０９ ６．７３ ９ ０２５．７６ －５．０５ ０．９６１ ５ ０．７９４ ８ ０．４９７ ６

Ｂａｙｅｓ ４．３２ ７ ９９７．９３ －４．０５ ６．８６ ９ ０６９．１３ －５．０９ ０．９６３ ４ ０．８０５ ２ ０．５１７ ９

（４０，２０）

τ１ ＝

（２００，２５，２５，４）

ＭＬＥ ５．１１ ８ ２２４．８５ －４．２９ ７．５６ ９ ２３２．６６ －５．２９ ０．９７０ ７ ０．８５１ ４ ０．６２７ ４

Ｂａｙｅｓ ４．８４ ８ １３８．８６ －４．２０ ７．７２ ９ ２５４．７３ －５．３３ ０．９６９ ３ ０．８４５ ６ ０．６１６ ０

τ２ ＝

（４５０，６０，６０，９）

ＭＬＥ ３．８０ ８ ００１．１１ －３．９５ ６．５７ ９ ０５６．８０ －５．０３ ０．９５８ ７ ０．７８５ １ ０．４８２ ５

Ｂａｙｅｓ ３．７１ ７ ９３６．１６ －３．８９ ６．８１ ９ ０９６．０３ －５．０９ ０．９６２ ９ ０．８０１ ３ ０．５０８ ４

真值 ４ ８ ０００ －４ ６．５ ９ ０００ －５ ０．９４９ ２ ０．７５７ １ ０．４４８ ８

６　 结　 论

本文提出了寿命服从 Ｗｅｉｂｕｌｌ 分布的竞争失效

产品在自适应Ⅱ型逐步截尾下双应力恒加试验的统

计分析方法。 首先建立似然函数方程，通过 Ｎｅｗｔｏｎ⁃
Ｒａｐｈｓｏｎ 迭代得到 Ｗｅｉｂｕｌｌ 分布中未知参数的 ＭＬＥ，
基于渐进似然理论构建参数的渐进置信区间。 其

次，在形状参数的先验分布为 Ｇａｍｍａ 分布，尺度参

数取无信息先验的条件下获得参数的后验密度函

数，采用 Ｇｉｂｂｓ 采样与 Ｍ⁃Ｈ 抽样结合的算法在平方

损失下计算参数的 Ｂａｙｅｓ 估计，并基于 ＭＣ 方法建

立参数的 ＨＰＤ 可信区间。 最后通过数值模拟验证

了所提方法的可行性，结果表明：①预期试验时间 τ
对于参数估计效果有显著影响，特别是当失效样本

数 ｍｉｊ占投入样本数量 ｎｉｊ的比例较小时，过小的 τ 会

使 ＭＬＥ 产生较大波动，此时建议优先考虑使用

Ｂａｙｅｓ 估计。 ②当失效样本数量较大时，２ 种估计均

有良好的表现且 ＭＬＥ 的估计效果略优于本文所给

先验组合下的 Ｂａｙｅｓ 估计。

·５９４·
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