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摘　 要：局部破损是直齿轮常见的故障之一，影响齿轮传动的平稳、安全运行。 轮齿碰撞不可忽略，揭
示局部破损下齿轮系统啮合－碰撞动态特性对提高齿轮系统安全稳定运行尤为重要。 基于齿轮啮合

原理和能量耗散碰撞接触力模型，考虑齿背接触的瞬时性，建立局部破损下齿面啮合模型和齿背碰撞

模型。 根据齿轮副接触状态及受力环境，对局部破损下多状态啮合－碰撞行为进行分类，建立局部破

损下渐开线直齿轮系统啮合－碰撞离散动力学模型，探讨局部破损对齿轮系统啮合刚度和载荷分配的

影响特征。 分析局部破损下接触力变化机理，定义 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射截面，研究载荷系数和啮合频率变化

下系统混沌、分岔特性。 研究发现，局部破损影响接触力单双齿啮合区域，降低齿轮局部承载能力；较
大载荷抑制齿背碰撞，较小载荷诱发周期运动共存现象和齿背碰撞；较大和较小啮合频率诱发齿背碰

撞；混沌运动和周期运动共存现象诱发齿背碰撞，局部破损影响多周期共存现象，加剧系统运动的复

杂性。 揭示主动轮局部破损下考虑能量耗散的齿轮系统动力学模型及非线性振动机理，探究齿背碰

撞发生条件。 研究成果为故障齿轮系统非线性动力学建模和分析提供了新的方法和思路。
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　 　 齿轮能够高效地传递动力和运动，被广泛应用

于各种机械装备。 轮齿轻微局部破损带病运行的现

象普遍存在，且影响齿轮系统的平稳性和寿命。 齿

轮系统在高速、轻载等工况下出现拍击现象，研究局

部破损下直齿轮系统啮合－碰撞特性，对提高齿轮

系统传动性能和健康、稳定运行具有重要意义。
针对齿轮故障，目前大多数学者主要关注裂纹

和磨损等对齿轮系统的影响，Ｔｈｉｒｕｍｕｒｕｇａｎ 等［１⁃２］ 用

有限元法研究了载荷对齿轮裂纹扩展路径的影响；
刘杰等［３］建立了太阳轮裂纹故障下行星齿轮系统

动力学模型；周亚田等［４］ 基于 Ｈｅｒｔｚ 接触理论和

Ａｒｃｈａｒｄ公式建立齿轮系统磨损模型；马锐等［５］ 考虑

轮齿折断，建立了齿轮系统动力学模型；Ｙａｎｇ 等［６］

建立了齿尖崩坏下齿轮时变啮合刚度模型。 Ｐａｒｋ［７］

建立了一种改进的齿尖崩裂故障下直齿轮系统模

型。 但上述模型没有考虑多状态啮合及局部破损故

障对齿轮系统动力学特征的影响。 齿侧间隙诱发齿

轮脱啮、齿背接触等多状态啮合行为［８］；尹桩等［９］

建立了考虑齿面冲击和摩擦的齿轮系统动力学模

型；Ｓｈｉ 等［１０⁃１１］建立了考虑时变间隙的齿轮系统多

状态啮合模型。 Ｈｕａｎｇ 等［１２］ 建立了非对称齿轮系

统动力学模型。 高建设等［１３］讨论了齿轮－轴承系统

中擦边碰撞对系统动力学性能的影响。 金花等［１４］

分析了多吸引子共存下齿轮系统共存吸引子的演化

规律。 但这些研究大多针对正常或健康齿轮，忽略

局部破损下的动态特征和齿背接触的瞬时性。
本文引入 Ｈｕ 等［１５］ 建立的连续接触力模型，定

义齿背接触为齿背碰撞。 针对主动轮一个轮齿局部

破损故障，讨论局部重合度的变化，对局部破损下齿
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轮系统多状态啮合－碰撞行为进行分类；建立局部

破损下单级齿轮系统动力学模型；讨论局部破损对

时变因子和接触力的影响；定义 ２ 种 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射

截面，利用变步长的四阶 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法求解齿轮系

统动力学模型，结合系统分岔图、碰撞力周期图、相
图、Ｐｏｉｎｃａｒé 截面图等，研究局部破损下直齿轮系统

随载荷和啮合频率变化的啮合－碰撞特性，并与健

康齿轮系统随载荷变化的运动迁移过程进行对比。
得到的结果为齿轮系统参数设计和局部破损故障预

测提供理论参考。

１ 　 局部破损下直齿轮系统动力学
建模

假设齿轮副为刚性支撑，仅考虑齿背碰撞，其简

化的啮合－碰撞物理模型如图 １ 所示。

图 １　 齿轮系统啮合－碰撞物理模型

该模型中， ｃｇ 为啮合阻尼，􀭺Ｄ为齿侧间隙一半，μ
为摩擦因数，ｅ（ ｔ） ＝ Ｅａωｈｃｏｓ（ωｈ ｔ） 为动态传递误差，
Ｅａ 为误差波动系数，ωｈ 为啮合频率，ｋｍ（ ｔ） 为时变啮

合刚度，Ｒ 为碰撞恢复系数，Ｔ ｊ，θ ｊ，Ｉｉ 和 Ｒｂｊ 分别为转

矩、转动角位移、转动惯量和基圆半径（ ｊ ＝ ｐ，ｇ 分别

代表主、从动轮，相关几何参数见表 １）。
表 １　 齿轮几何参数

齿轮几何参数 主动轮 ｐ 从动轮 ｇ

齿数 ｚ ４０ ４０

模数 ｍ ／ ｍｍ ３ ３

齿顶高系数 ｈａ １ １

顶系系数 ｃ ０．２５ ０．２５

压力角 α０ ／ （°） ２０ ２０

１．１　 局部破损齿轮副啮合表征与时变重合度计算

图 ２ 为齿轮啮合线细节图， ＡＤ为正常齿轮副实

际啮合线，ＡＢ 或 ＣＤ 为双齿啮合区，ＢＣ 为单齿啮合

区。 局部破损轮齿在 Ｄ１ 点提前退出啮合，ＢＢ１ 或

ＤＤ１ 由原来的双齿啮合区变为单齿啮合区，即 ＡＢ１

或 ＣＤ１ 为双齿啮合区，Ｂ１Ｃ 为单齿啮合区。 εｍ 为健

康齿轮副重合度，εｂ 为局部破损下齿轮副重合度，
１ ＜ εｂ ＜ εｍ ＜ ２，经推导 εｂ 由（１） 式得到。

εｂ ＝
ｌＡＤ１

ｐｂ
（１）

式中： ｐｂ 为基圆齿距；ｌＡＤ１
为啮合线 ＡＤ１ 的长度，可

由（２） 式计算得到。

ｌＡＤ１
＝ Ｒｂｐ（ｔａｎαａｂ － ｔａｎα０） － Ｒｂｇ ｔａｎα０ ＋ Ｒ２

ａｇ － Ｒ２
ｂｇ

（２）
式中： Ｒａｂ 和 αａｂ 分别为破损轮齿齿顶圆半径和压力

角；Ｒａｇ 为从动轮齿顶圆半径。

图 ２　 啮合线细节示意图

１．２　 局部破损齿轮多状态啮合－碰撞行为分类

令轮齿相对位移 􀭰ｘ ＝ Ｒｂｐθｐ － Ｒｂｇθｇ － ｅ（ ｔ），运动

时间 ｔ ＝ ｎ􀭵Ｔ０（ｎ∈ Ｎ），啮合周期 􀭵Ｔ０ ＝
２π

（ωｐｚｐ）
，假设局

部破损影响第 ｎｂ 个啮合周期，其余第 ｎｆ 周期均为健

康啮合周期，Ｓ ＝ ｛ｎｂ ｍｏｄ（ｎ，ｚｐ） ＝ １｝，Ｐ ＝ ｛ｎｆ｝，Ｓ∪
Ｐ ＝ Ｎ，根据 􀭰ｘ与􀭺Ｄ的关系，齿轮副啮合 －碰撞行为分

为以下 ５ 种类型。
１） 双齿齿面啮合，边界条件为

􀭰ｘ ≥ 􀭺Ｄ， ｎ􀭵Ｔ０ ≤ ｔ ≤ （ｎ ＋ εｓ － １）􀭵Ｔ０，当啮合点在

区域 ＡＢ１ 或 ＣＤ１ 时，εｓ ＝ εｂ，ｎ ＝ ｎｂ，为破损双齿齿面

啮合；当啮合点在区域 ＡＢ 或 ＣＤ 时，εｓ ＝ εｍ，ｎ ＝ ｎｆ，
为健康双齿齿面啮合；

２） 单齿齿面啮合Ⅰ（区域 ＢＣ），边界条件为

􀭰ｘ ≥ 􀭺Ｄ， （ｎ ＋ εｍ － １）􀭵Ｔ０ ＜ ｔ ＜ （ｎ ＋ １）􀭵Ｔ０

　 　 ３） 单齿齿面啮合Ⅱ，局部破损引起双齿啮合区

变为单齿啮合区（区域 Ｂ１Ｂ 或 Ｄ１Ｄ），边界条件为

􀭰ｘ ≥ 􀭺Ｄ，（ｎｂ ＋ εｂ － １）􀭵Ｔ０ ＜ ｔ ≤ （ｎｂ ＋ εｍ － １）􀭵Ｔ０

　 　 ４） 轮齿脱啮（区域 ＡＤ），边界条件为

－ 􀭺Ｄ ＜ 􀭰ｘ ＜ 􀭺Ｄ，ｎ􀭵Ｔ０ ≤ ｔ ≤ （ｎ ＋ １）􀭵Ｔ０

　 　 ５） 齿背碰撞（理论上在区域 ＡＤ 任意位置），边

·２３５·
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界条件为：􀭰ｘ ＝ － 􀭺Ｄ， ｎ􀭵Ｔ０ ≤ ｔ ≤ （ｎ ＋ １）􀭵Ｔ０。
１．３　 啮合－碰撞动力学建模

１） 双齿齿面啮合

图 ３ 为双齿齿面啮合受力分析图，该状态 ２ 个

轮齿对同时啮合，对应图 ２ 中的 ＡＢ 和 ＣＤ 或 ＡＢ１ 和

ＣＤ１ 区域。 根据牛顿第二定律，主、从动轮绝对转动

方程如（３） 式所示，针对健康和破损齿轮副，其边界

条件不同，分别用 εｍ 和 εｂ 来表征。

图 ３　 双齿齿面啮合受力分析示意图

ＩＰ θ̈ｐ ＋ ＲｂｐＦＮｐ１ ＋ Ｓｄｐ１Ｆ ｆｐ１ ＋ ＲｂｐＦＮｐ２ ＋ Ｓｄｐ２Ｆ ｆｐ２ ＝ Ｔｐ

Ｉｇ θ̈ｇ － ＲｂｇＦＮｇ１ － Ｓｄｇ１Ｆ ｆｇ１ － ＲｂｇＦＮｇ２ － Ｓｄｇ２Ｆ ｆｇ２ ＝ － Ｔｇ
{

（３）
式中： ＦＮｐ１ ＝ ＦＮｇ１ ＝ Ｌ１（ ｔ）􀭵Ｆｍ，ＦＮｐ２ ＝ ＦＮｇ２ ＝ Ｌ２（ ｔ）􀭵Ｆｍ；总
动态啮合力 􀭵Ｆｍ（ ｔ） ＝ ｋｍｄ（ ｔ）（􀭰ｘ － 􀭺Ｄ） ＋ ｃｇｘ－

·；Ｌｉ（ ｔ） 为第

ｉ（ ｉ ＝ １，２） 对啮合轮齿的载荷分配系数；ｋｍｄ（ ｔ） 为双

齿齿面啮合刚度。 第 ｉ 对啮合轮齿主、从动轮所受

的摩擦力 Ｆ ｆｐｉ，Ｆ ｆｇｉ 见（４） 式。
Ｆ ｆｐ１ ＝ Ｆ ｆｇ１ ＝ λｄ１（ ｔ）μｄ１Ｌ１（ ｔ）􀭵Ｆｍ（ ｔ）

Ｆ ｆｐ２ ＝ Ｆ ｆｇ２ ＝ λｄ２（ ｔ）μｄ２Ｌ２（ ｔ）􀭵Ｆｍ（ ｔ）
{ （４）

式中， μｄｉ 和 λｄｉ（ ｔ） 分别为第 ｉ（ ｉ ＝ １，２） 对啮合轮齿

的干摩擦因数和摩擦力方向系数。
（３） 式中，Ｓｄｐｉ（ ｔ），Ｓｄｇｉ（ ｔ） 为第 ｉ（ ｉ ＝ １，２） 对啮合

轮齿的主、从动轮摩擦力臂，可由（５） 式计算得到，
且 Ｓｄｐ２（ ｔ） ＝ Ｓｄｐ１（ ｔ ＋ 􀭵Ｔ０），Ｓｄｇ２（ ｔ） ＝ Ｓｄｇ１（ ｔ ＋ 􀭵Ｔ０）。

Ｓｄｐ１（ ｔ） ＝ （Ｒｂｐ ＋ Ｒｂｇ）ｔａｎα０ － Ｒ２
ａｐ － Ｒ２

ｂｇ ＋ Ｒｂｐωｐ ｔ

Ｓｄｇ１（ ｔ） ＝ Ｒ２
ａｐ － Ｒ２

ｂｇ － Ｒｂｐωｐ ｔ
{

（５）
　 　 考虑 􀭰ｘ ＝ Ｒｂｐθｐ － Ｒｂｇθｇ － ｅ（ ｔ），（３） 式可化简为

ｍｅｘ－̈ ＋ ［１ ＋ λｄ１μｄ１（ ｔ）ｇｄ１（ ｔ）Ｌ１（ ｔ） ＋
　 λｄ２μｄ２（ ｔ）ｇｄ２（ ｔ）Ｌ２（ ｔ）］

　 （ｋｍｄ（ ｔ）（􀭰ｘ － 􀭺Ｄ） ＋ ｃｇ􀭰ｘ） ＝ 􀭵Ｆ ＋ 􀭵Ｆｈ（ ｔ） （６）
式中： ｍｅ 为等效质量；ｇｄｉ（ ｔ） 为第 ｉ（ ｉ ＝ １，２） 对啮合

轮齿对的等效摩擦力臂；􀭵Ｆ 为总负载；􀭵Ｆｎ（ ｔ） 为齿轮

副内部误差激励，且有

ｍｅ ＝
ＩｐＩｇ

Ｒ２
ｂｐＩｇ ＋ Ｒ２

ｂｐＩｐ

ｇｄｉ（ ｔ） ＝
ＲｂｐＩｇＳｄｐｉ（ ｔ） ＋ ＲｂｇＩｐＳｄｇｉ（ ｔ）

Ｒ２
ｂｐＩｇ ＋ Ｒ２

ｂｐＩｐ

􀭵Ｆ ＝
ＲｂｐＩｇＴｐ ＋ ＲｂｇＩｐＴｇ

（Ｒ２
ｂｐＩｇ ＋ Ｒ２

ｂｐＩｐ
， 􀭵Ｆｈ（ ｔ） ＝ － ｍｅ ｅ̈（ ｔ）

　 　 ２） 单齿齿面啮合Ⅰ
单齿齿面啮合Ⅰ 为健康单齿啮合，仅一对轮齿

参与啮合，对应图 ２ 中 ＢＣ 区域，动力学方程为

ｍｅｘ－̈ ＋ ［１ ＋ λｄ２（ ｔ）μｄ２ｇｄ２（ ｔ）·

　 （ｋｍｓ（ ｔ）（􀭰ｘ － 􀭺Ｄ） ＋ ｃｇｘ－
·）］ ＝ 􀭵Ｆ ＋ 􀭵Ｆｈ（ ｔ） （７）

式中， ｋｍｓ（ ｔ） 为单齿齿面啮合刚度，单齿齿面啮合

Ⅰ 对应的刚度为 ｋｍｓ１（ ｔ）。
３） 单齿齿面啮合 Ⅱ
图 ４ 为单齿齿面啮合 Ⅱ 受力分析图，主动轮轮

齿局部破损导致同时啮合轮齿对减少，对应图 ２ 齿

面啮合线 Ｂ１Ｂ 或 Ｄ１Ｄ 区域。 其动力学方程同（７）
式，差异性表现为边界条件及 ｋｍｓ（ ｔ），单齿齿面啮合

Ⅱ 刚度为 ｋｍｓ２（ ｔ），详细计算见第 ２．１ 节。

图 ４　 单齿齿面啮合Ⅱ受力分析示意图

４） 轮齿脱啮

轮齿脱啮时两齿轮相互分离，齿面法向啮合力

和齿面摩擦力均为零，其运动方程如下

ｍｅｘ－̈ ＝ 􀭵Ｆ ＋ 􀭵Ｆｈ（ ｔ） （８）
　 　 ５） 齿背碰撞

令 􀭰ｘ ＝ － 􀭺Ｄ 时，发生齿背接触，其碰撞方程为

ｘ－·（ ＋） ＝ － Ｒ􀭰ｘ（ －） （９）
式中： ｘ－·（ －），ｘ－

·
（ ＋） 为碰撞前、后的相对速度，根据文献

［１５］，最大碰撞力 Ｆｃ 可由（１０） 式计算得到。

Ｆｃ ＝ － ｋｃ（ ｔ）
５Ｒ􀭺ｍ
４ｋｃ（ ｔ）

δ̇２
（ －）

æ

è
ç

ö

ø
÷

３
５

（１０）

式中： 􀭺ｍ ＝
ｍ１ｍ２

ｍ１ ＋ ｍ２

＝
２Ｉ１Ｉ２

Ｉ１Ｒ２
ｐ ＋ Ｉ２Ｒ２

ｇ

为等效质量；ｋｃ（ ｔ）

·３３５·
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为时变齿背接触刚度；Ｒｐ 和 Ｒｇ 分别为主、从动轮分

度圆半径。
１．４　 归一化处理

根据齿面啮合条件，引入啮合力函数 􀭰ｆ（􀭰ｘ，ｘ－·） 和

啮合状态函数 􀭵ｈ（ ｔ，􀭰ｘ），齿面啮合动力学方程为

ｍｅｘ－̈ － 􀭵ｈ（ ｔ，􀭰ｘ）􀭰ｆ（􀭰ｘ，ｘ－·） ＝ 􀭵Ｆ（ ｔ） ＋ 􀭵Ｆｈ（ ｔ） （１１）
式中， 􀭰ｆ（􀭰ｘ，ｘ－·） 和 􀭵ｈ（ ｔ，􀭰ｘ） 见（１２） ～ （１３） 式。

􀭰ｆ（􀭰ｘ，ｘ－·） ＝
􀭰ｋｍ（ ｔ）（􀭰ｘ － 􀭺Ｄ） ＋ ｃｇｘ－

· 􀭰ｘ ≥ 􀭺Ｄ

０　 　 　 　 　 　 － 􀭺Ｄ ＜ 􀭰ｘ ＜ 􀭺Ｄ{ （１２）

式中： 􀭰ｋｍ（ ｔ） 为综合时变啮合刚度；ｃｇ 为系统阻尼。
􀭵ｈ（ ｔ，􀭰ｘ） ＝

􀭵ｈｆｄ（ ｔ，􀭰ｘ）　 　 ｎｆ
􀭵Ｔ０ ≤ ｔ ≤ （ｎｆ ＋ εｍ － １）􀭵Ｔ０

􀭵ｈｆｓ（ ｔ，􀭰ｘ） （ｎｆ ＋ εｍ － １）􀭵Ｔ０ ＜ ｔ ＜ （ｎｆ ＋ １）􀭵Ｔ０

􀭵ｈｂｄ（ ｔ，􀭰ｘ） ｎｂ
􀭵Ｔ０ ≤ ｔ ≤ （ｎｂ ＋ εｂ － １）􀭵Ｔ０

􀭵ｈｂｓ（ ｔ，􀭰ｘ） （ｎｂ ＋ εｂ － １）􀭵Ｔ０ ＜ ｔ ＜ （ｎｂ ＋ １）􀭵Ｔ０

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（１３）
式中： 􀭵ｈｆｓ（ ｔ，􀭰ｘ） 和 􀭵ｈｆｄ（ ｔ，􀭰ｘ） 为正常单、双齿齿面啮合

状态方程；􀭵ｈｂｓ（ ｔ，􀭰ｘ） 和 􀭵ｈｂｄ（ ｔ，􀭰ｘ） 为破损单、双齿齿面

啮合状态方程。 正常和破损单、双齿啮合状态函数

仅为边界条件的差异，形式上相同。 单、双齿齿面啮

合状态方程见（１４） ～ （１５） 式。
ｈｆｓ（τ，ｘ） ＝

　 ｈｂｓ（τ，ｘ） ＝
１ ＋ λｄ２（τ）μｄ２ｇｄ２（τ） ｘ ＞ Ｄ
０　 　 　 　 　 　 　 － Ｄ ＜ ｘ ＜ Ｄ{

（１４）
ｈｆｄ（τ，ｘ） ＝

　 ｈｂｄ（τ，ｘ） ＝
１ ＋ λｄ１（τ）μｄ１ｇｄ１（τ）Ｌ１（τ） ＋
　 λｄ２（τ）μｄ２ｇｄ２（τ）Ｌ２（τ） ｘ ＞ Ｄ
０　 　 　 　 　 　 　 － Ｄ ＜ ｘ ＜ Ｄ

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１５）

　 　 系统固有频率 ωｎ ＝ ｋａｖ ／ ｍｅ ，ｋａｖ 为平均啮合刚

度，无量纲时间 τ ＝ ωｎ ｔ，无量纲啮合频率 ω ＝ ωｎ ／ ωｈ，
ωｈ 为啮合频率。 引入特征尺寸 Ｄｃ，系统无量纲参数

如下：ｘ ＝ 􀭰ｘ ／ Ｄｃ，ｃ ＝ ｃｇ ／ （ｍｅωｎ），２Ｄ ＝ ２􀭺Ｄ ／ Ｄｃ，Ｆ（τ） ＝
􀭵Ｆ（ ｔ） ／ （ｍｅＤｃω２

ｎ），ｋｍ（τ） ＝ ｋｍ（ ｔ） ／ （ｍｅω２
ｎ），Ｆｈ（τ） ＝

􀭵Ｆｈ（ ｔ） ／ （ｍｅＤｃω２
ｎ） ＝ εω２ｃｏｓ（ωτ），则（１３） 式可无量

纲化为

ｘ̈ － ｈ（τ，ｘ） ｆ（ｘ，ｘ̇） ＝ Ｆ ＋ εω２ｃｏｓ（ωτ） （１６）
式中： ｆ（ｘ，ｘ̇） 为无量纲动态啮合力函数；ｈ（τ，ｘ） 为

无量纲状态函数，见（１７） ～ （１８） 式。

ｆ（ｘ，ｘ̇） ＝
ｋｍ（τ）（ｘ － Ｄ） ＋ ｃｘ̇ ｘ ≥ Ｄ
０　 　 　 　 　 　 － Ｄ ＜ ｘ ＜ Ｄ{ （１７）

ｈ（τ，ｘ） ＝

　

ｈｆｄ（τ，ｘ）　 ｎｆＴ０ ≤ τ ≤ （ｎｆ ＋ εｍ － １）Ｔ０

ｈｆｓ（τ，ｘ）　 （ｎｆ ＋ εｍ － １）Ｔ０ ＜ τ ＜ （ｎｆ ＋ １）Ｔ０

ｈｂｄ（τ，ｘ）　 ｎｂＴ０ ≤ τ ≤ （ｎｂ ＋ εｂ － １）Ｔ０

ｈｂｓ（τ，ｘ）　 （ｎｂ ＋ εｂ － １）Ｔ０ ＜ τ ＜ （ｎｂ ＋ １）Ｔ０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１８）
式中： Ｔ０ 为无量纲啮合周期；ｈｆｓ（τ，ｘ），ｈｆｄ（τ，ｘ） 为
健康单、双齿齿面啮合无量纲状态方程；ｈｂｓ（τ，ｘ），
ｈｂｄ（τ，ｘ） 为破损下单、双齿齿面啮合无量纲状态方

程，详细计算见（１９） ～ （２０） 式。
ｈｆｓ（τ，ｘ） ＝ ｈｂｓ（τ，ｘ） ＝

　
１ ＋ λｄ２（τ）μｄ２ｇｄ２（τ） ｘ ＞ Ｄ
０　 　 　 　 　 　 　 　 － Ｄ ＜ ｘ ＜ Ｄ{ （１９）

ｈｆｄ（τ，ｘ） ＝ ｈｂｄ（τ，ｘ） ＝

　
１ ＋ λｄ１（τ）μｄ１ｇｄ１（τ）Ｌ１（τ） ＋
　 λｄ２（τ）μｄ２ｇｄ２（τ）Ｌ２（τ） ｘ ＞ Ｄ
０　 　 　 　 　 　 　 － Ｄ ＜ ｘ ＜ Ｄ

ì

î

í

ï
ï

ïï

（２０）

　 　 综上，局部破损下直齿轮系统啮合－碰撞非线

性动力学模型无量纲归一化方程可表示为

ｘ̈ － ｈ（τ，ｘ） ｆ（ｘ，ｘ̇） ＝ Ｆ ＋ εω２ｃｏｓ（ωτ） ｘ ＞ － Ｄ
ｘ̇（ ＋） ＝ － Ｒｘ̇（ －） 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ｘ ＝ － Ｄ{

（２１）
式中： ｘ－·（ －），ｘ－

·
（ ＋） 分别表示齿背碰撞前、后的无量纲

相对速度，无量纲综合动态接触力见（２２） 式。

　 Ｆｍ ＝

ｋｍ（τ）（ｘ － Ｄ） ＋ ｃｘ̇　 　 　 ｘ ≥ Ｄ

－ ｋｃ（τ）
５Ｒ􀭺ｍ

４ｋｃ（τ）
ｘ̇２
（ －）

æ

è
ç

ö

ø
÷

３
５

　 ｘ ＝ － Ｄ

０　 　 　 　 　 　 　 － Ｄ ＜ ｘ ＜ Ｄ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２２）

２　 时变参数计算

根据文献［６，１２］ 等的研究，该模型主要研究局

部破损对时变接触刚度和时变载荷分配系数的影

响，将啮合阻尼和齿侧间隙等效为恒定参数，研究局

部破损下齿轮系统非线性啮合 － 碰撞动态特性。
２．１　 时变刚度计算

假设无量纲齿面啮合刚度 ｋｍ（τ） 和齿背接触刚
度 ｋｃ（τ） 相等，由（２３） 式计算得到。

１
ｋｍ（τ）

＝ １
ｋｃ（τ）

＝ １
ｋｈ

＋ １
ｋｂｊｉ

＋ １
ｋａｊｉ

＋ １
ｋｓｊｉ

＋ １
ｋｆ

（２３）

·４３５·
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式中： ｋｈ 为时变赫兹接触刚度［３］，弯曲刚度 ｋｂｊｉ，轴
向压缩刚度 ｋａｊｉ，剪切刚度 ｋｓｊｉ，基体刚度 ｋｆ（ ｊ ＝ ｐ，ｇ分

别表示主、从动轮，ｉ ＝ １，２ 分别表示单、双齿齿轮副

接触） 详细计算见文献［１０⁃１２］。
局部破损下齿面啮合时变刚度如图 ５ 所示。 ｋｍ

为综合时变啮合刚度（双齿齿面啮合、单齿齿面啮

合Ⅰ、Ⅱ的刚度分别为 ｋｍｄ，ｋｍｓ１，ｋｍｓ２），ｋｍ１ 和 ｋｍ２ 为双

齿啮合第 １，２ 轮齿对啮合刚度。 阴影部分为齿轮局

部破损受到影响的啮合周期，与健康啮合周期相比，
轮齿局部缺失，部分双齿啮合变为单齿啮合，双齿啮

合区减小，单齿啮合区增大，对应时变啮合刚度减

小，轮齿局部承载能力减弱。

图 ５　 局部破损下时变啮合刚度

２．２　 时变载荷分配系数计算

根据文献［１２］的研究，局部破损下齿面啮合载

荷分配系数 Ｌ（ξ） 可由（２４） 式计算得到。
Ｌ（ξ） ＝

１
３ １ ＋

ξＣ（ ｔ） － ξＡ
ξＤ － ξＡ － １

æ

è
ç

ö

ø
÷ 　 ξＡ ≤ ξＣ（ ｔ） ≤ ξＤ１

－ １

１　 　 　 　 　 　 　 　 　 ξＤ１ － １ ＜ ξＣ（ ｔ） ＜ ξＡ ＋ １

１
３ １ ＋

ξＣ（ ｔ） － ξＤ
ξＡ － ξＤ ＋ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ 　 ξＡ ＋ １ ≤ ξＣ（ ｔ） ≤ ξＤ１

１　 　 　 　 　 　 　 　 　 ξＤ１
≤ ξＣ（ ｔ） ≤ ξＤ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（２４）
式中： ξＡ 和 ξＤ 分别表示啮合点 Ａ 和 Ｄ 的齿廓参数；
ξＤ１

为点 Ｄ１ 的齿廓参数；ξＣ（ ｔ） 为 ＡＤ 上任意啮合点

的齿廓参数，见（２５） 式。

　 ξＤ１
＝

ｚＰ
２π

Ｒ２
ｂ

Ｒ２
ｂｐ

－ １ ， ξＣ（ ｔ） ＝
ｚＰ
２π

Ｒ２
ｄｐ

Ｒ２
ｂｐ

－ １ 　 （２５）

　 　 图 ６为局部破损下时变载荷分配系数。 Ｌｉ 为第

ｉ对啮合轮齿的载荷分配系数（ ｉ ＝ １，２），同正常周期

相比，破损周期中双齿啮合区部分变为单齿啮合区

（单齿啮合 Ⅱ 区），导致双齿啮合区减小，单齿啮合

区增大，载荷作用在一对轮齿上。 可见，轮齿局部破

损使其邻近轮齿局部过载，加剧疲劳。

图 ６　 局部破损下时变载荷分配系数

３　 啮合－碰撞非线性动力学特性研究

为分析局部破损下齿轮系统多状态啮合－碰撞

行为机理，定义 ２ 种不同的 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射截面，频闪

映射截面 βｎ 和齿背接触映射截面 βｃ。 βｎ ＝ ｛（ｘ，ｘ̇，

τ） ∈ Ｒ２ × Ｔ，ｍｏｄ τ，２π
ω

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０｝；β ｃ ＝ ｛（ｘ，ｘ̇，τ） ∈

Ｒ２ ×Ｔ，ｘ ＝ － Ｄ｝。
结合相图、Ｐｏｉｎｃａｒé 截面图、动态接触力、时间

历程图等分析齿轮系统啮合 － 碰撞特性。 通过相

图（ｘ≥Ｄ，系统为齿面啮合； － Ｄ ＜ ｘ ＜ Ｄ，系统为轮

齿脱啮；ｘ ＝ － Ｄ，系统为齿背碰撞） 和 Ｐｏｉｎｃａｒé 截面

图辨识齿轮系统多状态啮合 － 碰撞行为及运动周

期；结合齿轮系统多初值分岔图与 Ｆｃ 周期图，讨论

系统随啮合频率和载荷变化的啮合 － 碰撞特性。
３．１　 局部破损下接触力变化规律

取系统参数：ｃ ＝ ０．０１，μ ｄ１ ＝ μ ｄ２ ＝ ０．１５，ε ＝ ０．０５，
Ｆ ＝ ０．０５，Ｄ ＝ １．０，ω ＝ １．１，Ｒ ＝ ０．８５。 图 ７ａ） 为局部

破损下 Ｆｍ 时间历程图，Ｆｍ ＞ ０，Ｆｍ ＝ ０ 和 Ｆｍ ＜ ０ 呈

周期变化规律，系统为齿面啮合 － 轮齿脱啮 － 齿背

碰撞交替，齿面啮合转迁为轮齿脱啮时（区域 Ｂ），
Ｆｍ ＞ ０突变为 Ｆｍ ＜ ０又突变为 Ｆｍ ＝ ０；图 ７ｂ） 为图

７ａ） 区域 Ａ局部放大图，Ｔ１ 和 Ｔ２ 为健康单、双齿齿面

啮合周期，Ｔｂ１，Ｔｂ２ 为局部破损下齿轮单、双齿啮合

周期，可以看出 Ｔｂ１ ＞ Ｔ１，Ｔｂ２ ＜ Ｔ１，Ｔ１ ＋ Ｔ２ ＝ Ｔｂ１ ＋
Ｔｂ２ ＝Ｔ０，破损轮齿使得单齿啮合周期增大，双齿啮

合周期减小，且变化量相同，Ｔｂ１ － Ｔ１ ＝ Ｔ２ － Ｔｂ２ ＝
（εｍ － ε ｂ）Ｔ０。 局部破损使得部分区域 Ｆｍ 减小，动
力传输能力降低。

·５３５·
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图 ７　 动态接触力时间历程图

３．２　 载荷系数的影响

其他参数不变，ω ＝ １．２，Ｆ∈（０，０．１５］ 作为参数

变量，图 ８ 为局部破损下齿轮系统随 Ｆ 递减的多初

值分岔图和 Ｆｃ 周期变化图，图 ８ａ） 为 β ｎ 截面的分岔

图；图 ８ｂ） 为 β ｃ 截面的 Ｆｃ 周期图。 Ｆ 较大，系统为

周期 １ 运动，其相图和 Ｐｏｉｎｃａｒé 截面图见图 ９ａ），齿
面啮合－轮齿脱啮交替；随 Ｆ 减小，在 Ａ 点周期 １ 运

动一部分初值下突变为混沌后立即退化为周期 ４ 运

动，另一部分初值下转迁为周期 ２ 运动，导致周期 ２
和周期 ４ 运动共存，其相图和 Ｐｏｉｎｃａｒé 截面图见图

９ｂ），周期 ４ 运动的拓扑结构远大于周期 ２ 运动，意
味着周期 ４ 运动的振动强于周期 ２；在 Ｂ 点周期 ２
运动在部分初值下激变为混沌运动，周期 ４ 运动保

存不变，导致周期 ４ 和混沌运动共存；在 Ｃ 点周期 ４
运动退化为周期 ２ 运动，导致周期 ２ 和混沌运动共

存，其相轨迹和 Ｐｏｉｎｃａｒé 截面图如图 ９ｃ）所示；在 Ｄ
点混沌运动在一部分初值下退化为周期 ６ 运动，另
一部分初值下仍保持周期 ２ 运动，导致周期 ２ 和周

期 ６ 运动共存，其相图和 Ｐｏｉｎｃａｒé 截面图如图 ９ｄ）
所示，周期 ２ 运动的拓扑结构大于周期 ６，意味着周

期 ２ 运动的振动强于周期 ６；在 Ｅ 点，周期 ６ 运动退

化为周期 ３ 运动，Ｆ 点周期 ２ 运动消失，周期共存现

象消失，导致周期 ２ 和周期 ３ 运动共存；周期 ３ 运动

经 Ｇ 点跳跃转迁为周期 ６ 运动，后在 Ｈ 点突变为长

周期或非周期运动。
综上所述，Ｆ 较大时，系统为稳定的周期运动且

无齿背碰撞，随 Ｆ 减小，出现混沌运动及周期共存

现象以及齿背碰撞行为，Ｆ 较小时，齿背碰撞依然存

在，但周期共存现象消失。 较大载荷抑制齿背碰撞，
较小载荷、混沌运动和多周期共存现象诱发齿背碰

撞。 在齿轮系统参数设计、优化时，诱发齿背碰撞的

载荷范围应尽可能避免，实际工作中可以调节初值

来改善齿轮运动状态。

图 ８　 局部破损下齿轮系统随载荷变化的

多初值分岔图和碰撞力周期变化图

图 ９　 不同载荷系数对应的相图和 Ｐｏｉｎｃａｒé 截面图

３．３　 啮合频率的影响

令 Ｆ ＝ ０．１１，ω ∈［０．１，２．５］，局部破损下齿轮系

统随 ω 递增的多初值分岔图和 Ｆｃ 周期变化图如图

１０ 所示。 图 １０ａ） 为 β ｎ 截面的分岔图；图 １０ｂ） 为 β ｃ

截面的 Ｆｃ 周期图。 随着 ω 的增大，混沌运动在 Ｉ 点
退化为周期 １ 运动，齿背碰撞消失，混沌运动的相轨

迹如图 １１ａ） 所示。 在 Ｊ点周期 １在一部分初值下转

迁为周期 ２ 运动，在另一部分初值下持续存在，导致

周期１与周期２的共存，相轨迹和Ｐｏｉｎｃａｒé截面图见

图１１ｂ），周期２运动为齿面啮合 －轮齿脱啮交替，周
期１运动仅表现为齿面啮合，周期２运动的振动明显

强于周期 １。 在 Ｋ 点一部分初值下由周期 １ 运动跳

跃为周期３运动，另一部分初值下仍表现为周期２运
动，导致周期 ２和周期 ３运动共存。 在 Ｌ点一部分初

·６３５·
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值下由周期３运动转迁为周期８运动，另一部分初值

下仍表现为周期 ２运动，导致周期 ２和周期 ８运动共

存，相轨迹和 Ｐｏｉｎｃａｒé 截面图见图 １１ｃ），两种周期

运动均为齿面啮合 － 轮齿脱啮交替，周期 ８ 运动的

振动明显强于周期２。 在Ｍ点周期８运动消失，系统

均表现为周期２运动，后在Ｎ点周期２在一部分初值

下经边界激变进入混沌，并出现齿背碰撞，另一部分

初值下仍保持周期 ２ 运动并进行一系列演化：在 Ｎ
和 Ｏ之间，混沌和周期２运动共存；Ｐ和Ｑ之间，混沌

和周期 １ 运动共存；Ｑ 和 Ｒ 之间，混沌和周期 ４ 运动

共存；Ａ和 Ｔ之间，混沌和周期 ３运动共存。 在 Ｔ 点，
混沌运动消失，系统退化为周期 ３ 运动，相轨迹和

Ｐｏｉｎｃａｒé 截面图见图 １１ｄ），齿面啮合－轮齿脱啮－齿
背碰撞交替。

图 １０　 局部破损下齿轮系统随啮合频率变化的

多初值分岔图和碰撞力周期变化图

图 １１　 不同啮合频率对应的相图和 Ｐｏｉｎｃａｒé 截面图

由上可见，当 ω 较小时，系统为混沌运动，Ｆｃ 随

ω 增大而减小，且混沌运动退化为周期运动，齿背碰

撞消失，系统经过一系列演化，再次激变为混沌运

动，齿背碰撞行为和共存现象再次出现；ω 较大时，
系统表现为齿面啮合 － 轮齿脱啮 － 齿背碰撞交替

行为。 齿轮系统在 ω 较大或较小时均出现混沌，并
诱发齿背碰撞行为。 避免系统在ω较大或较小的区

间运行，能够一定程度避免齿背碰撞，保证齿轮系统

的健康、平稳运行。
３．４　 局部破损与健康齿轮系统对比

系统参数同 ３．２ 节，健康齿轮系统随载荷系数

递减的多初值分岔图见图 １２。 图 １２ａ） 为 β ｎ 截面对

应的分岔图；图 １２ｂ） 为 β ｃ 截面对应的 Ｆｃ 周期图。
在 Ａ′点右侧，系统为周期 ２和周期 １运动共存，且无

齿背碰撞行为，周期１运动在 Ａ′点激变为混沌运动，
后在 Ｂ′点退化为周期 ６运动，并在 Ｃ′点再次进入混

沌，周期 ２运动在 Ｂ′点突变为混沌运动。 在 Ａ′和 Ｂ′
之间，混沌和周期 ２ 运动共存；Ｂ′和 Ｃ′之间，混沌和

周期 ６运动共存；在Ｄ′点，混沌运动退化为周期 ６运

动，并在 Ｅ′ 点突变为周期 ３ 运动，后经 Ｆ′ 点跳跃转

迁为周期 ６ 运动。
对比图８和图１２发现：样本参数下，轮齿局部破

损影响齿轮系统混沌、分岔特性和周期运动共存现

象。 Ｆ 较大时，局部破损影响齿轮系统周期运动共

存，但仍抑制齿背碰撞行为；随着 Ｆ 减小，局部破损

影响下，系统提前出现齿背碰撞并出现周期共存，加
剧系统动力学行为的复杂程度；较小载荷下，局部破

损对系统的影响逐渐较小，但可能出现长周期运动，
影响系统稳定性，加剧系统振动。

图 １２　 健康齿轮系统随载荷系数变化的多初值

分岔图和碰撞力周期变化图

·７３５·
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４　 结　 论

本文建立了主动轮局部破损下直齿轮系统啮合

－碰撞动力学模型，研究了齿轮系统分岔、混沌和啮

合－碰撞特性，具体结论如下：
１） 局部破损轮齿提前退出啮合，影响齿轮副重

合度和单、双齿啮合区域（双齿啮合区减小，单齿啮

合区增大），引起了齿轮系统接触刚度、载荷分配和

动态接触力变化，降低邻近轮齿局部承载力。
２） 引入碰撞恢复系数，建立考虑能量耗散的局

部破损齿轮系统啮合－碰撞模型，该模型一定程度

上反映了齿轮传动实际过程，为齿轮系统参数设计、
优化及局部破损故障检测与维护提供参考，为齿轮

系统动力学建模和分析提供新的方法和思路。
３） 随啮合频率和载荷系数的变化，系统动力学

响应发生演化：啮合频率较大或较小时，系统出现混

沌或齿背碰撞，系统运动性能较差；较大载荷下，系
统运动较为稳定且无齿背碰撞行为。 混沌和周期运

动共存均诱发齿背碰撞，加剧系统运动的复杂性，实
际工作中可通过调节初值来改善系统运动状态，进
而提高齿轮传动的平稳性。

４） 对比局部破损和健康齿轮系统，不同载荷条

件下，局部破损对系统运动状态产生不同程度影响。
较小载荷下，局部破损可能引发高周期运动；随载荷

增大，局部破损诱发周期运动共存现象，加剧系统运

动复杂性，并诱发齿背碰撞；较大载荷下，局部破损

影响周期运动共存，但仍抑制齿背碰撞。 为保证齿

轮在较大载荷下运行，可通过调整初值改善齿轮系

统的动态特性，能够一定程度降低局部破损对齿轮

系统造成的不利影响。
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