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摘　 要：定常流场的求解在现代飞行器气动设计中有着广泛的应用，流场求解效率对飞行器优化的效

率有着重要影响。 提出了一种将拉普拉斯（Ｌａｐｌａｃｅ）算子与伪时间推进法相结合的混合方程延拓方

法，用于求解定常无黏流动问题。 在定常流动问题中，流场通常被初始化为均匀来流条件，然后再开

始迭代求解。 这就导致初始残差仅在靠近边界的网格处不为零。 针对这一特点，通过拉普拉斯算子

作为额外耗散措施，加速非线性迭代在求解初期的收敛速度。 在非线性迭代的后期，为避免拉普拉斯

算子的过度耗散，混合延拓方法逐步过渡为由伪时间项主导。 为构造完整的非线性迭代策略，同时给

出了延拓系数的初始化、递推和终止方法。 最后，将所构造的方法应用于有限元欧拉方程求解器中，
分别通过 ＧＡＭＭ 鼓包内流算例和 ＮＡＣＡ００１２ 外流算例，在亚声速和跨声速条件下对计算效率进行了

验证。 数值实验结果表明，混合延拓方法在跨声速算例中可以比单纯拉普拉斯延拓提高 １ ／ ３～１ ／ ４ 收

敛速度，相对于单纯时间推进法的效率提升更为显著。
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　 　 在飞行器气动特性的评估和优化设计中，通常

需要对大量类似的几何构型反复进行定常流动模

拟。 因此，为使计算流体力学方法在飞行器设计中

发挥更有力的作用，迫切需要研究具有更高计算效

率的定常流场数值模拟计算方法。 由于方程的非线

性性质，其求解必须通过迭代法实现。 根据迭代方

法构造方式的不同，可以分为显式方法和隐式方法。
由于定常问题的求解不受时间精度的限制，隐式解

法可以充分发挥稳定性强、时间步长大的优点，从而

在定常问题的求解中得到了广泛的应用。
在非线性问题的隐式解法中，需要通过牛顿法

对问题进行线性化处理。 牛顿迭代由于可以达到快

速的平方收敛而成为应用广泛的非线性求解方法，
但是牛顿迭代要求初始误差足够小才能避免发散。
不像非定常计算可以利用已知时间步的信息构造质

量较高的初值［１］，在定常空气动力学问题中，一般

很难得到足够精确的初始解。 为解决这一矛盾，人
们一般通过对需要求解的问题进行修改，以改善问

题的数学性质，使初始解得以满足牛顿迭代的收敛

条件。 这种扩大牛顿迭代可接受初值条件范围的操

作，就称为牛顿迭代的全局化（ｇｌｏｂａｌｉｚａｔｉｏｎ）。
根据具体操作对象的不同，牛顿迭代全局化方

法可以被分为 ２ 种类型。 第一类方法不涉及非线性

问题本身，而是试图通过修改离散方式或解的修正

量来保证稳定性。 比较常见的有网格序列法［２］ 和

线性搜索法［３］。 这类方法不是本文研究的重点，故
而不在这里作详细介绍。 因为这一类方法独立于非

线性问题本身，所以它们实际上可以与下面要介绍

的第二类方法结合使用。 第二类方法需要修改所要

求解的问题本身来提高稳定性和计算效率。 对于飞

行器流场模拟问题，这类方法的典型代表有边界松

弛 （ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｒｅｌａｘａｔｉｏｎ ） 法和方程延拓

（ｅｑｕａｔｉｏｎ ｃｏｎｔｉｎｕａｔｉｏｎ）法［４］。 由于定常流动问题的

初场一般根据来流条件设置为均匀场，故而初始误

差将集中在物面边界处。 因此，通过边界松弛法逐

步施加边界条件以改善问题的稳定性就成为一种顺

理成章的选择。 Ｌｙｒａ 等人［５］ 对边界松弛法有较多

的研究和应用。
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方程延拓法是通过修改控制方程本身来改善非

线性迭代收敛性的方法。 方程延拓法中最为常见的

就是经典的伪时间延拓法（ＰＴＣ，ｐｓｅｕｄｏ ｔｉｍｅ ｃｏｎｔｉｎ⁃
ｕａｔｉｏｎ）。 为避免延拓项污染方程的解，方程延拓法

需要建立一个延拓项逐渐减小并最终消失的方程序

列，通过逐次求解近似方程最终得到原方程的解。
伪时间推进法作为方程延拓法的一种，它从非定常

方程的物理意义出发，在定常控制方程中引入了一

个伪时间项，随着求解的收敛，时间项的作用逐渐消

失，从而得到定常问题的解。 作为一种经典方法，伪
时间推进法得到了非常广泛的应用，也受到了研究

者较多的关注。 为提高迭代的稳定性，Ｋｅｌｌｅｙ 等

人［６］发展了一种带约束的伪时间推进法。
除加入时间项外，引入人工耗散来提高解的稳

定性也是一种常用的方法。 早在速势方程的时代，
Ｙｏｕｎｇ 等人提就出了用于加速收敛的黏性松弛

法［７］。 近年来，Ｈｉｃｋｅｎ 等人对比研究了黏性延拓和

伪时间推进法在定常 ＲＡＮＳ 方程求解中的效果，认
为“黏性延拓法是伪时间推进法的一种具有相当鲁

棒性和效率的替代方法” ［８］，但是没有研究将二者

进行结合的方法。 最近，针对拟线性的标量对流输

运方程，Ｐｏｌｌｏｃｋ 发表了一种通过拉普拉斯算子改善

病态雅克比的方法［９］。 不过，根据 Ｈｉｃｋｅｎ 等人［８］的

研究结论，由于 ＮＳ 方程的连续方程不存在黏性项，
所以这种方法增稳作用比较有限。

受 Ｐｏｌｌｏｃｋ 和 Ｈｉｃｋｅｎ 等人工作的启发，本文对

拉普拉斯算子和伪时间推进法相结合的混合延拓方

法进行了研究，包括延拓方程的构造、延拓参数的初

值选择、推进策略以及终止条件等。 鉴于欧拉方程

可以比较充分地体现控制方程的非线性特征，也可

以反映激波这一引起流场求解不稳定的关键元素，
本文在欧拉方程有限元求解器中实现了所构造的混

合延拓方法，并通过 ＧＡＭＭ 鼓包和 ＮＡＣＡ００１２ 翼型

算例对所构造的混合延拓方法的效率进行了验证。

１　 基本问题和求解方法

定常可压缩欧拉方程的隐式求解涉及一整套复

杂的计算方法，其中主要包括方程延拓、欧拉方程的

稳定化以及牛顿迭代中线性问题的求解，而各部分

之间又互相关联，影响算法的整体效率。 故虽然本

文工作重点不在于欧拉方程的稳定化和线性问题的

求解，为表述的清晰和完整起见，此处仍须对相关关

键信息进行必要介绍。
１．１　 基本控制方程

本文所研究问题的控制方程是无量纲的定常可

压缩欧拉方程，表示为

Ｒ（ｗ） ＝ ∇·Ｆｃ（ｗ） ＝ ０ （１）
式中， ｗ ＝ （ρ，Ｕ，ｐ） 表示密度、速度和压力等流场自

变量，Ｒ（ｗ） 表示残差，Ｆｃ（ｗ） 为无黏对流通量，具
体为

Ｆｃ（ｗ） ＝
ρｕ ⊗ ｕ ＋ Ｉｐ

ρｕ
（Ｅ ＋ ｐ）ｕ

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

（２）

式中， ⊗ 表示直积，Ｉ 为单位阵，Ｅ 表示流体总能。
１．２　 稳定化和激波捕捉

众所周知，在流动中出现不光滑结构时，使用常

规有限元方法求解欧拉方程将会产生非物理的震

荡，因而需要通过一些特殊处理解决这一问题。 本

文通过引入受人工黏性系数控制的人工黏性通量来

完成方程的稳定化以及激波捕捉。 方程的具体表述

如下：
Ｒｆｌｕｘ（ｗ） ＝ ∇·［Ｆｃ（ｗ） － Ｆａｖ（ｗ）］ ＝ ０ （３）

虽然最初的问题是求解欧拉方程，但最终实际上被

求解的，是加入黏性通量后的稳定化欧拉方程（３）。
其中人工黏性通量的具体形式仿照 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方

程定义如下：

Ｆａｖ（ｗ） ＝
τｉｊ

μＥ∇ρ
τｉｊｕ ＋ κＥＴ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

（４）

式中， τ ｉｊ 为应力张量，Ｔ为温度，μＥ 和κＥ 为待定义的

人工黏性系数和人工导热系数。 人工导热系数与人

工黏性系数之间的关系也依物理关系确定

κＥ ＝ ＰｒμＥ （５）
式中， Ｐｒ 为普朗特数，本文取 ０．７２。 至此，唯一的待

定参数就是人工黏性系数 μＥ。
本文应用参考文献［１０］ 中的方法来确定人工

黏性系数。 思路是，对于流动中的比较不光滑的区

域，有限元解中的最高阶分量将占据较多的成分，反
之亦然。 根据这一指标构造相应的指示因子，就可

以在流场中需要的部分加入合适的人工黏性。 由于

参考文献［１０］ 中的方法是针对采用正交基函数的

间断有限元方法，而本文采用的是基于拉格朗日基

函数的连续有限元方法，故此处对与参考文献有所

不同的一些细节进行交代。

８５
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在单元 ΩＫ 上，震荡指示因子 ＦＫ 定义如下

ＦＫ ＝ ｌｇ （ｕ － ｕ^，ｕ － ｕ^）
（ｕ，ｕ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ （６）

式中， ｕ^ 为变量 ｕ 去掉最高阶分量后的值，（ｕ － ｕ^，ｕ
－ ｕ^） 为单元 ΩＫ 上解向量次高阶分量的 Ｌ２ 范数，并
通过解向量本身的 Ｌ２ 范数（ｕ，ｕ） 进行归一化。 ＦＫ

定义的形式与参考文献［１０］ 中相同，区别是参考文

献中仅通过密度分量来计算 ＦＫ，但是本文作者观察

到流场中存在速度解有明显震荡而其他分量保持光

滑的情况，故将所有分量都引入 ＦＫ 的计算中。
得到 ＦＫ 后，通过如下分段函数计算各单元上的

人工黏性系数 μＥ，Ｋ

μＥ，Ｋ ＝

μＥ，ｌ ＦＫ ≤ Ｆ ｌ

μＥ，ｌ ＋
μＥ，ｕ，Ｋ

２
１ ＋ ｓｉｎ

ＦＫ － ０．５（Ｆｕ ＋ Ｆ ｌ）
Ｆｕ － Ｆ ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｆ ｌ ＜ ＦＫ ≤ Ｆｕ

μＥ，ｌ ＋ μＥ，ｕ，Ｋ ＦＫ ＞ Ｆｕ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（７）

式中， μＥ，ｌ，Ｆ ｌ 和 Ｆｕ 都是经验参数。 相对于参考文

献［１０］，此处引入了背景黏性系数 μＥ，ｌ。 μＥ，ｌ 在大部

分情况下取 ０，在某些特别光滑的情形中，震荡指示

因子不足以给出适当的人工黏性，才需要引入非 ０
的背景黏性。 Ｆ ｌ 和 Ｆｕ 是震荡指示因子的上下限，在
无特别说明时，本文中二者的取值分别为 － ６．５ 和

－ ３．５。 参数 μＥ，ｕ，Ｋ 是当地流场震荡严重时的人工黏

性系数，这里与参考文献［１０］ 中相同，取经典的一

阶黏性：

μＥ，ｕ，Ｋ ＝ ｃＥ
ｈｅ，Ｋ

２
（‖ｕ‖∞，Ｋ ＋ ‖ａ‖∞，Ｋ） （８）

此处 ｃＥ 是经验系数， 本文取 ０．１。 ‖ｕ‖∞，Ｋ 和

‖ａ‖∞，Ｋ 为单元ΩＫ 上速度和声速的无穷范数，在计

算中取为单元高斯积分节点中的最大值。 参数 ｈｅ，Ｋ

为有效单元尺度，定义为

ｈｅ，Ｋ ＝ ｍｉｎ（ｈＫ，ｒｈｈｍｉｎ） （９）
式中， ｈＫ 为单元实际尺度，ｈｍｉｎ 为全局最小网格尺

度，ｒｈ 为约束系数，本文取值为 ３．０。 对有效网格尺

度进行约束的原因是为了避免在外流问题远场处相

对巨大的网格中产生病态的人工黏性系数。
至此，通过人工黏性方法进行稳定处理的控制

方程介绍完毕。 为便于后文叙述，这里定义引入人

工黏性后的通量为

Ｆｆｌｕｘ ≡ Ｆｃ － Ｆａｖ （１０）
１．３　 加入延拓项

在方程延拓法求解非线性方程的过程中，除最

后一步外，实际上被求解的都是延拓方程而非原始

方程本身。 这里，为了表述方便，引入形式上的延拓

项，其具体定义在第 ２ 节中再进行详细讨论。 由于

延拓方程构成一个方程序列，我们记第 ｎ 个延拓项

为 Ｃｎ（ｗ） ，则延拓方程及其残差项可记为

Ｒｎ（ｗ） ≡ Ｃｎ（ｗ） ＋ ∇·Ｆｆｌｕｘ（ｗ） ＝ ０，
　 　 ｎ ＝ ０，１，２，… （１１）

１．４　 有限元离散及数值求解

本文应用 Ｑ１ 线性拉格朗日单元对控制方程进

行离散。 对于给定计算域 Ω 和网格划分 ＴＫ，由 Ｑ１
单元可以建立解函数空间 Ｖｈ，以任意测试函数 ｚｈ ∈
Ｖｈ 乘以延拓方程（１１） 并分部积分，即可得到弱形

式离散方程

Ｒｎ
ｈ（ｗｈ） ≡ （ｚｈ，Ｃｎ（ｗｈ）） Ω ＋ （ｚｈ，Ｆｆｌｕｘ（ｗｈ）·ｎ） ∂Ω －

　 （∇ｚｈ，Ｆｆｌｕｘ（ｗｈ）） Ω ＝ ０ （１２）
由于下文将只讨论离散计算问题，故在不引起混淆

的情况下，不再以下标 ｈ 区分连续方程和离散方

程。 边界条件通过界面通量 Ｆｆｌｕｘ（ｗｈ） ∂Ω 以弱形式施

加给离散方程。 界面通量的计算需要根据边界条件

重构界面自变量。 在本文中，物面处使用无穿透条

件，远场使用黎曼边界条件。 在压力入口处指定压

力分量，外插其他自变量。 边界条件的实现细节可

以参考文献［１１］。
建立完整的离散问题后，每个延拓方程都仍然

是非线性方程，需要通过牛顿迭代进行求解。 但是，
由于延拓方程的解一般不是原始方程的解，没有必

要精确求解各个延拓方程。 在延拓方程求解时，延
拓方程的残差范数或原始方程的残差范数降低一个

数量级后立即停止当前延拓方程的求解。 在最后一

步延拓迭代中求解原始方程时，计算收敛的标准设

为残差小于 １×１０－１１。
牛顿迭代中的线性系统通过 ＰＥＴＳｃ 库［１２］ 进行

程序实现，相应的矩阵方程通过 ＭＵＭＰＳ［１３］ 并行直

接求解器进行求解。 有限元离散到线性系统的数据

９５
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接口通过 ｄｅａｌ．ＩＩ 有限元库［１４］实现。

２　 混合延拓方法的构造

２．１　 拉普拉斯算子与伪时间项的对比分析

在定常流动的隐式解法中，线化处理的核心是

牛顿迭代法。 对于（１２）式表示的问题略去延拓序

号上标 ｎ，牛顿迭代可以表示为：
δｗｋ ＝ － ［Ｒ′（ｗｋ）］

－１Ｒ（ｗｋ）
ｗｋ＋１ ＝ ｗｋ ＋ δｗｋ

{
ｆｏｒ　 ｋ ＝ ０，１，２，… （１３）

牛顿迭代的收敛对方程的性质和初始解有较苛刻的

要求：必须满足雅克比矩阵非奇异，初始解足够接近

方程解。 所谓“足够接近”，具体是指对于任意第 ｋ
步牛顿迭代，须满足

１
２

‖Ｒ″（ｗｋ）‖
‖Ｒ′（ｗｋ）‖

‖εｋ‖ ＜ １ （１４）

式中， Ｒ″ 和 Ｒ′ 分别为非线性算子的海森矩阵和雅

克比矩阵，ε 为当前解的误差。 因而，改善牛顿解法

收敛性的一般思路是降低雅克比矩阵的奇异性，以
及增强问题的光滑性。 作为一种常见的特例，伪时

间推进法通过引入伪时间项，所求问题转化为

ＲＰＴ（ｗ） ＝ ∂Ｑ（ｗ）
∂τ

＋ Ｒ（ｗ） ＝ ０ （１５）

　 　 在实际计算中， Ｑ（ｗ） 可以取为控制方程守恒

变量，也可以简单取ｗ本身。 出于简化分析的考虑，
本文取 ｗ。 另外，τ 是伪时间。 这样，牛顿迭代转化

为

Δｗｋ ＝ －
１
ｄτ

Ｉ ＋ Ｒ′（ｗｋ）
é

ë
êê

ù

û
úú

－１

Ｒ（ｗｋ） （１６）

式中， ｄτ 为伪时间步长。 由于对角阵的引入，所解

问题的线性增强，使牛顿迭代更容易避免发散。
不过，由（１４） 式可知，要保证高牛顿迭代的收

敛，在给定初始解的前提下，根本途径是降低雅克比

矩阵的奇异性，增加问题的线性。 在这些方面，任意

非奇异的线性算子，都能起到降低海森矩阵范数，同
时避免雅克比矩阵奇异的作用。 正因为如此，拉普

拉斯算子才可以成为伪时间项的一个有竞争力的替

代方案。 进一步引入拉普拉斯项的控制方程如

（１７） 所示。 其中 ｃＬＰ 是拉普拉斯项的缩放系数，∇２

表示拉普拉斯算子。

ＲＬＰＴ（ｗ） ＝ ∂ｗ
∂τ

－ ｃＬＰ·∇２ｗ ＋ Ｒ（ｗ） ＝ ０ （１７）

这样，牛顿迭代的公式变为

Δｗｋ ＝ －
１
ｄτ

Ｉ － ｃＬＰΔ ＋ Ｒ′（ｗｋ）
é

ë
êê

ù

û
úú

－１

Ｒ（ｗｋ）（１８）

　 　 虽然拉普拉斯算子和伪时间项引入的对角阵都

是对称正定矩阵，但是针对通常航空空气动力学问

题中初始残差仅分布在物面附近的特点，时间项和

拉普拉斯算子的作用之间的差异就比较大了。
由于伪时间项在雅克比矩阵中反映为一个对角

阵，其逆算子仍然是对角阵，显然它对残差矢量的响

应是当地的、局部的。 而拉普拉斯算子则不同。 通

过格林函数法，知道对于残差向量 Ｒ（ｗ（ｘ）） ，在三

维拉普拉斯逆算子作用下的响应是

ｗ（ｘ） ＝ － １
４π∫Ｖ

Ｒ（ｗ（ ｘ^））
｜ ｘ － ｘ^ ｜

ｄ３ ｘ^ （１９）

这说明任意一点的残差都会对解向量产生全局性的

影响；同时任意一点的解向量变化，都包含了整个求

解域中的残差信息。 这正是拉普拉斯算子椭圆性的

体现。 在非线性迭代的初始阶段，由于残差仅在物

面处非零，故拉普拉斯算子向流场内部传递边界信

息的效果要远远强于伪时间项，解的残差也就可以

更快地降低。 这样，由（１４）式可知，后续牛顿迭代

的稳定性也就更容易保证，从而延拓项也可以更快

速地衰减，最终得到更快的收敛速度。
但是，相对于伪时间推进法，拉普拉斯延拓法还

有其不足之处。 其中一点就是必须特别设计一种机

制，使拉普拉斯项随迭代推进而逐步消失，否则将无

法得到原始问题解。 但是，如果使拉普拉斯项衰减

过快，则有可能因为稳定性不足而导致发散。 这就

要求拉普拉斯延拓法必须在保守推进策略与激进推

进策略之间寻求一个合适的平衡点，使得其应用难

度高于时间推进法。 另外，当流场中存在激波时，较
大的拉普拉斯项将由于过度耗散而抹平激波，给收

敛速度带来较大的不利影响；而过小的拉普拉斯项

会使牛顿迭代稳定性不足而发散。 在这种情况下，
时间推进法可以通过足够小的时间步长可靠地使迭

代收敛。
基于上述分析，可以看到，拉普拉斯项主要的优

势在于迭代的最初始阶段。 因此，可以构造一个混

合延拓方法，拉普拉斯项在初始阶段占主导，而后逐

渐过渡为伪时间推进法，以求综合二者的优势，达到

更高的计算效率。
２．２　 混合延拓项的构造

这里将混合延拓项定义为拉普拉斯算子的和伪
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时间项的线性组合。 对于第 ｎ 步延拓中的第 ｋ 步牛

顿迭代，延拓项的计算方法为

Ｃｎ（ｗｎ
ｋ） ＝ λｎ（ωｎ∇２ｗｎ

ｋ ＋ （１ － ωｎ）（ｗｎ
ｋ － ｗｎ

０））
（２０）

式中， λ 为延拓项整体控制因子，ω 为混合权重，两
者的初始值都需要通过输入给定。 上节分析中提

到，当流场中出现激波结构时，应当提高伪时间项的

权重。 而在本文计算方法中，人工黏性系数是现成

的流场光滑性指示因子。 因此，对于第一步延拓之

后的计算，定义混合权重 ω 的计算方法为

ωｎ ＝ λｎ

ｃωλｎ ＋ μｎ
Ｅ

，∀ｎ ＞ １ （２１）

式中， 􀭵μＥ 是人工黏性系数的全流场代数平均值。 第

一步需要特殊处理的原因是，根据初始均匀流场，无
法计算有效的人工黏性系数。 根据给定的λ 和ω进

行一次迭代后，可以根据得到的流场计算得到 􀭵μＥ 相

应的 ｃω。 在后续的计算中，此 ｃω 将一直被用来计算

各步的 ω ｎ。 根据（２１） 式的设置，随着迭代的进行，
λ 逐步减小，时间项将成为延拓项的主导成分。
２．３　 迭代策略的设计

本节给出用于计算各步 λ ｎ 的延拓项推进算法，
包括递推算法、延拓参数的初始值和终止值。 除关

于混合延拓方法的的参数外，还有作为对照方法的

时间推进法和单纯拉普拉斯延拓法的延拓策略。
首先是延拓参数初值的选择。 对于拉普拉斯延

拓而言，它的主要目的是耗散初始残差。 根据参考

文献［１５］的结论，无量纲化的速度散度的值与马赫

数的平方及压力梯度成正比，故此处依据来流马赫

数的平方来设置拉普拉斯延拓的初始系数。
λ０ ＝ ｃｃＭ２

∞ （２２）
式中， Ｍ∞ 为来流马赫数，ｃｃ 经验系数本文取 ０．１。
在混合延拓方法的初期，拉普拉斯算子占主导地位，
其初始延拓系数也通过上述方法设置。 不过，时间

推进法的初始 ＣＦＬ 数难以找到先验的设定依据。
由于时间推进法在本文中作为对照方法，所以其初

始 ＣＦＬ 是通过多次尝试得到的不至于发散的最大

ＣＦＬ 数，这样其他延拓方法所取得较高计算效率才

具有客观性。
延拓项系数的推进算法主要借鉴成熟的 ＳＥＲ

（ｓｗｉｔｃｈｅｄ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｒｅｌａｘａｔｉｏｎ） ［８］ ＣＦＬ 数递增策略。
本文对延拓项系数 λ ｎ 和 ＣＦＬ 数 η 的倒数采用同样

的递减模式，如（２３）式所示

Ｆｏｒ κ ∈ λ， １
η{ } ，

κｎ ＝ ｍｉｎ κ０ ‖Ｒｎ
ｆｌｕｘ ‖Ｌ２

‖Ｒ０
ｆｌｕｘ ‖Ｌ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

β

，Ｒｍａｘκｎ－１æ

è
ç

ö

ø
÷ （２３）

式中，上标 ｎ 表示迭代步数，‖Ｒ ｆｌｕｘ‖Ｌ２ 是残差向量

的 Ｌ２ － 范数。 延拓参数 κ ０，β∈［０．５，１．５］ 和Ｒｍａｘ ∈
［０．５，１．０］ 是根据经验确定的常数。 由于本文所使

用的非线性迭代方法中没有保证残差单调降低的机

制，因此需要引入强制缩减因子 Ｒｍａｘ 防止收敛停滞

的发生。
最后是延拓的终止。 由于指数递减的渐近性

质，当残差无法下降到 ０ 时，延拓参数也不可能彻底

为 ０。 为避免残存的延拓项消耗不必要的计算资

源，本文对“足够小”的延拓项系数采取截断处理。
对于拉普拉斯延拓，“足够小”的判定是基于人工黏

性实现的。 由于本文利用人工黏性实现欧拉方程的

稳定化，当延拓项的拉普拉斯算子贡献不足人工黏

性贡献的 １ ／ １０ 时，有理由认为延拓项已经没有存在

的必要，可以直接将其置零，即

ｓｅｔ λｎ ＝ ０ ｉｆ λｎ ＜ ｃｒ μｎ
Ｅ （２４）

式中， ｃｒ ＝ ０．１。 时间推进法中的延拓项性质与黏性

不同，无法直接与人工黏性进行比较，对于伪时间延

拓，通过时间项对残差的贡献来确定延拓项是否已

经“足够小”。 混合延拓法最末期由时间项主导，因
此其终止判据沿用时间推进法的判据：

　 ｓｅｔ １
η ｎ

＝ ０ ｉｆ
‖Ｒｎ

ｆｌｕｘ‖ － ‖Ｒｎ‖
‖Ｒｎ‖

＜ ｃｔ （２５）

同样 ｃｔ ＝ ０．１。

３　 算例验证

由于本文使用稀疏矩阵直接求解器，其计算代

价只与矩阵的规模和稀疏形式（ ｓｐａｒｓｉｔｙ ｐａｔｔｅｒｍ）有
关，而这些参数都不受延拓方式影响。 故本文通过

各方法所需要的线性求解步数来衡量其计算代价。
３．１　 算法参数汇总

由于本文用到的人工黏性和方程延拓方法中涉

及较多的参数，为清晰起见，这里给出一个汇总说

明。 下文某些算例对模型参数有所调整，将会相应

地给出明确说明。 其中人工黏性涉及的经验参数如

表 １ 所示，延拓算法的参数如表 ２ 所示。

１６
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表 １　 无特别说明情况下的人工黏性参数

Ｆｌ Ｆｕ μＥ，ｌ ｃＥ ｒｈ
－６．５ －３．５ ０ ０．１ ３．０

表 ２　 无特别说明情况下的延拓算法参数

ｃｃ β Ｒｍａｘ ω１ ｃｒ ｃｔ
０．１ １．２５ ０．５ １ ／ ２１ ０．１ ０．１

３．２　 ＧＡＭＭ 鼓包

本节给出 ＧＡＭＭ 鼓包［１５］ 算例中 ３ 种延拓方法

的效率对比。 本文选取来流马赫数 ０．６７５ 的一个有

激波存在的算例，用来验证混合延拓法的计算效率。
图 １ 给出了 ＧＡＭＭ 鼓包算例的计算网格。 计算网

格在鼓包的前后缘点以及激波可能出现的区域进行

了预先加密。 其中计算网格包含 １９ ７５４ 个四边形

单元。

图 １　 ＧＡＭＭ 鼓包算例超临界状态的网格

本算例收敛解的马赫数云图在图 ２ 中给出，从
图中可以看出，收敛解中没有明显的非物理震荡，证

图 ２　 ＧＡＭＭ 鼓包算例的马赫数云图

明本文所选用的人工黏性方法起到了预期的作用。
图 ３ 给出了 ＧＡＭＭ 鼓包算例通量残差 Ｒ ｆｌｕｘ随

线性求解步数 Ｎｉｔｅｒ的收敛历史。 图中 ＰＴＣ 代表伪时

间延拓法，ＬＣ 代表拉普拉斯延拓法，ＢＣ 代表混合延

拓（ｂｌｅｎｄｅｄ ｃｏｎｔｉｎｕａｔｉｏｎ）法。 其中，ＰＴＣ 方法所用的

初始 ＣＦＬ 数分别为 η０ ＝ ５。 在小本节算例中，从整

体上来看，ＰＴＣ 方法的收敛效率最低。 在迭代初

期，ＬＣ 和延拓项受拉普拉斯算子主导的 ＢＣ 方法都

能较快地使方程残差收敛，随着迭代的收敛和激波

结构的清晰化，ＢＣ 方法的收敛效率逐渐超越了 ＬＣ
方法。 而由于 ＰＴＣ 方法的耗散仅由人工黏性提供，
其收敛速度随着马赫数增加不断降低。 但是为了保

证解的准确性，人工黏性只能保持在尽可能低的水

平。 拉普拉斯算子的引入正好解决了这一矛盾。
图 ４ 给出了延拓参数的变化过程。 图中“ＣＬ⁃

ＬＣ”表示拉普拉斯延拓法中拉普拉斯项的系数，
“ＣＴ⁃ＢＣ”表示混合延拓方法中的时间项系数，“ＣＬ⁃
ＢＣ”表示混合延拓方法中的拉普拉斯项系数，“ＣＣ⁃
ＢＣ”表示混合延拓方法中这个延拓项的系数。 从图

中可以看出 ＬＣ 和 ＢＣ 两者效率有所差异的原因。
随着迭代的进行，伪时间项逐步主导延拓项。 而在

迭代的后期，一方面由于激波这一尖锐结构的出现，
另一方面由于解逐渐靠近问题的最终解，拉普拉斯

算子的耗散和全局作用特性都对收敛不再有促进作

用。 因此，由于 ＢＣ 法通过把延拓项的主导成分变

成伪时间项，快速脱离了拉普拉斯算子，达到了较快

的收敛效率。
图 ５ 给出了本文计算得到的上下壁面马赫数分

布与 Žａｌｏｕｄｅｋ 和 Ｊａｎｄａ 等［１６⁃１７］ 所给出结果的对比，
可见符合程度较好，说明本文所发展的计算方法与

程序实现是正确的。

　 　 　 　 图 ３　 ＧＡＭＭ 鼓包算例通量残差的　 　 　 　 图 ４　 ＧＡＭＭ 鼓包算例延拓项 图 ５　 ＧＡＭＭ 鼓包算例马赫数

收敛历史 系数的变化历史 分布的对比
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３．３　 ＮＡＣＡ００１２ 翼型

本小节 ＮＡＣＡ００１２ 算例［１８］ 对混合延拓方法在

外流问题中的表现进行测试。 算例中翼型的弦长 Ｌ
＝ １，远场的设置以翼型前缘点为原点，流向和纵向

的范围都是［ －２５Ｌ，２５Ｌ］。 测试算例的来流马赫数

为 ０．８，迎角为 １．２５°。 图 ６ 给出了本节算例所使用

的计算网格。 与 ＧＡＭＭ 鼓包算例类似，本算例计算

网格也在流动状态变化可能比较剧烈的地方进行了

预先的局部加密处理。 计算网格包含 １９２ １００ 个四

边形网格单元。 计算域的外围边界应用自由来流边

界条件，翼型表面应用无黏壁面边界条件。

图 ６　 ＮＡＣＡ００１２ 算例计算网格示意图

图 ７ 给出了 ＮＡＣＡ００１２ 翼型算例的压力系数云

图。 从结果中可以看出，即使是在有激波的情况下，
翼型附近的流场也没有出现非物理震荡，人工黏性

较好地发挥了作用。 不过，在远离翼型的区域，解存

在一些不连续的现象。 这是由于这些地方网格比较

稀疏，以及单元界面悬点（ ｈａｎｇｉｎｇ ｐｏｉｎｔ）的间断处

理方式导致的。
在本小节的算例中，ＬＣ 和 ＢＣ 延拓的计算迭代

参数均使用表 １ 和表 ２ 中的值。 为保证迭代稳定，
ＰＴＣ 方法只能使用比较保守的迭代参数，即 η０ ＝ １，
β＝ １．１，Ｒｍａｘ ＝ １ ／ １．５。

图 ７　 ＮＡＣＡ００１２ 算例的压力系数云图

图 ８ 给出了 ＮＡＣＡ００１２ 算例的非线性残差收敛

历史。 从图中可见，ＢＣ 方法显示出比 ＬＣ 更高的效

率。 由于本算例 ＰＴＣ 方法收敛太慢，图中并未将其

收敛历史显示到完全收敛。 并且，在该算例条件下，
也无法找到合适的参数使得 ＰＴＣ 方法能达到与拉

普拉斯延拓方法相当的收敛效率。
图 ９ 给出了 ＬＣ 方法和 ＢＣ 方法延拓参数的变

化历史。 从图中可以看出，混合延拓方法在迭代的

后期延拓参数都是由伪时间项主导的。 尽管如此，
在光滑条件下，ＢＣ 方法仍能达到与 ＬＰ 方法相当的

收敛效率。 这在一定程度上说明了，在非线性迭代

的初始阶段给予足够的耗散是加速收敛的关键。
在图 ８ 显示的残差收敛历史中，值得注意的是

ＢＣ 方法的收敛单调性虽然较差，但是残差的上扬没

有超出 ＰＴＣ 方法的范围。 由此，可以认为，按照 ＢＣ
方法的混合思想，综合 ＬＣ 和 ＰＴＣ ２ 种方法的优点，
构造出在光滑问题中的收敛效率不弱于 ＬＣ 方法，
且在激波问题中稳定性不弱于 ＰＴＣ 方法的非线性

迭代策略。

　 　 　 　 　 图 ８　 ＮＡＣＡ００１２ 算例通量　 　 　 　 　 　 图 ９　 ＮＡＣＡ００１２ 算例延拓 图 １０　 ＮＡＣＡ００１２ 算例翼型压力

残差收敛历史 系数的变化历史 系数分布的对比
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　 　 图 １０ 给出了本文计算得到的翼型压力分布与

Ｖａｓｓｂｅｒｇ 等人［１８］通过 ４ ０９６×４ ０９６ 规模的网格得到

的压力分布的对比。 从图中可见，本文计算结果与

参考结果符合较好，并且激波压力无振荡。 说明本

文工作在提高效率的同时保证了计算结果的精度。

４　 结　 论

航空气动定常数值模拟中初始解通常为来流状

态的均匀场，初始残差集中在壁面附近。 针对这一

特点，对伪时间延拓法和拉普拉斯延拓法进行了分

析，得到了在迭代初始阶段伪时间延拓法存在耗散

不足问题的结论。 对于解中包含激波的情况，单纯

的拉普拉斯延拓法存在过度耗散的问题，对非线性

迭代收敛的效率有不利影响。 综合上述两点，构造

了一种结合伪时间延拓法和拉普拉斯延拓法优点的

混合延拓方法。 在混合延拓方法中，时间项和拉普

拉斯项通过线性权重进行组合。 在非线性迭代的初

期，混合延拓项由拉普拉斯项主导。 在组合权重的

计算中，以人工黏性系数为作为解光滑程度的指标，
当解中出现激波结构时，混合延拓项将偏重于伪时

间延拓法。

通过 ＧＡＭＭ 鼓包和 ＮＡＣＡ００１２ ２ 个算例对混

合延拓方法进行了测试。 数值结果表明，在亚声速

的光滑问题中，混合方法可以自动退化为拉普拉斯

延拓法，并保持其计算效率；考虑到混合延拓法在后

期基本由伪时间推进法主导，这说明非线性迭代初

期的耗散是加速收敛的关键。 在存在激波的跨声速

问题中，混合延拓方法可以取得比拉普拉斯延拓法

更高的效率。 在本文算例中，由于伪时间延拓法耗

散不足，且数值求解中应用的直接求解器不受矩阵

对角占优的约束，故伪时间延拓法表现出的计算效

率最低。
本文工作表明针对定常流动问题，通过在非线

性迭代的初期引入额外耗散来提高计算效率是可行

的。 在更复杂的问题中，需要引入迭代法求解线性

问题，这种情况下拉普拉斯项对整体计算效率的影

响还需进一步研究。
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