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摘　 要：串联双圆柱是研究起落架噪声机理以及不同部件之间流动相互作用的经典算例，而距径比

（圆柱柱心间距与直径的比值）是该构型非常重要的参数，随着距径比的改变，流场形态会发生明显变

化。 为更清晰地分析串联双圆柱流场的非定常效应和流场形态随距径比的变化规律，采用本征正交

分解方法（ＰＯＤ）提取流场降阶基模态，再通过 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型插值出待求的各模态投影系数，分别对串

联双圆柱定参数非定常流场和变距径比时均流场建立降阶模型，为保证样本精度，快照数据的采集采

用基于 ＳＳＴ 湍流模型的尺度自适应模型（ＳＡＳ）。 通过降阶模型预测的圆柱流场与数值计算及实验数

据的对比，证明了模型的精度与效率，然后利用建立的降阶基总结了时均流场随距径比大小的变化

规律。
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　 　 在航空航天领域，对于复杂的带参数非定常非

线性问题，基于本征正交分解方法（ＰＯＤ）的降阶模

型（ＲＯＭ） ［１⁃２］被广泛采用以提高计算效率，其思路

是通过 ＰＯＤ 对复杂非线性解空间构造一组最优降

阶基以保留流场的主要特征，再将待求解空间投影

到由这组基张成的线性子空间中以快速预测未知流

场的低阶模型。 常用的投影方法包括 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 投影

等，但对于处理复杂的带参数非线性问题时，采用投

影方法给投影系数求解带来不便，为此，目前有一批

研究学者考虑采用 Ｋｒｉｇｉｎｇ ＼ＲＢＦ 等代理模型来预测

降阶模型中各 ＰＯＤ 基投影系数的降阶模型形式，如
张伟伟等［３］ 则采用 ＰＯＤ 与径向基函数法 （ ｒａｄｉａｌ
ｂａｓｉｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ，ＲＢＦ）的结合预测翼型的气动响应和

极限环振荡，邱亚松等［４］采用 Ｋｒｉｇｉｎｇ 代理模型预测

ＰＯＤ 基投影系数，对由 １０ 个参数控制的翼型扰流

流场进行了预测。 本文考虑采用 ＰＯＤ 结合 Ｋｒｉｇｉｎｇ
代理模型的形式构造降阶模型，预测带参数的典型

流动问题———串联双圆柱构型。
在数值方法和流动机理的研究中，圆柱扰流是

个经典的非定常算例。 对于计算状态确定的等直径

串联双圆柱，距径比 Ｌ ／ Ｄ（圆柱柱心间距与直径的比

值，Ｌ 为圆柱柱心间距；Ｄ 为圆柱直径）是唯一影响

流动形态的参数。 美国 Ｌａｎｇｌｅｙ 实验室（ＬａＲＣ）提供

了 Ｌ ／ Ｄ ＝ ３． ７、 Ｌ ／ Ｄ ＝ １． ４３５ 下 ｂａｓｉｃ ａｅｒｏｄｙｎａｍｉｃ
ｒｅｓｅａｒｃｈ ｔｕｎｎｅｌ （ ＢＡＲＴ ） ［５］ 和 ｑｕｉｅｔ ｆｌｏｗ ｆａｃｉｌｉｔｙ
（ＱＦＦ） ［６］２ 组风洞实验数据。 Ｚｄｒａｖｋｏｖｉｃｈ 等［７⁃８］ 通

过研究，总结了不同距径比下双圆柱流场的流动形

态规律。 由于双圆柱流动具备强烈的非定常效应，
又有对流动形态起着决定性作用的几何参数，并有

实验数据作支撑，是降阶模型理想的验证算例。 本

文试图通过降阶模型对变距径比串联双圆柱流场进

行预测。
但在采用 ＰＯＤ 提取降阶基之前，降阶模型要求

提供样本流场解所组成的快照数据，为此需确定双

圆柱流动的数值模拟方法计算样本数据。 对于串联

双圆柱构型，很多学者对 ＢＡＲＴ 和 ＱＦＦ 的实验工况

采用 不 同 的 数 值 模 拟 方 法 进 行 了 相 关 研 究：
Ｋｈｏｒｒａｍｉ 等［９⁃１０］采用基于 ＳＳＴ 湍流模型的非定常雷
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诺平均方法（ＵＲＡＮＳ）；Ｗｅｓｓｅｌｓ 等［１１］ 采用格子波尔

兹曼法分别对 ＬａＲＣ 风洞实验工况进行非定常数值

仿真。 而相对于 ＵＲＡＮＳ 方法，能解析非定常脉动

的 ＬＥＳ、混合 ＲＡＮＳ ＼ＬＥＳ 方法在模拟双圆柱流动时

将更为精确，如白俊强等［１２］通过采用尺度自适应模

型（ＳＡＳ） ［１３］对 Ｌ ／ Ｄ＝ ３．７ 的临界工况进行模拟，说明

了 ＳＡＳ 不仅能捕捉瞬时脉动，在时均结果的模拟精

度上也优于 ＵＲＡＮＳ 方法。 本文选择 ＳＡＳ 方法提供

快照数据。
针对串联双圆柱流动，本文采用 ＰＯＤ 提取主要

的降阶基模态以构造线性降阶子空间，再利用

Ｋｒｉｇｉｎｇ 代理模型插值投影系数来封闭降阶模型以

预测未知流场。 通过与风洞实验及数值求解计算结

果作对比，评估降阶模型在变参大分离类问题上的

预测精度与效率。 为保证快照的数值精度，快照数

据由非定常数值求解器采集，模型选择的是基于

ＳＳＴ［１４］的尺度自适应模型（ＳＡＳ）。

１　 降阶基模型建立

对于带参数定常问题ｕθ（ｘ）（ｘ ∈ Ω），参数向量

θ，系统提供 Ｎ 个样本 ｕθ （ ｉ）（ｘ）（ ｉ ＝ １，２，…Ｎ），降阶

基模型通过从样本中提取一组正交降阶基 Φｋ（ｋ ＝
１，２，…，Ｋ） 来预测结果：

ｕ^θ（ｘ） ＝ ｕ０（ｘ） ＋ ∑
Ｋ

ｋ ＝ １
αｋ（θ）·Φｋ（ｘ） （１）

　 　 定义内积 （ ｆ，ｇ） Ｌ２ ＝ ∫
ｘ∈Ω

ｆ（ｘ）·ｇ（ｘ）ｄｘ，Φｋ（ｘ）

满足

（Φｉ，Φｊ） ＝
０　 ｉ ≠ ｊ
１　 ｉ ＝ ｊ{ （ ｉ，ｊ ＝ １，２，…Ｋ） （２）

　 　 α ｋ（θ） 是待求的投影系数。 ｕ０（ｘ） 通常取为快

照的平均 ｕ０（ｘ） ＝ １
Ｎ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
ｕθ （ ｉ）（ｘ），这一项的添加能够

显著提高降阶基模型的预测精度。
同样对于非定常非线性问题 ｕ（ｘ，ｔ） ，降阶基模

型给出类似的预测公式：

ｕ^（ｘ，ｔ） ＝ ｕ０（ｘ） ＋ ∑
Ｋ

ｋ ＝ １
αｋ（ ｔ）·Φｋ（ｘ） （３）

１．１　 降阶基提取

（１）、（３）式中的降阶基 Φｋ（ｘ） 可由不同的方法

确定， 本文选用本征正交分解 （ＰＯＤ） 方法提

取 Φｋ（ｘ）。

ＰＯＤ 方法提取的降阶基 Φｋ（ｘ） 需满足快照在

降阶子空间上的投影达到最大，即：
‖·‖代表向量或者矩阵的二范数。 由于降阶

基可以表示为快照的线性叠加，即 Φｋ（ｘ） ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ａｉ·

ｕθ （ ｉ）（ｘ）， （４） 式可以转化为求相关矩阵 Ａｉｊ ＝

∫
ｘ∈Ω

ｕθ （ ｉ）（ｘ）·ｕθ （ ｊ）（ｘ）ｄｘ( )
Ｎ

ｉ，ｊ ＝ １
的特征值问题：

Ａ·ｖ ＝ λｖ （５）
　 　 矩阵 Ａ 是对称非负定矩阵，具有 Ｎ 个特征值 λ ｋ

和相应的特征向量 ｖｋ，与之对应的基模态 Φｋ（ｘ） 可

通过􀮃Φｋ（ｘ） ＝∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｖｋ（ ｉ）·ｕθ （ ｉ）（ｘ） 再对􀮃Φｋ（ｘ） 单位化

后求得。 为节省计算量，需要从这 Ｎ 个模态中选择

最主要的模态来张成降阶子空间。 基于∫〈ｕ′ｊ（ｘ），
ｕ′ｊ（ｘ）〉ｄｘ ＝ ∑

Ｎ

ｋ ＝ １
λ ｋ （ｕ′（·） ＝ ｕ（·） － ｕ０（·）），

Ｓｉｒｏｖｉｃｈ［１５］ 提出了基于特征值 λ ｋ 的广义能法来选

择主要模态：将特征值降序排列，定义能量百分比

Ｉ（ｋ） ＝
∑

ｋ

ｉ ＝ １
λ ｉ

∑
Ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉ

，给定能量阈值 ε ∈ （０，１），通常取 ０．

９９，则 Ｋ 可通过式 Ｋ ＝ ａｒｇｍｉｎ（ Ｉ（ｋ） Ｉ（ｋ） ≥ ε） 确

定，前 Ｋ 个特征值对应的模态就是最终获得的 ＰＯＤ
模态 Φｋ（ｘ）（ｋ ＝ １，２，…，Ｋ）。
１．２　 基系数预测

Ｋｒｉｇｉｎｇ 代理模型［１６］ 是通过对样本的训练建立

输入、输出函数关系，对输出变量给出最佳线性无偏

估计的插值方法。 在本文中，Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型并非直接

用来预测状态变量（若将 ｕθ）（ｘ）（ｘ ∈ Ω） 直接作为

输出，就需对每个网格上的状态变量建立 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模

型，那么代理模型将会失去其原有的效率优势），而
是将提取的降阶基系数 α ｋ（θ） 作为输出，这样通过

Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型提供投影系数 α ｋ（θ），然后再通过降阶

模型预测公式（１）、（３） 预测待求流场。 对单个状态

变量来说，ＰＯＤ提取了Ｋ个降阶基，就需建立Ｋ个代

理模型。 在用 ＰＯＤ 提取基模态后，Ｎ 个样本的投影

系数可以通过下式得到：

αｋ（θ（ ｉ）） ＝ Φｋ（ｘ）·（ｕθ（ ｉ）（ｘ） － ｕ０（ｘ））
ｉ ＝ １，２，…，Ｎ　 　 　 （６）

以此作为代理模型的样本，每个 Ｋｒｉｇｉｎｇ 代理模型的

·１２２·
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构造和预测过程如下：
设输出 α，输入为 ｐ维向量 θ，由 １．１节得到对应

的 Ｎ 组样本，Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型对输入输出建立了如下形

式的函数关系：

α（θ） ＝ ∑
ｐ

ｉ ＝ １
βｉ ｆｉ（θ） ＋ Ｚ（θ） （７）

式中， ｆ（θ） 为回归模型，Ｚ（θ） 为期望为 ０、方差为

σ ２、协方差为 ｃｏｖ（Ｚ（θ（ ｉ）），Ｚ（θ（ ｊ））） ＝ σ ２ Ｒ（θ（ ｉ），
θ（ ｊ）） 的正态分布。 θ（ ｉ） 为第 ｉ个样本，相关函数Ｒ表

征着样本两两之间在 θ 空间内的相关程度，其计算

公式如下：
Ｒ（θ（ ｉ），θ（ ｊ）） ＝ ｅ（ －ｄ（θ（ ｉ），θ（ ｊ）））

ｄ（θ（ ｉ），θ（ ｊ）） ＝ ∑
ｐ

ｋ ＝ １
ｗｋ（θ（ ｉ）

ｋ － θ（ ｊ）
ｋ ） ２{ （８）

式中， ｗｋ 为第 ｋ 个输入参数 θ ｋ 的权重系数，权重系

数向量 ｗ ＝ （ｗｋ） ｐ
ｋ ＝ １ 的求解可由最大似然估计转化

为求解带约束的最小值问题：
ｍｉｎ：ψ（ｗＴ） ＝｜ Ｒ ｜ １ ／ ｐσ２

ｓ．ｔ． （ｗｋ ≥ ０）
ｐ

ｋ ＝ １
（９）

　 　 Ｒ 和 σ 均是 ｗ 的函数，在通过（９） 式确定 ｗ ＝
（ｗｋ） ｐ

ｋ ＝ １ 后，对任一组输入 θ ，Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型给出输出

的预测公式：
α^（θ） ＝ ｆ（θ）·β^ ＋ （Ｒ∗（θ）） Ｔ·Ｒ －１·（Ａ － Ｆβ^）
Ｒ∗（θ） ＝ ［Ｒ（θ，θ（１）），Ｒ（θ，θ（２）），…，Ｒ（θ，θ（Ｎ））］ Ｔ{

（１０）

式中， β^ ＝ ＦＴＲ －１Ａ
ＦＴＲ －１Ｆ

是 β 的最小二乘估计。 通过（１０）

式预测输出后，α^（θ） 的方差估算公式为 σ ２（１
－ （Ｒ∗（θ）） ＴＲ －１（ω）Ｒ∗（θ））。

通过 Ｋ 个代理模型的建立，就可以确定参数域

内任一点降阶模型的系数 α ｋ（θ） ，再由（１）、（３）式
即可预测出对应的流场数据。

２　 串联双圆柱流动简介及数值模拟
方法

２．１　 串联双圆柱流动简介

计算工况采用 ＮＡＳＡ 双圆柱风洞实验工况（见
图 １）：来流马赫数 ０．１２８ ５（Ｖ＝ ４４ ｍ ／ ｓ），基于圆柱直

径的雷诺数为 １．６６×１０５，圆柱直径 Ｄ ＝ ０．０５７ １ ｍ。
考虑到三维非定常计算过于耗时，本文采用二维非

定常计算。 圆柱表面采用无滑移边界条件，远场采

用无反射边界条件。 物理时间步长取 Δｔ ＝ １． ０ ×
１０－５ ｓ。

图 １　 串联双圆柱几何示意图

２．２　 非定常数值模拟方法

本文采用双时间步，空间离散格式为二阶中心

差分的有限体积求解器对双圆柱流场进行非定常

模拟。
因为双圆柱的流场中存在明显的涡旋结构，而

非定常雷诺平均方法（ＵＲＡＮＳ）对分离流动的预测

精度低，本文采用 Ｍｅｎｔｅｒ 在 ｋ⁃ω ＳＳＴ 湍流模型的基

础上发展的一种混合 ＲＡＮＳ ＼ ＬＥＳ 模型———尺度自

适应模型（ＳＡＳ）方法来保证湍流预测的精度。 流动

方程是滤波后的 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程：
∂ρ
∂ｔ

＋ ∂（ρＵ）
∂ｘ

＋ ∂（ρＶ）
∂ｙ

＝ ０

∂（ρＵ）
∂ｔ

＋ ∂（ρＵ２）
∂ｘ

＋ ∂（ρＵＶ）
∂ｙ

＝ － ∂ｐ
∂ｘ

＋

　 （μ ＋ μｔ）
∂２Ｕ
∂ｘ２

＋ ∂２Ｕ
∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

∂（ρＶ）
∂ｔ

＋ ∂（ρＵＶ）
∂ｘ

＋ ∂（ρＶ２）
∂ｙ

＝ － ∂ｐ
∂ｙ

＋

　 （μ ＋ μｔ）
∂２Ｖ
∂ｘ２

＋ ∂２Ｖ
∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

∂ ρ ｅ ＋ Ｕ２ ＋ Ｖ２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

∂ｔ
＋ ∇· ρ ｅ ＋ Ｕ２ ＋ Ｖ２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｕæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ －

　 ∇·（ＰＵ） ＋ ρｑ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（１１）
式中，亚格子黏性系数 μ ｔ，表征小尺度脉动对于大

尺度脉动的作用，其求解仍采用了 ｋ⁃ω ＳＳＴ 求解涡

粘性系数的表达形式：

μ ｔ ＝ ｍｉｎ ρｋ
ω
，
ａ１ρｋ
ΩＦ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú （１２）

·２２２·
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∂（ρｋ）
∂ｔ

＋ ｕｉ
∂（ρｋ）
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∂ω
∂ｘｉ
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ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
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（１３）

但在求解湍动能 ｋ 和湍流比耗散率 ω 时，混合

ＲＡＮＳ ＼ＬＥＳ 通过引入比湍流模型中积分尺度更小的

特征尺度，以保证模型具备识别非定常脉动的能力。
其中 ＤＥＳ 类方法利用网格尺度增大湍动能（ｋ）方程

的耗散，而本文选用的 ＳＡＳ 方法则是通过在比耗散

率（ω）方程中添加由冯卡门尺度确定的源项 ＱＳＡＳ来

解析流动的脉动效应，保证模型具备捕捉非定常现

象的能力。
ＳＡＳ 添加源项：

ＱＳＡＳ ＝ ρＦＳＡＳｍａｘ ζ２Ｓ２ Ｌ
Ｌｖｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ２ｋ

σϕ
ＦＳＳＴ⁃ＳＡＳ，０

é

ë
êê

ù

û
úú

（１４）

式中， ＦＳＳＴ⁃ＳＡＳ ＝ ｍａｘ
１
ｋ２

∂ｋ
∂ｘ ｊ

∂ｋ
∂ｘ ｊ

， １
ω ２

∂ω
∂ｘ ｊ

∂ω
∂ｘ ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｌ ＝ ｃ － １

４
μ

ｋ
ω
，ＦＳＡＳ ＝ １．２５，ζ ２ ＝ １．７５５。

冯卡门尺度 Ｌｖｋ ＝ κ Ｕ′
Ｕ″

，表征流场当地速度的

一阶导和二阶导的比值，它与网格尺度无关。 用冯

卡门尺度取代网格尺度来减小模型识别的流动特征

尺度，使得 ＳＡＳ 对网格的依赖程度要低于 ＤＥＳ 类

方法。
２．３　 变参数计算网格生成

对于不同距径比的双圆柱构型，在进行数值计

算时，本文均采用相同的计算网格拓扑。 网格采用

多块结构网格，总计单元数 １１．２ 万，如图 ２ 所示：边
界层内部仍采用 ＲＡＮＳ 的网格要求，即物面法向第

一层网格满足保证 ｙ＋＜１，附面层内网格物面法向增

长率为 １．１；附面层网格外部进行适当加密以满足非

定常模拟精度。
本文先以图 ２ 的网格拓扑对 Ｌ ／ Ｄ ＝ ３．７ 的工况

建立计算网格，当距径比变化时，通过程序生成新的

双圆柱几何，再用无限代数插值（ＴＦＩ） ［１７］ 动网格技

图 ２　 计算网格示意图

术生成新构型的计算网格。
在进行计算时，ＣＦＤ 求解器首先将物理坐标系

（ｏｘｙ）转换到单位正交计算坐标系（ ｏ′ｘ′ｙ′）中进行

计算，如图 ３ 所示。 这样对于不同距径比构型采用

相同网格拓扑后，尽管在物理坐标系下各网格点的

空间坐标不同，但其在计算坐标系下坐标是完全相

同的，本文对变距径比构型采用（１）式、（３）式建立

降阶模型时采用的正是计算坐标系。 采用相同的网

格拓扑，和计算坐标系的使用使得降阶模型可以处

理变几何参数类问题。

图 ３　 坐标系转换示意图

３　 降阶模型在串联双圆柱流动中的应
用与预测

３．１　 变参数时均场模拟

作为串联双圆柱构型重要的流场参数，距径比

Ｌ ／ Ｄ 的数值直接决定着双圆柱流场形态，为评估降

阶模型模拟变参数流场的能力，本文试图通过一系

列 Ｌ ／ Ｄ 的时均流场构造降阶模型，预测 Ｌ ／ Ｄ ＝ ３．７．
１．４３５这 ２ 个有实验数据的临界距比的流场，以评估

模型对于预测变参类问题的精度与效率。
本文采用 ２．２ 节的非定常数值模拟方法和 ２．３

·３２２·
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节的网格拓扑提供 ２０ 组不同 Ｌ ／ Ｄ 的时均流场作为

快照数据：｛１．２，１．２５，１．３，１．３５，１．５５，１．７，１．８５，２，
２．２５，２．５，２．７５，３，３．２５，３．５，３．６，３．８５，４，４．２５，４．５，
４．７５，５｝。 采用 ＰＯＤ 对 ４ 个状态变量（ρ，ｕ，ｖ，ｐ）的
快照分别提取降阶基，再通过广义能法选取主要模

态：广义能百分比随基数目的变化曲线如图 ４ 所示，
图中对于 ４ 个状态变量，前 ５ 个基模态占据了几乎

所有的广义能；给定 ９９．５％的能量阈值，本文最终为

ρ，ｕ，ｖ，ｐ 分别选取 ５，５，４，４ 个降阶基。 然后对这 ５＋
５＋４＋４ ＝ １８ 个 ＰＯＤ 基的权重系数分别建立 Ｋｒｉｇｉｎｇ
代理模型来预测 ＰＯＤ 基系数，这样对于任意 Ｌ ／ Ｄ∈
［１．２５，５］，结合降阶基和代理模型，就能预测出 Ｌ ／ Ｄ
在１．２５到 ５ 范围内任一距径比的时均流场。

图 ４　 能量百分比随基模态数目的变化曲线

１） 预测精度评估

本文重点考虑 Ｌ ／ Ｄ＝ ３．７ 和 １．４３５ 的预测精度。
Ｌ ／ Ｄ＝ ３．７ 和 １．４３５ 时风洞实验、数值求解器、降

阶模型三者得到的空间流线分布如图 ５ 所示。

图 ５　 时均流线对比图

其中实验流线图来源于文献［１０］。 Ｌ ／ Ｄ ＝ ３．７
时，数值模拟和降阶基预测的下游圆柱空间背风面

的分离区域大于实验所探测的；Ｌ ／ Ｄ ＝ １．４３５ 时，实
验数据中两圆柱间是个整体的分离涡形式，而数值

结果则在圆柱间预测出上下 ２ 个相互接触的漩涡结

构。 尽管与实验的时均流线存在差异，降阶模型与

求解器的流线包括圆柱背风面分离区的大小和形态

几乎完全一致，这说明时均流场的差异主要是由于

数值求解方法所致，而并非降阶模型预测误差所

造成。
为进一步检验降阶模型的预测精度，考察降阶

模型预测的时均流场和数值求解之间的误差分布。
定义降阶模型预测值与数值求解器计算值的绝对误

差 Δ（ｘ） ＝ ‖ｕ^θ（ｘ） － ｕθ（ｘ）‖， 相对误差 Δｒ（ｘ） ＝
‖ｕ^θ（ｘ） － ｕθ（ｘ）‖

ｕθ（ｘ）
。 图 ６ 给出 ρ，ｐ 在 Ｌ ／ Ｄ ＝ ３．７，

１．４５３ 时的相对误差分布，考虑到距径比对远离物面

处流动的影响小，此时降阶模型误差小，故这里仅提

供双圆柱附近流场的误差分布。 在整个考察区域内

降阶模型预测的相对误差处在 １０ －３ 量级，说明降阶

模型对 ρ，ｐ 实现了精确的预测。 至于速度场，在本

算例中，圆柱的背风面是流动滞止区，在这个区域内

的速度相对其他区域数值很小，使得降阶模型在该

区域某些地方相对误差过大，故本文考虑速度场的

绝对误差分布，如图 ７ 所示。 图中流场各处速度的

绝对误差始终处小于 １０－２，而在图 ５ 中降阶模型又

能较精确地模拟两工况的时均流线，因此本文得出

降阶模型对速度场、密度和压强均实现了全流场精

确预测的结论。
物体表面压强分布是气动计算与预测的关注点

之一，降阶模型预测的圆柱表面压力分布如图 ８、图
９ 所示。 它与求解器的计算结果除在驻点处外几乎

完全重合，在 Ｌ ／ Ｄ＝ ３．７ 预测的两圆柱压力分布及 Ｌ ／
Ｄ＝ １．４３５ 时上游圆柱的压强系数分布与实验也保

持一致，但 Ｌ ／ Ｄ ＝ １．４３５ 下游圆柱与实验则相差较

大，这和未能模拟出实验中此距径比下两圆柱间的

分离形态相吻合。 这种差距一方面是因为数值模拟

方法的精度仍有待提高，另一方面是由于数值计算

时没有考虑风洞实验的某些条件和外在因素所致。

·４２２·
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　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 图 ６　 时均流场 图 ７　 时均流场速度绝对误差分布图

　 　 　 　 　 图 ８　 Ｌ ／ Ｄ＝ ３．７ 圆柱表面压力分布对比 图 ９　 Ｌ ／ Ｄ＝ １．４３５ 圆柱表面压力分布对比

　 　 通过时均流线、误差分布、表面压力分布的对

比，本文的降阶模型在对 ２０ 个样本提取降阶基后，
能精确地模拟 Ｌ ／ Ｄ ＝ ３． ７ 和 Ｌ ／ Ｄ ＝ １． ４３５ 的时均

流场。
２） 计算效率评估

除预测精度之外，计算效率是评估降阶模型性

能优劣的另一个重要因素，降阶模型各阶段计算耗

时如表 １ 所示：
①降阶模型对 ２０ 个样本生成降阶子空间耗时

２２．４２ ｓ，对 ＰＯＤ 基系数建立代理模型时花费 １ ４５２
ｓ，这两部分构成了整个训练阶段；

②在降阶模型建立后，对于单点流场，降阶模型

仅需 ２．３ ｓ 就能较精确地预测出时均结果。 而采用

求解器计算时均结果至少需要两万非定常时间步，
需耗时 １９ ３８２ ｓ。 因此，本文为双圆柱流场构造的

降阶模型利用训练阶段的基函数和代理模型能快速

又精确地预测变距径比时均流场，其在计算效率上

带来的收益非常可观。
表 １　 计算效率评估

阶段 步骤 耗时 ／ ｓ

训练
提取降阶基 ２２．４２

训练代理模型 １ ４５２

预测
预测单点时均流场 ０．２７９

求解器计算单点非定常结果 １９ ３８２

３） 时均流场变化趋势分析

在 Ｌ ／ Ｄ∈［１．２５，５］范围内均匀选取 ７５０ 个测试

点，用建立的降阶模型提取时均流场后，本文对変距

径比串联双圆柱时均流场得出以下规律（这 ７５０ 个

测试点的网格数据是通过对空间坐标另外建立

ＰＯＤ⁃Ｋｒｉｇｉｎｇ 降阶模型得到的）：
①在 Ｌ ／ Ｄ∈［１．２５，２．８１５］范围内，上游圆柱背

风面的分离涡占据着圆柱间的整个区域，如图 １０ａ）

·５２２·
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所示；
②在 Ｌ ／ Ｄ∈（２．８１５，５］范围内，上游圆柱背风面

的分离涡仅分布在两圆柱间的部分区域，其与下游

圆柱背风面并未接触，如图 １０ｂ）所示。

图 １０　 时均流场形态

３．２　 定参非定常模拟

３．１ 节对变距径比时均流场进行了分析，在本

小节中，针对 Ｌ ／ Ｄ＝ ３．７ 这个临界工况的非定常流场

建立降阶基，以考察降阶模型对非定常问题的预测

精度。 对该工况计算 ５ 万非定常时间步后，令此时 ｔ
＝ ０ ｓ，再在 ｔ∈［０，０．５］范围内均匀选取 ５０１ 个时刻

的瞬时流场作为快照数据。 采用 ＰＯＤ 对各状态变

量（ρ，ｕ，ｖ，ｐ）的快照分别提取降阶基，能量百分比

随 ＰＯＤ 基数的变化曲线如图 １１ 所示，利用广义能

法为 ρ，ｕ，ｖ，ｐ 分别选取（１５，１５，１１，１３）个降阶基。

图 １１　 能量百分比随基模态数目的变化曲线

取 ｔ＝ ０．１０１ ５ ｓ、０．２０６ ５ ｓ、０．３３６ ５ ｓ、０．４７３ ５ ｓ 这
４ 个时刻作为测试点，显然这 ４ 个测试点均不属于

样本集。 图 １２ 为速度的绝对误差分布，在考察的 ４
个时刻降阶模型预测的绝对误差始终保持在 １０－３量

级，说明了本文建立的降阶模型在 ｔ∈［０，０．５］范围

内对瞬时速度场具有较高的预测精度。 图 １３ 为测

试时刻的瞬时涡量图，左图中本文采用的数值模拟

方法能在一定程度上反映出捕捉流场的非定常特

征，而对于降阶模型来说，非定常效应往往难以精确

模拟，右图中本文采用的降阶模型预测的涡量分布

与左图数值计算的几乎完全一致，证明了其对非线

性、非定常问题具有较高的预测精度。

　 　 　 　 　 　 　 　 图 １２　 测试点速度绝对分布 图 １３　 瞬时涡量图

·６２２·
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４　 结　 论

本文通过采用 ＰＯＤ 提取主要的降阶基模态，对
流场解构造了线性降阶子空间，再利用 Ｋｒｉｇｉｎｇ 代理

模型插值投影系数来封闭降阶模型，对变距径比串

联双圆柱流场进行预测，得到以下结论：
１）在与实验对比后，本文采取的非定常求解方

法能较精确预测串联双圆柱非定常流动；
２）对于变距径比构型，降阶模型能较精确预测

出非样本点的时均流场，相对于全阶模型计算效率

提高 ６９ ４７０ 倍，其与实验数据的误差主要源于数值

求解的误差；
３）通过建立的降阶模型，本文总结了双圆柱时

均流场随距径比的变化趋势；
４）在特定工况下，ＰＯＤ⁃Ｋｒｉｇｉｎｇ 降阶模型同样能

精确预测给定时刻的瞬时流场。

考虑到传统的 ＰＯＤ⁃Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法在多参数问

题中构造不便，本文并未给出其与传统的 ＰＯＤ⁃
Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法的对比而只给出了其与全阶模型精度

及计算效率的对比。 另外，由于三维非定常计算非

常耗时，为保证取样效率以印证降阶模型对变参串

联双圆柱流场的预测精度与效率，本文采用二维非

定常计算，但由于忽略展向流动，这在一定程度势必

会损失预测精度，后续工作将会针对三维数值模拟

结果建立适应于带参数非定常问题的降阶基模型，
此时相对于二维流场预测，降阶模型在计算效率上

的收益预计将会更为可观。
针对变参问题的降阶模型在实际应用如气动设

计、流固耦合等方向中将拥有比较广泛和诱人的应

用前景，后续研究将集中在高维参数空间的强非线

性非定常问题中提高降阶模型鲁棒性和自适应取样

这两项工作。
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