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摘　 要：针对相控阵空间太阳能电站系统（ｓｏｌａｒ ｐｏｗｅｒ ｓａｔｅｌｌｉｔｅ ｖｉａ ａｒｂｉｔｒａｒｉｌｙ ｌａｒｇｅ ｐｈａｓｅｄ ａｒｒａｙ，简称

ＳＰＳ⁃ＡＬＰＨＡ）中太阳帆骨架自旋展开过程中的简化动力学模型，采用辛算法研究了太阳帆骨架的动力

响应，并模拟分析了结构振动特性、约束违约及能量保持的情况。 首先，建立太阳帆骨架展开过程中

的简化模型，基于变分原理将描述简化模型的拉格朗日（Ｌａｇｒａｎｇｅ）方程导入哈密尔顿体系，进而建立

模型的正则控制方程；随后，分别采用辛 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法和经典 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法模拟骨架结构自旋

展开过程，并对比分析了展开过程中的位移约束及能量误差问题。 数值模拟结果显示：与经典 Ｒｕｎｇｅ⁃
Ｋｕｔｔａ 方法相比，辛 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法能更好地处理骨架结构自旋展开过程中的约束违约问题及保持

系统的总能量不变，并且具有良好的数值稳定性。
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　 　 １９６８ 年 Ｐｅｔｅｒ Ｇｌａｓｅｒ 教授提出了在外空间向太

阳“借”能量的有趣设想：通过建立空间太阳能电站

向地面传输能量，这一构想有望在一定程度上解决

日益严重的能源匮乏难题。 受此启发，此后的四十

多年间，各国科学家已经提出了多种空间太阳能电

站设计的方案［１］。 ２０１２ 年由多国科学家共同合作，
提出了一种全新的空间太阳能电站的构想———相控

阵空间太阳能电站，该方案在无须控制的聚光系统、
模块化的结构设计等方面受到科学界、工程界的广

泛关注。 在 ＳＰＳ⁃ＡＬＰＨＡ 概念中，由于结构具有面

质比高、所处环境恶劣等技术难点，为相关领域提供

了极大的研究空间。 就结构动力学分析与控制而

言，本课题组已经开展了相关的探索性研究工

作［２］，初步验证了辛算法在模拟 ＳＰＳ⁃ＡＬＰＨＡ 局部

结构自旋展开过程中的适用性。 作为一个典型的近

似保守系统，仅仅研究辛算法的适用性是远远不够

的，还需要进一步研究辛算法在 ＳＰＳ⁃ＡＬＰＨＡ 接收

装置———太阳帆骨架自旋展开过程中的保结构特

性，用于佐证算法的有效性，这正是本文的出发点。

大型柔性结构构件的自旋展开过程是近年来动

力学与控制领域的研究热点之一。 为了提高自旋展

开过程模拟的数值精度，胡海岩院士等采用广义 α
法模拟黏弹性薄膜太阳帆的自旋展开过程［３］，并通

过试验验证模拟结果及其广义 α 法的有效性［４⁃５］，
这一成果标志着太阳帆这类超大柔性结构动力学问

题的研究进入了一个崭新时代。 然而，广义 α 法虽

然在提高计算精度和模拟速度方面具有一定的优

势，但是从本质上讲，广义 α 法在处理约束问题过

程中，采用了 Ｉｎｄｅｘ 思想提高计算速度，因此它属于

一类耗散数值算法，即：算法存在人工耗散，这一本

质缺陷导致广义 α 法的分析结果并不具有保结构

特性，也不具有良好的数值特性。
中国科学家冯康院士于 １９８４ 年在“Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ

Ｇｅｏｍｅｔｒｙ ａｎｄ Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ” 会议上提出了

“动力学微分方程是保守系统，其差分积分格式应

该保辛”的观点［６］。 哈密尔顿力学为提高数值方法

的稳定性和保结构性能提供了新的途径［７⁃８］，正是

在这样的研究背景下，本文将借助保结构思想研究
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太阳帆骨架结构自旋展开过程中动力学问题分析的

数值稳定性和保结构特性。
本文针对 ＳＰＳ⁃ＡＬＰＨＡ 中太阳光接收装置———

太阳帆骨架，在哈密尔顿体系下建立太阳帆骨架结

构的动力学简化模型，利用辛（几何）算法研究其在

自旋展开过程中的动力学特性及结构的保持规律，
为太阳帆骨架展开方案的设计与论证提供参考依

据。 需要说明的是：本文的研究没有考虑太阳帆骨

架展开过程中的空天复杂环境条件对展开过程的影

响，原因是太阳帆骨架结构阻尼较小，由于没有分析

太阳帆本身的展开过程，太阳光压影响亦可以忽略

不计；同时，由于本文关注的是模拟骨架展开过程中

的保结构特性和算法的数值稳定性，因此，没有考虑

具体工程实际中关注的指向控制、振动控制等方面

的量化指标。

１　 太阳帆骨架结构动力学模型

根据 ＳＰＳ⁃ＡＬＰＨＡ 类似“鸡尾酒杯”造型的结构

（如图 １ 所示），并参照网架式可展开空间结构的展

开过程［５］，建立 ＳＰＳ⁃ＡＬＰＨＡ 中太阳帆骨架结构自

旋展开过程的简化动力学模型。 根据骨架结构的回

转对称性，同时为了与文献［２］进行对比研究，本文

采用不计质量的刚性杆上作用集中载荷的运动模

型，并考虑与回转轴垂直的任一截面的运动情况，结
构简化平面模型如图 ２ 所示。 质点 Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ，Ｅ，Ｆ
的质量均为 ｍ，质点 １，２，３，４，５，６ 的质量均为 Ｍ。
由骨架结构的周期对称性，可以得到

ｌ１Ａ ＝ ｌ１Ｂ ＝ … ＝ ｌ６Ａ ＝ ｌ （１）

θ１Ａ ＝ θ１Ｂ ＝ … ＝ θ６Ａ ＝ π
６
ｌ （２）

式中， ｌ１Ａ，ｌ１Ｂ，…，ｌ６Ａ，θ１Ａ，θ１Ｂ，…，θ６Ａ 分别为连接半径

为 Ｒ 的外圆和半径为 ｒ 的内圆上相邻质点之间的距

离及夹角。

图 １　 ＮＡＳＡ 提出的 ＳＰＳ⁃ＡＬＰＨＡ 概念图

图 ２　 太阳帆骨架结构简化平面模型

引入广义坐标

ｑ ＝ ｑ１ ｑ２[ ] Ｔ ＝ Ｒ ｒ[ ] Ｔ

　 　 当系统以恒定的角速度绕 Ｏ 转动时，建立与展

开系统一同转动的极坐标系，并忽略科氏力对系统

模型的影响，因此系统模型的动能、万有引力势能可

以分别表示为：
Ｔ ＝ ３ＭＲ̇２ ＋ ３ｍｒ̇２ （３）

Ｕ ＝－ ３ＭＲ２ω２ － ３ｍｒ２ω２ （４）
式中， ω 为系统转动角速度。

系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数可以表示为

Ｌ ＝ Ｔ － Ｕ ＝ ３ＭＲ̇２ ＋ ３ｍｒ̇２ ＋ ３ＭＲ２ω２ ＋ ３ｍｒ２ω２

（５）
　 　 引入广义动量：

ｐ ＝ ｐ１ ｐ２[ ] Ｔ ＝ ｐＲ ｐｒ[ ] Ｔ

根据 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数［８］，由 ｐ ＝ ∂Ｌ
∂ｑ̇

展开，推导得到系统

模型广义动量的具体表达式：
ｐＲ ＝ ６Ｍｑ̇Ｒ

ｐｒ ＝ ６ｍｑ̇ｒ
{ （６）

　 　 对系统进行勒让德变换，得到哈密尔顿函数表

达式为

Ｈ ＝ ｐＴ ｑ̇ － Ｌ ＝ １
１２Ｍ

ｐ２
Ｒ ＋ １

１２ｍ
ｐ２
ｒ － ３ＭＲ２ω２ － ３ｍｒ２ω２

（７）
　 　 在自旋展开过程中，结构模型满足如下的约束

条件：

ｇ（ｑ） ＝ ｇ（Ｒ，ｒ） ＝ Ｒ２ ＋ ｒ２ － ２Ｒｒｃｏｓ π
６

－ ｌ２ ＝ ０

（８）
　 　 根据哈密尔顿变分原理并完成变分推导，得到

·３０３·
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ｑ̇ ＝ ∂Ｈ（ｐ，ｑ）
∂ｐ

ｐ̇ ＝ － ∂Ｈ（ｐ，ｑ）
∂ｑ

－ λ ∂ｇ
∂ｑ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（９）

式中，λ 为 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子。
将（９）式展开后，即得到哈密尔顿正则方程，如

下所示：

ｑ̇Ｒ ＝ １
６Ｍ

ｐＲ

ｑ̇ｒ ＝
１
６ｍ

ｐｒ

ｐ̇Ｒ ＝ （６Ｍω２ ＋ ２λ）ｑＲ － ２λｃｏｓ π
６
ｑｒ

ｐ̇ｒ ＝ （６ｍω２ ＋ ２λ）ｑｒ － ２λｃｏｓ π
６
ｑＲ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

（１０）

２　 辛 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 的格式

在哈密尔顿系统下，使用保结构的辛（几何）算
法能够保持系统的固有特性，例如随着积分时间的

增加，它的相流形能够保持相空间的面积、体积不变

以及可以保持系统的能量、动量不变等固有性

质［９⁃１０］。 下面以经典 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法为基础，简要

介绍辛 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法所需满足的条件，ｓ 级经典

Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法的一般格式为：

ｕｎ＋１ ＝ ｕｎ ＋ ｈ∑
ｓ

ｊ ＝ １
ｂ ｊ ｆ（ ｔｎ ＋ ｃｊｈ，ｋ ｊ）

ｋｉ ＝ ｕｎ ＋ ｈ∑
ｓ

ｊ ＝ １
ａｉｊ ｆ（ ｔｎ ＋ ｃｊｈ，ｋ ｊ）

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１１）

式中， ｉ，ｊ ＝ １，２，…，ｓ，ｃｉ ≥ ０，∑
ｓ

ｉ ＝ １
ｃｉ ＝ １，∑

ｓ

ｊ ＝ １
ａｉｊ ＝ ｃｉ，

∑
ｓ

ｉ ＝ １
ｂｉ ＝ １。

冯康等人［６］ 已经证明格式（１１） 是辛的，当且

仅当其系数满足如下的条件：
ｂｉｂ ｊ － ａｉｊｂｉ － ａ ｊｉｂ ｊ ＝ ０ （１２）

式中， ｉ，ｊ ＝ １，２，…，ｓ。
由于辛 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法程序模块化程度高，稳

定性好，备受计算数学家的青睐。 在（１２）式中，当
系数 ａｉｊ，ｂｉ 取不同的值时， 可以得到不同的辛

Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 格式，其中一种常用的 ２ 级 ４ 阶辛

Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 格式如下所示：

Ａ ＝
ａ１１ ａ１２

ａ２１ ａ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

１
４

１
４

－ ３
６

１
４

＋ ３
６

１
４

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

ｂ ＝ ｂ１ ｂ２[ ] ＝ １
２

１
２

é

ë
êê

ù

û
úú

ｃ ＝ ｃ１ ｃ２[ ] ＝ １
２

－ ３
６

１
２

＋ ３
６

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（１３）

３　 数值仿真及结果讨论

为了说明前一部分构造的哈密尔顿体系下辛

Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法的优良性能，本部分将分别采用辛

Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法和经典 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法对比分析

太阳帆骨架结构简化模型的展开过程，从位移约束、
保结构等方面说明辛（几何）算法的优越性。
３．１　 基于辛（几何）算法的结构分析

本节采用（１３）式对非线性哈密尔顿方程（１０）
进行数值仿真。 其中结构质量及旋转角速度分别

为：Ｍ＝ｍ＝ １，ω＝ １，初始半径 Ｒ０ ＝ １，ｒ０ ＝ ０􀆰 ８，且均为

无量纲量。 当步长分别为 ｈ ＝ ０􀆰 ００１、ｈ ＝ ０􀆰 ０１、ｈ ＝
０􀆰 １ 时，得到质点广义位移分量如图 ３ 所示。

图 ３　 辛 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 格式模拟得到的质点位移变化情况

·４０３·
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　 　 从图 ３ 可以看出：当步长分别为 ｈ ＝ ０􀆰 ００１、ｈ ＝
０􀆰 ０１、ｈ＝ ０􀆰 １ 时，随着模拟过程的进行，所得到的广

义位移分量变化情况基本一致：２ 个广义位移分量

各自的振幅、振动周期均呈现周期性的变化，并且这

种周期性分布不随时间的推移而变化，这说明使用

辛算法模拟太阳帆骨架展开过程可以保持系统的振

动特性。 图 ４ 所示为利用辛 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法计算

得到的内外层质点的对偶相图。 由图 ４ 中可以看出

使用辛 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法得到质点的相空间面积均

保持不变，这也验证了在哈密尔顿系统下使用辛

（几何）算法可以保持系统的相空间面积不变这一

结论。

图 ４　 质点 ｑ⁃ｐ 对偶相图

３．２　 系统位移约束违约分析

为了验证辛（几何）算法对于微分代数方程约

束违约问题的适用性，本文分别采用辛 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ
方法、经典 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法对位移约束违约的情况

进行模拟分析。 令

Δｆｉ ＝ ｇｉ（Ｒ，ｒ）
式中， ｉ ＝ ０，１，２，…，ｎ，Δｆｉ 表示约束 ｇ（Ｒ，ｒ） 在第 ｉ步
的数值计算结果与理论值的差值（ｇ（Ｒ，ｒ） 的理论值

为零）。 ２ 种方法得到的位移违约情况分别如图 ５
所示。

由图 ５ａ）可以看出采用辛 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法得

到的位移约束违约值控制在［ －５×１０－１６，７×１０－１６］范

图 ５　 位移约束违约情况

围内，数值计算结果与理论值的误差基本可以忽略；
由图 ５ｂ）可以看出，采用经典 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法得到

的位移约束违约值在［ －５×１０－２，０］的范围之内，约
束违约情况严重，方程的解已经趋向于发散。 对比

图 ５，充分说明了辛算法能够很好地克服系统约束

违约的情况。
３．３　 系统能量分析

忽略展开过程中外界复杂空天环境的影响，太
阳帆骨架自旋展开过程中的动力学系统是一个近似

的保守系统，即系统的总能量应该是守恒的，而辛

（几何）方法的最大优点就是能够长时间保持系统

的整体能量。 图 ６ａ）给出了利用辛 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方

法计算得到的系统模型的相对能量误差的情况，从
图中可以看出利用辛 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法计算得到的

系统相对能量误差控制在 １０－１５量级，并且在自旋展

开过程中一直保持该数量级。 图 ６ｂ）给出的是利用

经典 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法计算得到的相对能量误差的

情况，从图中可以看出利用经典 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法计

算得到的系统相对能量误差在 １０－５量级，其相对能

量误差比辛 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法高 １０ 个数量级，因此

即便是目前广泛采用的经典 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法，仍然

不能保持系统的能量守恒性质，在长时间的积分运

算后将会失去系统总能量不变这一基本性质，从而

使计算结果产生较大的偏差。 对比图 ６，充分说明
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了辛算法在保持系统能量守恒性质方面具有突出的

优势。

图 ６　 相对能量误差

４　 结　 论

本文以任意相控阵空间太阳能电站 ＳＰＳ⁃
ＡＬＰＨＡ 中太阳帆骨架结构的展开过程为背景，建立

了简化的动力学模型，并基于变分原理将 Ｌａｇｒａｎｇｅ
方程导入到哈密尔顿体系下，得到系统的正则方程

组，并利用辛 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 离散格式模拟分析了太阳

帆骨架结构的展开过程，得到的主要结论如下：
１） 在数值模拟过程中，本文构造的 ２ 级 ４ 阶辛

Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 格式能够保持太阳帆骨架的振动特性

及系统的相空间面积不变；
２） 使用辛 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法得到的能量相对误

差明显低于经典 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法得到的能量相对

误差，本文构造的辛 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 格式在保持系统能

量守恒方面具有突出优势，并且在数值计算中辛

Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法能够很好地克服系统约束违约的

情况。
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