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摘　 要：基于非嵌入多项式混沌（ＮＩＰＣ） 展开及贝叶斯更新方法，提出一种中等寿命区 ｐ⁃Ｓ⁃Ｎ 曲线的

小子样预测方法。 该方法运用较少应力水平下的小子样疲劳寿命数据样本，采用优化方法求解

Ｂａｓｑｕｉｎ 应力－寿命模型参数的样本数据；由此建立 ＮＩＰＣ 展开式并进行大子样抽样计算，通过大子样

拟合优度检验，得其概率特性，继而拟合模型参数统计量与应力水平的关系。 为改进模型参数统计量

的预测精度，引入另一应力水平下的小子样试验数据，运用贝叶斯更新方法对模型参数统计量进行修

正；由此通过 Ｎａｔａｆ 变换对任意应力水平下模型参数进行抽样，代入模型计算获得疲劳寿命样本，进一

步统计获得其概率分布，即完成基于小子样的 ｐ⁃Ｓ⁃Ｎ 曲线预测。 完成了铝合金 ２０２４⁃Ｔ３ 疲劳试验，各
应力水平下试验寿命均落于预测概率疲劳寿命的上下 ９５％分位数区间内，表明新方法得到的 ｐ⁃Ｓ⁃Ｎ
曲线可有效预测疲劳寿命的概率特性。

关　 键　 词：非嵌入多项式混沌；小子样；中等寿命区；ｐ⁃Ｓ⁃Ｎ 曲线

中图分类号：Ｖ２１５．５＋２　 　 　 文献标志码：Ａ　 　 　 文章编号：１０００⁃２７５８（２０１８）０５⁃０８３１⁃０８

　 　 ｐ⁃Ｓ⁃Ｎ 曲线是结构工程中进行疲劳可靠性分析

与耐久性设计的基础依据［１⁃２］，现行估计 ｐ⁃Ｓ⁃Ｎ 曲线

的主要方法有基于最小二乘法的线性回归方法和极

大似然法［３］。 大量疲劳试验结果表明，疲劳寿命的

概率分布随不同应力水平作用而不同，因此最小二

乘法估计的 ｐ⁃Ｓ⁃Ｎ 曲线不是线性无偏估计，近年来

有学者提出采用异方差加权最小二乘法线性回归技

术来估计 ｐ⁃Ｓ⁃Ｎ 曲线［４］。
然而上述方法大多需要成组疲劳试验数据，由

于疲劳试验需要耗费较多的时间和财力，各应力水

平下的疲劳试验件数常少于 １０ 件，甚至只取 ３ ～ ５
件。 有学者提出在小样本条件下预测 ｐ⁃Ｓ⁃Ｎ 曲线的

方法，但大多集中在不同可靠度下应力－寿命模型

中参数的确定性估计方面［５］。
近年来，基于变量不确定性谱分解的近似随机

函数方法备受关注， 非嵌入多项式混沌 （ ｎｏｎ⁃
ｉｎｔｒｕｓｉｖｅ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ ｃｈａｏｓ，ＮＩＰＣ）展开方法［６］ 是其之

一，因其可采用较少试验数据便能有效估计响应量

的概率特性，被广泛应用于结构力学、计算流体力学

和可靠性分析等学科中［７］。 本文基于 ＮＩＰＣ 展开方

法，提出一种 ｐ⁃Ｓ⁃Ｎ 曲线的小子样预测方法，主要技

术思路是将应力－寿命模型中的参数视为随机变

量，在较少应力水平下完成小子样疲劳试验，并运用

优化算法反演寿命模型参数数值，由此获得应力－
寿命模型参数的完整小子样数据集。 将疲劳寿命变

换为标准正态随机变量，并运用所得到的小样本模

型参数数据对各参数进行关于标准寿命变量的

ＮＩＰＣ 展开，由此计算模型各参数对应试验应力水平

的大子样数据集， 继而完成各参数的边缘概率分布

检验及参数间相关系数计算。 在此基础上，运用最

小二乘拟合方法获得模型参数统计特征值关于应力

水平的定量关系，由此得到应力－寿命模型的全概

率描述，即本文的 ｐ⁃Ｓ⁃Ｎ 曲线。 为提高前述方法的

预测精度，本文额外选定其他应力水平的疲劳试验

寿命对其进行了贝叶斯修正。 通过铝合金 ２０２４⁃Ｔ３
小子样疲劳试验数据，检验了本文方法预测中等寿

命区概率疲劳寿命特性的有效性。
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１　 多变量概率函数的 ＮＩＰＣ 展开

基于小子样疲劳寿命试验数据进行应力－寿命

模型的概率分布预测是一个统计学的难题。 利用数

值大样本扩充方法是其基本方法途径，Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ 方

法是早期的扩充样本方法之一，但对于样本数小于

１０ 的情况，仍效果不佳，且其主要目的是对统计量

进行区间估计。 本文的技术途径是利用 ＮＩＰＣ 的概

率函数展开法来扩充应力－寿命模型中各参数的样

本数据，进而完成基于小样本试验数据的 ｐ⁃Ｓ⁃Ｎ 曲

线预测。
ＮＩＰＣ 是对随机函数进行其多项式响应面展开

的方法，即采用多项式形式来近似表达一未知随机

函数，其优点在于通过较少样本数据可获得随机函

数的概率特性。
设 ξ ＝ ｛ξ １，…， ξ ｎ｝ 为一组独立同分布随机变

量，基于 ＮＩＰＣ 展开，任意随机函数 ϕ 均可表示为随

机变量组中各变量 ξ ｋ（ｋ ＝ １，…，ｎ） 的正交多项式

组合

ϕ ＝ Ｃ０ ＋ ∑
ｎ

ｉ１ ＝ １
Ｃ ｉ１Ｂ１（ξｉ１） ＋ ∑

ｎ

ｉ１ ＝ １
∑
ｉ１

ｉ２ ＝ １
Ｃ ｉ１ｉ２Ｂ２（ξｉ１，ξｉ２） ＋

　 ∑
ｎ

ｉ１ ＝ １
∑
ｉ１

ｉ２ ＝ １
∑
ｉ２

ｉ３ ＝ １
Ｃ ｉ１ｉ２ｉ３Ｂ３（ξｉ１，ξｉ２，ξｉ３） ＋ … （１）

式中， Ｂｍ 为 ｍ 阶多项式，公式为：

Ｂｍ（ξｉ１，…，ξｉｍ） ＝ ∏
ｍ

ｄ ＝ １
φａｄ（ξｉｄ）（ｍ ＝ １，２，３…）

（２）
式中， φ ａｄ 是单变量 ａｄ 阶带权正交多项式，且

∑
ｍ

ｄ ＝ １
ａｄ ＝ ｍ（ａｄ ＝ ０，１，２…，ｍ） （３）

　 　 假设截断式（１）右端项至 ｐ阶多项式，即用有限

项来近似 ϕ ，将（１）式写成紧凑格式为

ϕ ≈ ∑
Ｎｐｃ－１

ｋ ＝ ０
Ｃｋψｋ（ξ） （４）

　 　 于是，随机函数 ϕ分为两部分，具有随机性质的

多项式基函数ψ ｋ（ξ） 和其确定性系数Ｃｋ。 （４） 式中

的 Ｎｐｃ 为该展开式的项数，可由下式来确定

Ｎｐｃ ＝
（ｐ ＋ ｎ）！
ｐ！ ｎ！

（５）

式中， ｐ 为多项式展开最高阶数，ｎ 为随机变量个

数。 Ｎｐｃ 亦为确定多项式确定性系数所需最小样

本量。

（４）式中正交多项式基函数的选择依赖于多项

式中独立同分布随机变量的概率分布类型。 根据

Ａｓｋｅｙ 法则［６］，对应随机变量的不同概率分布，存在

不同的最优多项式基函数，如当随机变量服从正态

分布时，对应的最优多项式基函数为 Ｈｅｒｍｉｔ 多项

式。 当带权正交多项式的权函数与随机变量概率密

度函数形式相同时，（４）式右端的有限项展开式随

阶数 ｐ 的增加依指数收敛于随机函数 ϕ。
１．１　 ＮＩＰＣ 展开系数的确定

ＮＩＰＣ 展开方法最重要的环节是获得多项式混

沌展开的各项系数 Ｃｋ。 一般情况下，利用一定样本

量（不少于由（５） 式确定的数量，最佳为 ２ 倍于 Ｎｐｃ）
的随机变量和随机函数值就可以计算出多项式混沌

展开的系数。
对于 ｎ 维输入随机向量 ξ ＝ ｛ξ １，…， ξ ｎ｝，每取

一组样本，通过试验或数值模拟得到一个对应的输

出 ϕ∗（ξ），取 Ｎｐｃ 组样本，由（４） 式可得 Ｎｐｃ 个方程，
如（６） 式所示，由此即可解出各个系数值。

ψ０（ξ０） ψ１（ξ０） … ψＮｐｃ－１（ξ０）

ψ０（ξ１） ψ１（ξ１） … ψＮｐｃ－１（ξ１）

︙ ︙ ⋱ ︙
ψ０（ξＮｐｃ－１） ψ１（ξＮｐｃ－１） … ψＮｐｃ－１（ξＮｐｃ－１）

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

·

Ｃ０

Ｃ１

︙
ＣＮｐｃ－１

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

＝

ϕ∗（ξ０）

ϕ∗（ξ１）
…

ϕ∗（ξＮｐｃ－１）

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

（６）

１．２　 输出响应的统计特性

当求出多项式各项系数之后，即可计算随机函

数 ϕ 的统计特性。 由期望值定义

􀭺ϕ ＝ Ｅ［ϕ］ ＝ ∫
Ｄϕ
ϕｆ（ϕ）ｄϕ （７）

式中， Ｄϕ 是 ϕ的积分域。 由（４） 式及多项式的正交

性，将（７） 式中积分域 Ｄϕ 转换到随机变量 ξ 的积分

域 Ｄξ 可得

􀭺ϕ ＝ ∫
Ｄϕ
∑
Ｎｐｃ－１

ｋ ＝ ０
Ｃｋψｋ（ξ）( ) ｆξ（ξ）ｄξ ＝

　 Ｃ０∫
Ｄϕ
ψ０（ξ） ｆξ（ξ）ｄξ ＋ ∑

Ｎｐｃ－１

ｋ ＝ １
Ｃｋ∫

Ｄϕ
ψｋ（ξ） ｆξ（ξ）ｄξ ＝

　 Ｃ０ ＋ ∑
Ｎｐｃ－１

ｋ ＝ １
Ｃｋ∫

Ｄϕ
ψ０（ξ）ψｋ（ξ） ｆξ（ξ）ｄξ ＝ Ｃ０ （８）

　 　 （８）式说明随机函数 ϕ 的均值为多项式混沌展

开式的 ０ 阶项。 同理，可以得到随机函数 ϕ 的方差

·２３８·
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σ２
ϕ ＝ ∑

Ｎｐｃ－１

ｋ ＝ １
Ｃ２

ｋ〈ψ２
ｋ（ξ）〉 （９）

式中， 〈ψ ２
ｋ（ξ）〉 为 ψ ２

ｋ（ξ） 在积分域中关于权函数的

积分。
以上分析过程的计算流程如图 １ 所示。

图 １　 ＮＩＰＣ 展开法分析步骤

２　 ｐ⁃Ｓ⁃Ｎ 曲线预测方法

在金属材料疲劳分析中，中等寿命区最常用的

确定性模型为如下的 Ｂａｓｑｕｉｎ 幂函数式

Ｓｍ·Ｎ ＝ Ｃ （１０）
式中， Ｓ 为给定应力比下的应力幅值，Ｎ 为疲劳寿

命，ｍ 和 Ｃ 为模型参数。 对（１０）式两边取对数得

ｌｇＮ ＝－ ｍｌｇＳ ＋ ｌｇＣ （１１）
　 　 在同一应力幅值下，由于材料内在的不确定性，
疲劳寿命 Ｎ 总是随机的。 以下分析中，认为应力作

用是确定量，寿命 Ｎ 服从对数正态分布，故（１０） 式

中 ｍ 和 Ｃ 也是服从某种分布的随机变量。
对于工程分析模型，模型变量可分为以下 ３ 类：
１） 外部作用量，如（１０） 式中的应力幅值 Ｓ，一

般可认为是精确给定的；
２） 模型状态量，如（１０） 式中的寿命 Ｎ，可由试

验直接测得；
３） 模型内变量，如（１０） 式中的 ｍ和 Ｃ ，通常不

可测，但在前述参量已知条件下可通过模型反演的

方法求解。
为使（１０）式的确定性应力－寿命模型概率化，

本文提出以下方法与步骤予以完整实现。
２．１　 ｍ 和 Ｃ 的概率化方法

相应于每次试验寿命 Ｎ 的 ｍ 和 Ｃ 值可通过

（１２）式优化反演获得

ｍｉｎ（ｌｇＮ ＋ ｍｌｇＳ － ｌｇＣ） ２ （１２）

　 　 在中等寿命区， ｍ 取值一般在（０，１０］ 之间，ｌｇＣ
取值一般在（０，３０］ 之间［１］。 （１２） 式即为在约束条

件下的最优解问题。
从统计抽样的观点， 对每一个试验寿命数据

Ｎｉ，由（１２） 式得到的ｍｉ 和 ｌｇＣ ｉ可认为是模型内变量

的一次间接采样。 由此得到的样本数据可分别用于

建立各应力幅下 ｍ 和 ｌｇＣ 关于对数正则随机寿命 Ｎ
的 ＮＩＰＣ 展开式。

将每一试验应力水平下的小子样试验寿命进行

对数正则化处理，即转换为标准正态分布，再运用

（１２） 式计算得到的 ｍ（Ｓｉ） 和 ｌｇＣ（Ｓｉ） 数据进行

ＮＩＰＣ 展开，即由小样本数据集（需满足（５） 式的要

求） 按（６） 式计算可得各展开式的系数。 由这些

ＮＩＰＣ 展开式， 即可实施各应力幅下 ｍ（Ｓｉ） 和

ｌｇＣ（Ｓｉ） 的大容量样本快速计算，随后按大子样ＥＤＦ
拟合优度检验其给定置信度下的边缘概率分布。 取

应力幅 Ｓｉ，记由 ＥＤＦ 检验得到的两模型内变量的边

缘概率分布为：
ｍ（Ｓｉ） ～ ＥＤＦ（ωｉ，ηｉ）
ｌｇＣ（Ｓｉ） ～ ＥＤＦ（λ ｉ，θｉ） （１３）

式中， ωｉ，ηｉ，λ ｉ，θｉ 为概率分布参数。
由（１１） 式知对数寿命为 ｍ 和 ｌｇＣ 的线性组合，

本文假设寿命服从对数正态分布，由正态分布的可

加性，有理由假设 ｍ 及 ｌｇＣ 的联合概率分布服从二

维正态分布 Ｎ（μ１，σ２
１，μ２，σ２

２，ρ）。 为此，可对 ｍ 和

ｌｇＣ 的边缘概率分布（（１３）式）优先进行关于正态分

布的 ＥＤＦ 拟合优度检验，同时可计算应力－寿命模

型中两内变量间对应某应力幅下的相关系数如下：

ρｍｌｇＣ（Ｓｉ） ＝
ｃｏｖ（ｍ，ｌｇＣ）

Ｓｉ

Ｄｍ（Ｓｉ） ＤｌｇＣ（Ｓｉ）
（１４）

　 　 为获得模型内变量概率分布参数及其相关系数

关于应力幅的关系，运用最小二乘拟合计算可得：
ω ＝ ｆω（Ｓ）， η ＝ ｆη（Ｓ）
λ ＝ ｆλ（Ｓ）， θ ＝ ｆθ（Ｓ）
ρｍｌｇＣ ＝ ｆρｍｌｇＣ

（Ｓ） （１５）
　 　 由此计算步骤，即可得到任意应力幅值下 ｍ 和

ｌｇＣ 的概率分布特性。
２．２　 贝叶斯更新方法

上述大样本数据计算过程中必然存在先验假设

及模型误差问题。 首先，ＮＩＰＣ 展开过程中，假设疲

劳寿命 Ｎ 服从对数正态分布，且对数正则化过程中

只能使用小子样试验数据估计其均值和标准差；其

·３３８·
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次，（１５）式的拟合过程会存在拟合误差。 为适当解

决前述矛盾，本文提出一种利用贝叶斯更新方法修

正上述误差的方案：
１） 另取一组应力幅下的小样本疲劳试验数据，

按前述方法计算 ｍ 和 ｌｇＣ 的样本数据；
２） 将获得的样本数据代入贝叶斯公式，对ｍ和

ｌｇＣ 的分布参数进行修正。 在前述各应力水平下，ｍ
和 ｌｇＣ 的概率分布类型可通过（１３）式的 ＥＤＦ 拟合

优度检验确定，且其在此应力水平下的概率分布参

数可由（１５）式计算得到，作为贝叶斯更新的先验分

布参数。
假设 ｍ 和 ｌｇＣ 通过关于正态分布的 ＥＤＦ 检验，

可认为其服从二维正态分布 Ｎ（μ，Σ），贝叶斯修正

后ｍ和 ｌｇＣ 的均值和协方差联合后验分布为（１６）式
所示的 Ｎｏｒｍａｌ⁃ｉｎｖｅｒｓｅ⁃Ｗｉｓｈａｒｔ。
ｐ（μ，Σ ｜ Ｄ，μ０，ｋ０，Σ０，ｖ０） ＝ ＮＩＷ（μ，Σ ｜ μｎ，ｋｎ，Σｎ，ｖｎ）

（１６）
式中， μ 和 Σ 的后验分布参数为：

μｎ ＝
ｋ０μ０ ＋ ｎ􀭰ｘ
ｋ０ ＋ ｎ

ｋｎ ＝ ｋ０ ＋ ｎ
ｖｎ ＝ ｖ０ ＋ ｎ

Σ ｎ ＝ Σ０ ＋ Ｓ ＋
ｋ０ｎ

ｋ０ ＋ ｎ∑
ｎ

ｉ ＝ １
（􀭰ｘ － μ０）（􀭰ｘ － μ０） Ｔ

Ｓ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
（ｘｉ － 􀭰ｘ）（ｘｉ － 􀭰ｘ） Ｔ （１７）

式中， ｎ为新增样本的容量，μ ０，κ ０，α０ 和 β ０ 分别为μ
和 Σ 的先验分布参数；

３） 将步骤 ２ 得到的贝叶斯修正后模型参数视

为原拟合（１５） 式的新增数据实例，重新拟合 ｍ 和

ｌｇＣ 的概率分布参数关于应力幅的关系，由此改进

这些概率分布参数的拟合精度。
２．３　 模型参数的抽样方法

为预测任意应力幅值下疲劳寿命的概率特性，
需对 ｍ 和 ｌｇＣ 进行大子样抽样。 由于 ｍ 和 ｌｇＣ 之间

的相关性，需将其等效地变换成独立正态分布才能

进行抽样，目前常用的变换方法为 Ｎａｔａｆ 变换，其是

基于 Ｃｏｐｕｌａ 函数变换的一种特例，理论上适用于任

意分布的变换，但对于正态化程度较好的变量具有

较高精度，适用范围广，其基本原理如下。
设有 ｎ维随机变量Ｘ ＝ （Ｘ１， Ｘ２，…Ｘｎ） Ｔ，已知各

变量边缘概率密度函数为 ｆｉ（ｘｉ），累积分布函数为

Ｆ ｉ（ｘｉ），相关系数矩阵为 ρ ＝ （ρ ｉｊ） ｎ×ｎ。 定义 ｎ维标准

正态随机变量 Ｙ ＝ （Ｙ１，Ｙ２，…，Ｙｎ） Ｔ，其相关系数矩

阵为 ρ ０ ＝ （ρ ０ｉｊ） ｎ×ｎ ，相应的联合概率密度函数为

φｎ（ｙ，ρ０） ＝ １

（２π） ｎｄｅｔ（ρ０）
ｅｘｐ － １

２
ｙＴρ －１

０ ｙæ

è
ç

ö

ø
÷

（１８）
　 　 根据等概率变换原则可得 Ｘ和Ｙ中的变量有如

下关系

ｙｉ ＝ φ －１（Ｆ ｉ（ｘｉ）），ｉ ＝ １，２，…ｎ （１９）
　 　 根据 Ｎａｔａｆ 变换理论，利用隐函数求导法则，由
（１９）式可推导出变量 Ｘ 的联合概率密度函数为

ｆＸ（ｘ） ＝
ｆ１（ｘ１） ｆ２（ｘ２）…ｆｎ（ｘｎ）
φ（ｙ１）φ（ｙ２）…φ（ｙｎ）

φｎ（ｙ，ρ０） （２０）

　 　 根据相关系数定义及（１９）式和（２０）式可得随

机变量 Ｘ各变量间的相关系数与对应的标准正态变

量 Ｙ 各变量间的相关系数有以下关系

ρｉｊ ＝ ∫＋∞

－∞
∫＋∞

－∞

ｘｉ － μｘｉ

σｘｉ

ｘ ｊ － μｘ ｊ

σｘ ｊ

φ２（ｙｉ，ｙ ｊ，ρ０ｉｊ）ｄｙｉｄｙ ｊ

（２１）
　 　 当 Ｘ ｉ 和 Ｘ ｊ 的边缘分布及相关系数 ρ ｉｊ 已知时，
通过数值求解（２１） 式可得 Ｙｉ 和 Ｙ ｊ 的相关系数 ρ ０ｉｊ。

ρ ０ 是一对称正定矩阵，对其进行 Ｃｈｏｌｅｓｋｙ 分解

可得下三角矩阵Γ０，左乘Γ０ 的逆可将相关标准正态

变量 Ｙ 转化为独立标准正态变量 Ｕ ：
Ｕ ＝ Γ－１

０ Ｙ （２２）
　 　 至此，采用拉丁超立方抽样方法对独立标准正

态变量 Ｕ 抽样，再对其进行上述变换的逆过程，如
（２３） 式所示，即可得到随机变量 Ｘ 的样本。

Ｙ ＝ Γ０Ｕ
ｘｉ ＝ Ｆ －１

ＸＩ
［φ（ｙｉ）］，ｉ ＝ １，２，…ｎ （２３）

３　 试验设计及验证

为验证上述方法的有效性，本文在中等寿命区

完成了 ４ 组不同应力水平下带孔板的疲劳试验。 由

（１１）式可知，双对数坐标的寿命与应力幅满足线性

关系，故本文选取其中 ２ 组应力水平下的试验寿命

样本，确定 ｍ 和 ｌｇＣ 概率特性，并拟合其统计特征值

与应力水平的关系，然后对第 ３ 组应力水平下的模

型参数进行贝叶斯更新，并拟合修正各参数统计特

征值与应力水平关系的系数，最终预测第 ４ 组应力

水平下的概率疲劳寿命并与试验寿命进行对比。
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疲劳试验件构型如图 ２ 所示，图中所标注尺寸

单位为 ｍｍ，材料为铝合金 ２０２４⁃Ｔ３。

图 ２　 疲劳试验件构形

疲劳试验获得的寿命列于表 １，应力比均为

０．０６。
表 １　 疲劳试验数据

组别 Ｓ ／ ＭＰａ 试验寿命 ／应力循环数

Ａ ８８．５９
２２ ２２６，２３ ４３５，２２ １３５，２３ ４１０，２３ ７５２，
２２ ６５１，２３ ０６７，２４ ８０８，２３ １３６，２３ ４５１

Ｂ ５２．７８ １６４ ４５７，１８０ ２８０，１９９ ２３３

Ｃ ３３．４７
９３１ １７５，１ ０１７ ８５４，１ ０６５ １６６，１ ０６９ ４１４，
１ １８８ ３１１，１ ２５７ ９１０，７７２ １５９，７９２ ０４５，

１ ５６１ １２６，１ ０１５ １７３

Ｄ ７０．９７
４７ ２７１，５２ ７７７，５０ ７７８，４７ ３２５，５２ ６６３，

５３ ３５２，５５ ００４，５２ ２７２，
５４ １９０，５６ ０９７

试验机为 ＭＴＳ８１０．１３±２５０ ｋＮ 电液伺服万能试

验机，加载频率为 ２０ Ｈｚ，试验寿命为带孔板断裂时

寿命。 通过 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ 方法，可获得 Ａ、Ｃ 和 Ｄ 组应力

水平下对数疲劳寿命均值 μ 和标准差 σ 的 ９５％置

信区间，结果列于表 ２，为后文初步验证本文方法预

测概率疲劳寿命参数的合理性做准备。

表 ２　 各组疲劳寿命参数的区间估计

组别 μ σ

Ａ ［４．２７１ １，４．３０６ ３］ ［０．０１６ ９，０．０４５ ０］

Ｃ ［５．８６８ ３，６．１２６ ６］ ［０．１２４ ２，０．３２９ ６］

Ｄ ［４．６９２ ０，４．７４０ ４］ ［０．０２３ ３，０．０６１ ７］

由前述小节理论分析可知，分别构建 ｍ 和 ｌｇＣ
关于疲劳寿命 Ｎ 的 ＮＩＰＣ 概率多项式函数，由以下 ２
个步骤完成：

１） 选定 ＮＩＰＣ 的基函数及阶数。 由于疲劳寿命

Ｎ 服从对数正态分布，可直接变换为服从标准正态

分布的随机变量，其对应的最优基函数为 Ｈｅｒｍｉｔ 多
项式。 工程上一般取多项式阶数为 ３ 即可有效预测

随机响应的概率特性。 由（５）式可知此时仅需 ４ 个

疲劳寿命 Ｎ 的样本。
２） 确定 ＮＩＰＣ 概率多项式函数的各项系数。 将

疲劳寿命 Ｎ 变换到标准正态空间作为多项式函数

中随机变量的基本样本值，即（６）式左端的输入矩

阵，由（１２）式求出与各疲劳寿命 Ｎ 对应的 ｍ 和 ｌｇＣ
的值，即（６）式右端的输出响应矩阵。 求解（６）式即

可获得构建的 ＮＩＰＣ 展开式各项系数。
由于不同应力水平下 ｍ 和 ｌｇＣ 的概率特性不

同，本文选取 Ａ、Ｃ ２ 组试验为例，各自随机选取 ４ 个

疲劳试验寿命，采用 ＮＩＰＣ 方法获得各自的 ｍ 和 ｌｇＣ
关于 ｌｇＮ 的 Ｈｅｒｍｉｔ 多项式函数。 在此基础上对疲

劳寿命 Ｎ 进行抽样，即可获得 ｍ 和 ｌｇＣ 的各自大样

本，此时仅是对多项式简单计算，而并非求解（１２）
式的优化方程，故节省大量计算时间。 再通过 ｍ 和

ｌｇＣ 的大样本数据对其进行相关性检验和关于正态

分布的 ＥＤＦ 检验，结果列于表 ３，表中 Ｄｎ 为上确界

型统计量，Ｗ２ 和 Ａ２ 为平方差型统计量，具体定义可

参见相关文献［８］。
表 ３　 Ａ 组和 Ｃ 组试验数据对应的 Ｃ 和 ｍ 的统计特性

组别 变量 μ σ 相关系数 Ｄｎ Ｗ２ Ａ２

Ｃ
ｌｇＣ １２．１５１ ６ ０．０４３ ３

ｍ ４．０３７ ５ ０．０５４ ５
－０．８８２ ７

０．６８０ ２􀳫 ０．０５７ ２􀳫 ０．３７６ １􀳫

０．５３８ ３􀳫 ０．０５４ ６􀳫 ０．３２８ ８􀳫

Ａ
ｌｇＣ １２．０５０ ６ ０．００６ ５

ｍ ３．９７８ ８ ０．００９ ９
０．４２１ ９

０．８２４ ２􀳫 ０．１３９ ４􀳫 ０．８１２ ５􀳫

０．６９４ ２􀳫 ０．１０２ ５􀳫 ０．６０３ ４􀳫

　 　 　 　 　 　 注：表中，“􀳫”表示在 ９５％置信度下，可接受各变量服从正态分布。

　 　 由表 ３ 可知，ｍ 和 ｌｇＣ 的均值在 ２ 个应力水平 下基本相同，标准差随着应力幅值增加而减小，相关
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系数随应力幅值变化，且随应力幅值增加由负相关

变为正相关。 这 ２ 个应力水平下的 ｍ 和 ｌｇＣ 的概率

密度函数如图 ３ 所示。

图 ３　 Ａ 组和 Ｃ 组应力水平下 ｍ 和 ｌｇＣ 的概率密度函数

在获得 ｍ 和 ｌｇＣ 概率分布的基础上，对其进行

随机抽样，将抽样值反代入（１０）式中获得疲劳寿命

Ｎ 的样本，继而获得其统计特性，结果列于表 ４。
表 ４　 由 ＮＩＰＣ 展开计算所得的对数寿命 Ｎ 的参数估计值

组别 μ σ

Ｃ ６．０６７ ５ ０．１２６ ４

Ａ ４．３０３ ３ ０．０１９ ７

结合表 ２ 和表 ４ 可知，由 ＮＩＰＣ 展开法预测的

对数疲劳寿命的均值和标准差均落在由 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ
获得的对应的 ９５％区间估计中，且如图 ４ 所示，各组

的试验数据也均落在 ＮＩＰＣ 预测的疲劳寿命的上下

９５％分位数区间内，初步验证了上述算法在小样本

情况下预测概率疲劳寿命的可行性。
由于 ｍ 和 ｌｇＣ 的均值不随应力水平变化，仅拟

合 ｍ 和 ｌｇＣ 的标准差 σ 及其相关系数 ρ 与应力水平

的关系，如（２４） 式所示。
σ ＝ ＢｌｇＳ ＋ Ａ
ρ ＝ ＢｌｇＳ ＋ Ａ （２４）

图 ４　 Ａ 组和 Ｃ 组试验数据及 ＮＩＰＣ 预测的疲劳寿命分布

由表 ３ 中数据求解（２４）式中各系数，结果列于表 ５。
表 ５　 各参数关于应力幅值关系的系数

参数 ｌｇＣ 的标准差 ｍ 的标准差 ρ

Ｂ －０．０８７ １ －０．１０５ ５ ３．０８６ ３

Ａ ０．１７６ ０ ０．２１５ ４ －５．５８８ ５

由（２４）式预测 Ｂ 组应力水平下 ｍ 和 ｌｇＣ 的标

准差及其相关系数，得到 ｍ 和 ｌｇＣ 的标准差分别为

０．０３３ ７ 和 ０．０２６ ０，相关系数为－０．２７２ ３。 由于此结

果与实际情况可能存在偏差，因此通过 Ｂ 组中 ３ 个

试验数据运用贝叶斯更新对其进行修正，结果如表

６ 所示。
表 ６　 Ｂ 组贝叶斯修正后 ｌｇＣ 和 ｍ 的统计特性

变量 σ 相关系数

ｌｇＣ
ｍ

０．０２３ ６
０．０３０ ２

－０．３５１ ４

结合表 ６ 的数据，对（２４）式的拟合系数进行修

正，结果列于表 ７，由线性拟合相关系数 Ｒ 的计算值

可以看出，本文采用线性拟合是恰当的，Ｂ 组试验数

据均落在由此预测的疲劳寿命的上下 ９５％分位数
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区间内，如图 ５ 所示。

图 ５　 Ｂ 组试验数据及 ＮＩＰＣ 预测的疲劳寿命分布

表 ７　 修正后各参数关于应力幅值拟合

系数及线性相关系数 Ｒ

参数 ｌｇＣ 的标准差 ｍ 的标准差 ρ

Ｂ －０．０８６ ８ －０．１０５ ２ ３．０９４ ３

Ａ ０．１７４ ８ ０．２１３ ６ －５．６２８ ７

Ｒ －０．９９７ ０ －０．９９６ ０ ０．９９７ ０

表 ７ 中给出的修正拟合系数，可进一步用于预

测任意应力水平下的 ｍ 和 ｌｇＣ 的标准差及其相关系

数，进而用于预测该应力水平下的概率疲劳寿命。
对于 Ｄ 组试验，将其应力幅值 ７０．９７ ＭＰａ 代入（２４）
式即可获得 ｌｇＣ 的标准差为 ０．０１４ １，ｍ 的标准差为

０．０１８ ９，相关系数为 ０．０９９ １。 再对 ｍ 和 ｌｇＣ 进行随

机抽样，将抽样值代入（１０）式获得疲劳寿命的样本

值，进而统计可得对数疲劳寿命的均值为 ４．７８１ ７，
标准差为 ０．０２６ ５，与通过试验数据统计的概率特性

对比如表 ８ 所示，均落在由 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ 获得的对应的

９５％区间估计内。 且 Ｄ 组试验数据均落在预测的疲

劳寿命的上下 ９５％分位数区间内，如图 ６ 所示，说明

了由此预测 Ｄ 组的概率疲劳寿命是合理的。
综上可知，在工程应用中，在高低载 ２ 个应力水

平下，各做 ４ 个试验件，对 ｍ 和 ｌｇＣ 的标准差及其相

表 ８　 Ｄ 组疲劳寿命概率预测与试验结果对比

参数 试验 预测 相对误差 ／ ％

μ ４．７１６ ８ ４．７２１ ７ １．３８

σ ０．０２５ １ ０．０２６ ５ ５．５８

图 ６　 Ｄ 组试验数据及 ＮＩＰＣ 预测的疲劳寿命分布

关系数关于应力幅值拟合，在中间应力水平下

做 ３ 个试验件，对 ｍ 和 ｌｇＣ 的统计特征值进行贝叶

斯修正并重新拟合与应力幅值的关系。 在此基础上

即可预测任意应力幅值下疲劳寿命的分布。 因此，
仅需 ３ 个应力水平下 １１ 个试验数据，即可完成中等

寿命区 ｐ⁃Ｓ⁃Ｎ 曲线的预测。 通过对 Ｄ 组疲劳寿命的

预测，也进一步说明了此方法的合理性。

４　 结　 论

１） 在非嵌入多项式混沌展开法的基础上，将应

力－寿命模型中的参数概率化，应用少量疲劳寿命

样本数据可以有效预测金属材料中等寿命区的 ｐ⁃Ｓ⁃
Ｎ 曲线及疲劳寿命概率分布。

２） 利用本文方法对铝合金带孔板的疲劳寿命

进行了预估，试验疲劳寿命均处于预测疲劳寿命分

布的 ９５％分位数区间内，表明了该方法的有效性。
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