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基于双连通分量覆盖图的稀疏大图
最大流并行加速方法

刘扬， 魏蔚， 许贺洋

（河南工业大学 信息科学与工程学院， 河南 郑州　 ４５０００１）

摘　 要：最大流问题是图论中重要的基础性问题，大规模网络中的最大流加速已成为重要研究方向，
已有工作包括并行计算加速和图缩减加速 ２ 种思路，但仍有较大改进空间：①图缩减和并行计算 ２ 种

加速思路并未充分融合，导致各自加速效果受限；②已有加速算法对常见的多次最大流求解支持不

足，导致多次计算间存在大量冗余工作；③已有加速算法往往需涉及出入度和边容量等多个条件，计
算复杂度偏高。 针对上述问题，提出了一种基于优化子图的最大流并行加速方法，通过识别原始大图

的双连通分量并建立覆盖图，可将任意最大流问题分解为独立的子问题，并行求解快速获取最大流精

确解；覆盖图的构建仅涉及节点之间连接关系，具较低的时间复杂度。 在基准图上的测试结果表明，
算法可显著缩短稀疏大图中最大流计算时间。
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　 　 作为图数据之上一类经典的组合优化问题，最
大流问题寻找通过一个流通网络的最大流量，是网

络流理论体系中重要的研究领域［１］。 最大流可辅

助求解一些重要的基础理论问题，如双边匹配等线

性规划问题，以及一些重要的应用问题，如网络规

划［２］，网络和信息安全［３］ 和各类复杂系统中的资源

调度［４］等。 经典的最大流算法主要包括增广路［５］

和预流推进［６］ ２ 种方法，并在 ２ 种方法基础上衍生

出了很多变种以降低计算复杂度。 已知最大流加速

方法包括针对有向平面图的快速算法［７］，针对计算

机视觉图数据的快速计算方法［８］，以及基于线性代

数或电路流的最大流近似计算方法等［９⁃１０］。 但随着

各行业数据呈爆炸性增长，传统加速方法已无法应

对大规模图上的最大流问题。 针对大规模图中最大

流加速，已有方法主要集中在图缩减和并行计算 ２
个方面：

１） 图缩减思路：通过化简原始网络，降低问题

规模并减少后续重复计算。 如针对单源单汇最大流

问题，文献［１１］提出基于图缩减机制的两阶段最大

流方法，针对几种局部特殊拓扑结构，将满足给定代

数关系的子图缩为节点，在简化的图上进行快速计

算。 文献［１２］通过多次最大流计算，构建原始图的

最小割树，以丢失路径信息的代价，快速求解任意 ２
个节点之间的最大流值。 文献［１３⁃１４］检测满足缩

减标准的网络社区结构，将其压缩为一点，在简化的

图上获取最大流近似解。 文献［１５］寻找合并后不

影响外部最大流的节点对，通过多次迭代合并图中

的节点对缩小图的规模。 文献［１６］利用商空间理

论建立问题求解的保真和保假原理，将图中所有节

点对之间最大流计算量从 ｎ（ｎ－１） ／ ２ 次降低为 ｎ－１
次左右。

２） 并行计算思路：基于底层的多种并行架构加
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速求解过程。 早期工作主要集中在实现多处理器环

境中的并行算法［１７⁃１８］。 随着云计算技术的发展，出
现了基于多种通用和专用并行计算模型的加速方

法。 其中，文献［１９］实现了基于 Ｓｐａｒｋ 框架的 Ｅｄ⁃
ｍｏｎｄｓ⁃Ｋａｒｐ 增广路算法，在算法各步骤采取不同计

算模型，利用框架中内置的 ｐｒｅｇｅｌ 和 ｍａｐｒｅｄｕｃｅ 等

多种计算接口提升算法并行度。 文献［２０］针对包

含上亿节点和数十亿条边的社交网络数据，在算法

和 ｍａｐｒｅｄｕｃｅ 框架层进行跨层优化，将最大流计算

时间缩短至 １０ 分钟左右。
已有工作中从多个角度对最大流问题进行了探

讨，但仍存在一些问题：①图缩减和并行计算 ２ 种加

速思路并未充分融合，基于单个思路的加速效果受

限；②未考虑常见的单个图中多次最大流求解场景，
多次计算间存在大量冗余工作；③图缩减方法需要

涉及出入度和边容量等多个条件，计算复杂度偏高，
甚至会抵消并行计算加速效果。 针对上述问题，我
们尝试利用双连通分量构建覆盖图， 提出了稀疏大

图中基于双连通分量覆盖图 （ ＢＣＲ： ｂｉ⁃ｃｏｎｎｅｃｔｅｄ
ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ ｏｖｅｒｌａｙ）的并行加速方法。 对原始图中任

意两点间的最大流问题，基于覆盖图分解成多个子

图内最大流计算问题，并行求解这些子问题。 覆盖

图仅涉及连接关系，对局部拓扑结构没有任何要求，
计算复杂度较低。 在基准网络拓扑上的实验结果表

明，算法可显著缩短计算时间，大幅提升求解效率。

１　 模　 型

１．１　 试验方法

算法主要处理无向图中的最大流问题，首先引

入连通分量和双连通分量的定义。
定义 １　 连通分量：在无向图中，若顶点 １ 和顶

点 ２ 之间存在路径，则称顶点 １ 和 ２ 连通。 若某个

子图中任意 ２ 个顶点之间都连通，则称该图为连通

图，其中极大连通子图称为连通分量。
定义 ２　 双连通分量：若任意图中任意 ２ 点至

少存在 ２ 条不存在重复点的路径，则称该图为双连

通图；对一个无向图，双连通的极大子图称为双连通

分量。
图 １ 示例中，左侧虚线包含的子图为双连通分

量中。 双连通分量和割点有紧密关系，下面引入割

点和双连通分量界点的定义。
定义 ３　 割点：如在图 Ｇ 中去掉一个顶点，并同

图 １　 算法模型图

时去掉与该顶点相关联的所有边后，该图的连通分

量数增加，则称该顶点为图 Ｇ 的割点。
定义 ４　 双连通分量的界点：若某连通分量中

节点和外部节点存在边，称该节点为双连通分量的

界点。
割点的示例见图 １ 中左侧黑色节点，其中节点

８ 和 １１ 也是界点。 双连通分量和割点存在如下

关系：
引理 １　 连通图 Ｇ 的某个双连通分量所有界点

必然是割点。
证明　 设双连通分量为 ｖＵ，则有：
１） 若只有一个界点 ａ，则去除 ａ后，ｖＵ 和外部不

相连，ａ 即为割点。
２） 假设有 ＞ ＝ ２ 个界点，且界点 ｂ 不是割点。

设界点 ｂ 和外部节点 ｂ２ 相连，则对于 ｖＵ 中任何一个

节点 ａ，存在路径 ｂ２ → ｂ→ ａ；因 ｂ不是割点，则去除 ｂ
后， ｂ２ 和节点 ａ 间仍存在路径，设该路径上最早访

问到的 ｖＵ 内节点是界点 ｃ且有 ｃ≠ ｂ，则节点 ｂ２ 到 ｃ
存在 ｂ２ → ｂ→ ｃ和 ｂ２ → ｃ ２条路径；因路径 ｂ→ ｃ存在

只通过 ｖＵ 内节点的路径，而 ｂ２ → ｃ不通过任何 ｖＵ 内

节点，即 ｂ２ 到 ｃ 存在 ２ 条路径无重复节点的路径。
３） 因为 ｃ 和 ａ 均为 ｖＵ 内节点，存在 ２ 条无重复

节点路径，进而 ｂ２ 和内部任何节点 ａ，都存在 ｂ２ → ｂ
→ ｃ→ ａ和 ｂ２ → ｃ→ ａ ２ 条无重复节点路径，即包含

ｖＵ 和 ｂ２ 的分量也是双连通分量，这和 ｖＵ 是双连通极

大子图相矛盾。
４） 由于上述证明并未对界点 ｂ 外的任何其他

节点的性质做出假设，即证明任何一个界点如是割

点都会导出矛盾，可得出在存在 ＞ ＝ ２ 个界点情况

下，每个界点都必须是割点。
５） 根据前述证明，对于存在 ＞ ＝ １ 个界点情况

·６５９·
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下，每个界点必然是割点，证毕。
由引理 １ 可知，在一个连通图中，所有双连通分

量必然通过割点与外部相连。
引理 ２　 若在原图 Ｇ 的一个连通子图中，每个

界点在分量外的邻居节点只能通过该界点连到连通

分量内节点，且该连通子图中没有割点，则该连通子

图为双连通分量。
证明 　 取原始图Ｇ中任意２个节点及之间的边

构成一个小的特殊的双连通图 ｖＵ，对 ｖＵ 中节点 ａ 在

分量外的邻居 ｂ，只要 ｂ 不通过 ａ 也能连到 ｖＵ 内节

点，即 ｂ能通过第二个界点 ａ２ 连到 ｖＵ 内，则 ｂ至少能

连到 ２ 个不同的界点，可知对 ｖＵ 内任意节点 ｃ，节点

ｂ 都有 ２条无重复节点路径 ｂ→ ａ→ ｃ和 ｂ→ ａ２ → ｃ，
因此 ｂ也能加入到 ｖＵ 中并组成更大的双连通图。 因

此，直到每一个界点在双连通图外邻居只能通过该

界点连到连通图内，这种扩张过程才能停住，此时获

得的是极大双连通图，即双连通分量。 证毕。
基于引理 ２，可先找到所有割点，识别被割点分

隔的并以割点为界点的连通分量，保证分量外邻居

节点只能通过界点连到分量内，即得到双连通分量，
在获取所有双连通分量过程中，可构建双连通分量

覆盖图，定义如下：
定义 ５　 双连通分量覆盖图：设原始图 Ｇ 对应

的双连通分量覆盖图为 Ｇ′，对原始图 Ｇ 中每个双连

通分量，在 Ｇ＇中对应一个类型为 Ｕ 的节点；其每个

割点，在 Ｇ′中对应一个类型为 Ｗ 的节点 ｖＷ，若割点

ｖ 属于某个双连通分量，则在该双连通分量在图 Ｇ′
中的 Ｕ 类节点和 ｖＷ 间建立一条边；对原图中与割

点 ｖ 不属于同一个双连通分量的所有邻居节点，用
他们对应的 Ｇ′中节点分别和 ｖ 建立一条边。

图 １ 中右侧即为双连通覆盖图。 关于双连通分

量覆盖图 Ｇ′的拓扑结构，给出下述定理：
定理 ３　 双连通分量覆盖图 Ｇ′是树形拓扑。
证明　 反证。 因不存在环路的图即为树，假设

双连通分量覆盖图 Ｇ′中存在环路，依据环路定义，
环路中任意 ２ 个节点在 Ｇ′中存在无重复点的＞ ＝ ２
条路径，即 Ｇ′中环路上的类型为 Ｗ 的节点对应的

原图 Ｇ 中任意两个节点也存在无重复点的＞ ＝ ２ 条

路径，即 Ｇ′中环路上的点所对应的点在原图 Ｇ 中属

于同一个双连通分量，而根据生成规则，同一个双连

通分量中所有非割点对应一个 Ｕ 类节点，每个割点

对应的 Ｗ 节点和该 Ｕ 类节点间存在一条边，同属于

一个 Ｕ 类节点的这些 Ｗ 节点之间不会存在边，即

Ｇ′中这些节点只会组成局部星形结构，这和组成环

路相矛盾。 证毕。
基于定理 ３，我们也把双连通分量覆盖图 Ｇ′写

为双连通分量覆盖树 Ｔ′。

２　 算　 法

算法的基本思想如图 ２ 所示：①首先，识别原始

图中的双连通分量并缩成点以构建覆盖图，建立原

始图到覆盖图中节点的单射关系。 ②对原始图中节

点对 ｓ 和 ｔ，寻找覆盖图中的对应点 Ｓ 和 Ｔ。 ③ 覆盖

图中 Ｓ 和 Ｔ之间路径上每个 Ｕ 类节点对应原图中的

一个双连通分量，Ｕ 类节点在路径上前后两个节点

是双连通分量的界点，则可并行求解每个双连通分

量的 ２个界点之间的最大流。 ④合并子问题结果得

到原始图中节点对 ｓ 和 ｔ 最大流的解。

图 ２　 最大流加速方法整体流程

２．１　 覆盖图构建算法

覆盖图构建对应图 ２ 的步骤（１），原理如图 ３
所示。

图 ３　 双连通分量覆盖图构建示意图

·７５９·
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左侧原始图可转换为右侧覆盖图，覆盖图中的

实线节点对应原图中相同编号的割点，覆盖图中虚

线节点对应左侧原图中的双连通分量；其中，原始图

到覆盖图的映射关系在图中下方的表格中。 对于原

图中节点 １ 和 １０ 的最大流，由于对应的 Ｎ１ 和 Ｎ４ 之

间的唯一路径包含界点 ２ ／ ４ ／ ６ ／ ８，则原图中节点 １
和节点 １０ 最大流可分解为（１，２），（２，４）（４，８）（８，
１０）４ 个并行的最大流计算，从而大幅降低求解时

间。 注意此时各个界点间的计算仅涉及对应的双连

通分量内的节点，即此时原图中节点 １ 和 １０ 之间的

所有最大流路径，不可能包含覆盖图中路径上之外

的节点，例如此时 Ｎ２ 的另外一个界点为 １１，且根据

定义必为割点，则最大流路径不可能涉及节点 １２ 所

在的双连通分量除 １１ 之外的节点，否则节点 １１ 必

然在路径中出现 ２ 次，违反了最大流路径为简单路

径的定义。 这也意味着，基于覆盖图可排除部分节

点，这也可降低计算量。
根据引理 ２，我们给出了递归的覆盖图构建算

法，如表 １ 所示。
表 １　 双连通分量覆盖图构建算法

ｉｎｐｕｔ：当前节点 ｎｏｄｅｉ，节点深度 ｄｅｐｔｈｉ，邻居节点信息

ｏｕｔｐｕｔ：设置节点 ｌｏｗ 值 ｌｏｗｉ，更新的双连通分量覆盖

树 Ｔ′
ｓｔｅｐ１：初始化当前节点 ｌｏｗ值 ｌｏｗｉ ＝ ＩＮＦ，状态值 ｓｔａｔｅｉ ＝
ｖｉｓｉｔｉｎｇ，初始化双连通分量覆盖树 Ｔ′， 初始化全局堆

栈 ｓｔａｃｋｏ
ｓｔｅｐ２：Ｆｏｒ ｎｏｄｅｉ 的每个邻居节点 ｎｏｄｅｋ
ｓｔｅｐ２．１：ｉｆ ｎｏｄｅｋ 是 ｎｏｄｅｉ 在 遍 历 过 程 中 的 父 节

点，ｃｏｎｔｉｎｕｅ
ｓｔｅｐ２．２：ｉｆ ｓｔａｔｅｋ ＝ ｕｎｖｉｓｉｔｅｄ
ｓｔｅｐ２．２．１：设置 ｎｏｄｅｋ 的深度 ｄｅｐｔｈｋ ＝ ｄｅｐｔｈｉ ＋ １
ｓｔｅｐ２．２．２：将边（ｎｏｄｅｉ，ｎｏｄｅｋ） 压到堆栈 ｓｔａｃｋｏ 中
ｓｔｅｐ２．２．３：以 ｎｏｄｅｋ 为参数调用当前过程 ｐｒｏｃ － ｓｈｉｎｋ
ｓｔｅｐ２．２．４：ｔｅｍｐｋ ＝ ｌｏｗｋ

ｓｔｅｐ２．３：ｅｌｓｅｉｆ ｓｔａｔｅｋ ＝ ＝ ｔｒａｖｅｒｓｉｎｇ，设置临时变量．ｔｅｍｐｋ
＝ ｄｅｐｔｈｋ

ｓｔｅｐ２．４：ｅｌｓｅ 设置临时变量 ｔｅｍｐｋ ＝ ｌｏｗｋ

ｓｔｅｐ２．５：Ｉｆ ｌｏｗｉ ＞ ｔｅｍｐｋ， ｌｏｗｉ ＝ ｔｅｍｐｋ
ｓｔｅｐ２．６：Ｉｆ ｓｔａｔｅｋ ＝ ＝ ｖｉｓｉｔｅｄ ａｎｄ ｌｏｗｋ ＞ ＝ ｄｅｐｔｈｉ

ｓｔｅｐ２．６．１：ｉｆ ｎｏｄｅｉ 的割点标识 ｉｓ Ｃｕｔｉ ＝ ＝ ｆａｌｓｅ
ｓｔｅｐ２．６．１．１： 设置当前节点 ｎｏｄｅｉ 的割点标识 ｉｓ Ｃｕｔｉ
＝ ｔｒｕｅ
ｓｔｅｐ２．６．１．２：在Ｔ′中添加原图割点对应的Ｗ类节点，记录

在 Ｔ′ 中的 ｉｄ 为 ｎｏｄｅＷ
ｓｔｅｐ２．６．２：在Ｔ′中添加原图双连通分量对应的Ｕ类节点，
记录在 Ｔ′ 中的 ｉｄ 为 ｎｏｄｅＵ

续表 １
ｓｔｅｐ２． ６． ３： 从 ｓｔａｃｋｏ 中 循 环 弹 出 边， 直 到 遇 到 边

（ｎｏｄｅｉ，ｎｏｄｅｋ）
ｓｔｅｐ２．６．４：标记包括（ｎｏｄｅｉ，ｎｏｄｅｋ） 在内的所有已弹出边

中非割点对应节点 ｎｏｄｅＵ
ｓｔｅｐ２．６．５：在 Ｔ′ 中节点 ｎｏｄｅＵ 和 ｎｏｄｅＷ 间建立一条边

整个构建过程首先确定一个根节点，按照深度

优先的顺序在每个节点上递归调用固定的算法，在
单个节点上调用的递归算法。 算法识别各个双连通

分量，同时更新对应的双连通分量覆盖树 Ｔ′，并建

立双连通分量覆盖树中节点到原图节点的映射关

系。 算法 １ 在运行时，表 １ 中递归调用结束时 ｓｔｅｐ１
会被调用 Ｎ 次，ｓｔｅｐ２ 会被调用 ２Ｍ 次，而 ｓｔｅｐ２ 中包

含循环的步骤为 ｓｔｅｐ２．６．３ 和 ｓｔｅｐ２．６．４，由于对每条

边只会调用 １ 次，全局共被调用 Ｍ次，则算法 １的复

杂度为Ｏ（Ｎ ＋ Ｍ），在稀疏大图中远小于最大流算法

复杂度下限 Ｏ（ＮＭ） ［１］。 这说明构建算法复杂度较

低，和图的规模呈线性关系。
２．２　 基于覆盖图的最大流加速方法

基于覆盖图的加速方法包含图 ２ 流程图的所有

步骤，其示例如图 ４ 所示。

图 ４　 基于双连通分量覆盖图的最大流加速示意图

针对图 ３ 中原始图中节点 １ 到节点 １０ 的最大

流问题，基于映射表查询得到图 ４ 的覆盖图中节点

Ｎ１ 和 Ｎ４。 在双连通分量缩点树 Ｔ′ 中搜索并发现如

图 ４中Ｎ１ 至Ｎ４ 的唯一路径；路径上每个双连通分量

节点对应一个子问题（如图 ４ 中左右两侧的虚线圆

圈），通过并行求解子问题可进一步提高计算速度。

·８５９·
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对应的最大流加速算法 ２ 如表 ２ 所示。
表 ２　 基于双连通分量覆盖图的最大流加速算法

ｉｎｐｕｔ：给定原始图中的节点 ｓ，ｔ
ｏｕｔｐｕｔ：最大流值和对应的多路径

ｓｔｅｐ１：Ｉｆ 原始图未构建双连通分量覆盖图

ｓｔｅｐ１．１ 选择原始图中某个节点为根节点

ｓｔｅｐ１．２ 在根节点调用算法 １，递归构建双连通分量覆

盖树

ｓｔｅｐ２：查询 ｓ 和 ｔ 在双连通分量覆盖树中的对应节点 Ｖｓ

和 Ｖｔ

ｓｔｅｐ３：Ｉｆ Ｖｓ 和 Ｖｔ 不是双连通分量覆盖数中同一个节点

ｓｔｅｐ３．１ 搜索 Ｖｓ 和 Ｖｔ 之间的唯一路径（Ｖｓ，…Ｗ１，Ｗ２，…，

ＷＬ，…Ｖｔ），其中 Ｗ１，Ｗ２，…，ＷＬ 是路径上的 Ｗ 类节点

ｓｔｅｐ３．２ 分别在对应的双连通分量内并行计算（ ｓ，ｎｗ
１ ），

（ｎｗ
１ ，ｎｗ

２ ），…，（ｎｗ
Ｌ ，ｔ） 多个节点对之间的最大流，其中路

径上Ｗ类节点Ｗｋ（１≤ ｋ≤ Ｌ） 对应的原图割点为 ｎｗ
ｋ ，直

到所有节点对计算结束

ｓｔｅｐ３．３ 取所有最大流值的最小值作为全局最大流值，每
个最大流路径连接起来作为结果路径，
ｓｔｅｐ３．４ 对每个节点对之间最大流路径上所有边的流量

值，按对应最大流和全局最大流最小值的比值等比降低．
ｓｔｅｐ４：ｅｌｓｅｉｆ Ｖｓ 和 Ｖｔ 是双连通分量覆盖数中同一个节点

ｓｔｅｐ４．１ 直接在对应的双连通分量中计算（ ｓ，ｔ） 之间的最

大流

首先会根据需要构建覆盖图，之后在双连通分量覆

盖树 Ｔ′中找到源和目标对应的节点，获取 Ｔ′中的唯

一路径，将路径拆分为若干子路径， 同时计算并汇

总得到最终结果，其中 ｓｔｅｐ１ 为覆盖图构建过程，可
单独调用或在第一次计算时调用，对给定图只调用

一次；ｓｔｅｐ２ ～ ４ 是针对单个源和目标节点对的计算

步骤。 算法 ２ 中 ｓｔｅｐ１ 即调用算法 １，其复杂度如上

分析为 Ｏ（Ｎ ＋ Ｍ）；通过在算法 １ 中建立 Ｈａｓｈ 表存

储映射关系，ｓｔｅｐ２ 复杂度可低至 Ｏ（１），相对其他步

骤可忽略不计；ｓｔｅｐ３．１ 是一个树中的搜索过程，在
最坏情况下（树是一个线性序列） 复杂度也仅为

Ｏ（Ｎ）；ｓｔｅｐ３．２ 的复杂度取决于所有子问题中复杂

度最高的那个子问题，设为 Ｏ（ Ｎ^Ｍ^），其中 Ｎ^ 和 Ｍ^ 是

该子问题的节点和边数量；ｓｔｅｐ３．３ 和 ３．４ 整体的复

杂度等于最大流路径涉及的边的数量，必小于等于

Ｏ（Ｍ）。 则算法 ２ 整体的复杂度下限为 Ｏ（Ｎ ＋ Ｍ ＋
Ｎ^Ｍ^）。 由于无法直接简单计算 ｓｔｅｐ３．２ 复杂度，我们

也可考察间接的影响因素。 设单次计算中覆盖图路

径上所有节点对应的原图中所有双连通分量的节点

总数量为 Ｎ′，定义缩减倍数为 Ｎ ／ Ｎ′ ，则缩减倍数决

定了算法由于排除不相关节点引入的加速效果，子
问题数量决定了在充分并行情况下的算法并行度，
上述 ２ 个指标均可间接反映算法加速效果。

３　 实　 验

我们在基准评测图中分析和比较算法的加速效

果，每个图的参数主要包括节点数量 Ｎ 和无向边的

数量 Ｍ。 对每个（Ｎ，Ｍ）组合，采用权威评测工具

ＧＥＮＲＭＦ 生成 ５０ 个基准图，每个图选取 ５０ 个节点

对分别计算最大流。 ＧＥＮＲＭＦ 工具接收 ａ，ｂ，ｃ１ 和

ｃ２（＞ｃ１）４ 个参数，首先会产生 ｂ 个拥有 ａ 个节点的

子图， 随机分配顺序号给每个子图中节点，并将其

与前后 ２ 个相邻编号的节点相连；每个子图也随机

获得一个顺序号，与前后 ２ 个相邻编号的子图做节

点一对一的映射并建立连接。 每个图中，边的容量

在 ｃ１ 和 ｃ２ 之间随机分布，节点数量 Ｎ ＝ ａｂ，无向边

数量 Ｍ＝ａ（２ｂ－１），在此基础上随机增加边以得到

对应的边数量 Ｍ。 因 Ｍ≥６Ｎ 后并行度变化不大，实
验主要考察 Ｍ≤５Ｎ 的稀疏图中的变化情况。

首先考察多个图中多次计算时并行度的均值及

最大和最小值变化趋势，如图 ５ａ）所示，其中稀疏度

（ｄｅｎｓｉｔｙ）定义为 Ｍ ／ Ｎ。 图 ５ａ）表明并行度（及最大 ／
最小值）均随节点数量 Ｎ 的增加或稀疏度的降低有

缓慢增加，不同稀疏度下的并行度均值随着 Ｎ 的增

加逐渐趋向接近，说明算法在稀疏大图中始终能保

持合适的并行度。 随着节点数量的增大，并行度的

区间有增大趋势，稀疏度较高时区间范围随节点数

量增大增加趋势更快，例如在 Ｎ＝ １０７ 时所有稀疏度

下的最小值也能达到接近 １０ 左右，保证最差情况下

的加速效果。
我们也考察缩减倍数均值及最大最小值的变化

趋势，如图 ５ｂ）所示，其中 Ｙ 轴为指数坐标系。 可发

现，缩减倍数均值和节点数量大致呈指数关系，且均

值（及最大 ／最小值）随节点数量 Ｎ 的增加或稀疏度

的降低有缓慢的增加。 随着节点数量的增加， 各种

稀疏度下的缩减倍数均有指数级的增加，并不随着

稀疏度变化有明显降低。 且随着节点数量的增大，
区间也有明显的变大趋势（注：Ｙ 轴为指数坐标系）。
另外缩减倍数最小值始终都有增大的趋势，但是在

稀疏度较高和节点数量较低时可能会很小，如 Ｎ ＝
１０５ 且稀疏度为 ５ 时为 １ 左右，此时整个原图即为

·９５９·
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一个双连通分量，从而使得最大流计算需涉及原图

中所有节点。

图 ５　 基准图中并行度和缩减倍数的变化趋势

图 ６　 基准图中所有算法平均最大流计算时间对比

图 ７　 基准图中所有算法平均预处理时间对比

基于前述理论分析， 我们在上述基准网络上比

较我们的算法和经典算法的效果。 硬件环境为 Ｔｈｉ⁃
ｎｋＳｔａｔｉｏｎ Ｐ３１０ 工作站，拥有 ２ 颗 ４ 核 ＣＰＵ 和 ３２ＧＢ
内存，ＣＰＵ 主频 ２．６ＧＨｚ，操作系统采用 ＣｅｎｔＯＳ７．０．
并行计算时开启 ８ 个线程，每线程对应一个 ＣＰＵ
核；计算时将所有子问题组织成先进先出队列，依次

将问题调度给空闲的线程。 已知面向通用最大流求

解的串行算法是基于 ｈｉｇｈｅｓｔ ｐｕｓｈ ／ ｒｅｌａｂｌｅ 的方

法［２２］，因此在各类图缩减算法计算时均默认采用

ｈｉｇｈｅｓｔ ｐｕｓｈ ／ ｒｅｌａｂｌｅ 计算缩减图中的最大流，比对的

各类算法标记如下：
Ｃｌｉｑｕｅ：文献［１０］基于局部子图缩减的最大流

求解方法，检测子图特征时使用了最大团方法。
Ｃｏｍｍｕｎｉｔｙ 方法：文献［１０］中基于网络社区结

构缩减的最大流求解方法。
ＶｅｒｔｅｘＰａｉｒ：文献 ［ １５］ 中基于节点对的缩减

方法。
实验中针对 ３ 个不同的节点数量 Ｎ，从基准图

中随机选择各种稠密度的 ５０ 幅图，每幅基准图中选

取 ５０ 个不同节点对分别进行最大流计算，并记录各

种不同方法中除去数据载入和输出的计算时间，如
图 ６ 所示，其中 Ｘ 轴分别对应节点数量 Ｎ＝ １０５，１０６，
１０７，Ｙ 轴为按对数坐标显示的计算时间。 此时我们

算法 ＢＣＲ 对应 Ｘ 轴 ３ 个坐标点的计算时间均值分

别为 ０． ３ ｓ， ２． ３ ｓ， １３． ２ ｓ。 可见仅 Ｎ ＝ １０５ 时

ＶｅｒｔｅｘＰａｉｒ 方法平均要稍快一些（约为我们方法的

０．９ 倍左右时间），其他方法以及在更大的图中，我
们方法都是最快的，而且随着图规模的增加，其他方

法的计算时间呈指数级上升。 检查数据发现，由于

Ｃｌｉｑｕｅ 和 Ｃｏｍｍｕｎｉｔｙ 方法寻找最大团和社团等无尺

寸限制的子图结构，而实际上由于算法限制，稀疏图

中能找到的子图结构并不多，从而影响了加速效果；
随着图规模的增加，相应的子图结构并没有同步变

大，使得缩减效果进一步降低，导致加速效果变差，
而 ＶｅｒｔｅｘＰａｉｒ 基于局部的 ２ 个子节点进行缩减，无
论在何种图中都能充分找到可利用的子图结构，从
而保证一定的加速效果。

我们也比较了所有方法的预处理时间，如图 ７
所示。 我们算法中对应 Ｘ 轴 ３ 个坐标点的预处理

时间均值分别为 ０．９ ｓ，８．７ ｓ，６１．３ ｓ。 我们算法始终

保持较低的预处理时间；且随着图规模的增大，在 Ｎ
＝ １０７ 时相对其他方法的优势更加明显；检查对应的

预处理算法发现，Ｃｌｉｑｕｅ 和 Ｃｏｍｍｕｎｉｔｙ 方法寻找无

尺寸限制子图方法，在原图增大时计算复杂度呈指

数级增加；而 ＶｅｒｔｅｘＰａｉｒ 方法优化后可维持线性的

复杂度，但整体上我们的预处理时间仍然最低。 前

述实验可得到如下结论：
１） 相对其他方法，我们算法加速效果部分来自

于排除作用，即排除计算不会涉及的节点，将计算相

关节点缩减到一个很小的范围，在大图中甚至可缩

减到原图节点的万分之一左右，大大加速计算速度；

·０６９·
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加速效果的另外一个来源是并行计算的引入，通过

将原始的最大流问题分隔成多个独立的可并行求解

的子问题，可充分利用底层设施的并行性加速计算；
且由于独立子问题数量不会太多，对基础设施要求

也较低。
２） 相比基于大范围子图方法 Ｃｌｉｑｕｅ 和 Ｃｏｍｍｕ⁃

ｎｉｔｙ，我们的算法加速效果更明显，且前期处理时间

也大幅领先；我们的算法对于 ＶｅｒｔｅｘＰａｉｒ 这种针对

局部小型子图的方法也有优势。 上述优势随着图尺

寸的增加而增加，也说明了我们方法更加适用于大

规模稀疏图。

４　 结　 论

本文提出基于双连通分量覆盖图的稀疏大图最

大流并行加速方法，算法采用双连通分量建立覆盖

图，将原始图中最大流问题分解为多个子图中的局

部问题，基于并行计算加速求解。 在大量基准图上

的分析和实验表明，算法具极低的覆盖图构建代价，
相比已知算法可达到 ２ 个数量级的加速效果。 将来

的工作可从多个角度展开，包括寻找稠密大图中的

最大流并行加速方法，及如何在分布式计算框架上

实现基于覆盖图的加速计算。
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［３］　 Ｋｏｓｕｔ Ｏ． Ｍａｘ⁃Ｆｌｏｗ Ｍｉｎ⁃Ｃｕｔ ｆｏｒ Ｐｏｗｅｒ Ｓｙｓｔｅｍ Ｓｅｃｕｒｉｔｙ Ｉｎｄｅｘ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ［Ｃ］∥ＩＥＥＥ Ｓｅｎｓｏｒ Ａｒｒａｙ ａｎｄ Ｍｕｌｔｉｃｈａｎｎｅｌ Ｓｉｇｎａｌ

Ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ Ｗｏｒｋｓｈｏｐ， ２０１５：６１⁃６４
［４］　 陈晓旭， 吴恒， 吴悦文． 基于最小费用最大流的大规模资源调度方法［Ｊ］． 软件学报， ２０１７， ２８（３）： ５９８⁃６１０

Ｃｈｅｎ Ｘｉａｏｘｕ， Ｗｕ Ｈｅｎｇ， Ｗｕ Ｙｕｅｗｅｎ． Ｌａｒｇｅ⁃Ｓｃａｌｅ Ｒｅｓｏｕｒｃｅ Ｓｃｈｅｄｕｌｉｎｇ Ｂａｓｅｄ ｏｎ Ｍｉｎｉｍｕｍ Ｃｏｓｔ Ｍａｘｉｍｕｍ Ｆｌｏｗ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ｓｏｆｔｗａｒｅ， ２０１７， ２８（３）： ５９８⁃６１０ （ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ）

［５］　 Ｆｏｒｄ Ｌ Ｒ， Ｆｕｌｋｅｒｓｏｎ Ｄ Ｒ． Ｎｏｔｅｓ ｏｎ Ｌｉｎｅａｒ Ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ， Ｐａｒｔ ＩＩ： Ｍａｘｉｍａｌ Ｆｌｏｗ ｔｈｒｏｕｇｈ ａ Ｎｅｔｗｏｒｋ［Ｍ］． Ｓａｎｔａ Ｍｏｎｉｃａ， ＲＡＮＤ
Ｃｏｒｐｏｒａｔｉｏｎ， １９７７：１６⁃３１

［６］　 Ｋａｒｚａｎｏｖ Ａ Ｖ． Ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｎｇ ｔｈｅ Ｍａｘｉｍａｌ Ｆｌｏｗ ｉｎ ａ Ｎｅｔｗｏｒｋ ｂｙ ｔｈｅ Ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ Ｐｒｅｆｌｏｗｓ［ Ｊ］． Ｄｏｋｌａｄｙ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， １９７４， １５
（１）： ４３４⁃４３７

［７］　 Ｓｃｈｉｏｐｕ Ｃ， Ｃｉｕｒｅａ Ｅ． Ｔｈｅ Ｍａｘｉｍｕｍ Ｆｌｏｗｓ ｉｎ Ｐｌａｎａｒ Ｄｙｎａｍｉｃ Ｎｅｔｗｏｒｋｓ［Ｊ］． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ
＆ Ｃｏｎｔｒｏｌ， ２０１６， １１（２）： ２８２⁃２９１

［８］　 Ｇｏｌｄｂｅｒｇ ＡＶ， Ｈｅｄ Ｓ， Ｋａｐｌａｎ Ｈ， Ｔａｒｊａｎ ＲＥ， Ｗｅｒｎｅｃｋ ＲＦ． Ｍａｘｉｍｕｍ Ｆｌｏｗｓ ｂｙ Ｉｎｃｒｅｍｅｎｔａｌ Ｂｒｅａｄｔｈ⁃Ｆｉｒｓｔ Ｓｅａｒｃｈ［Ｃ］∥Ｅｕｒｏｐｅ⁃
ａｎ Ｓｙｍｐｏｓｉｕｍ ｏｎ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ， ２０１１：４５７⁃４６８

［９］　 Ｇｈａｆｆａｒｉ Ｍ， Ｋａｒｒｅｎｂａｕｅｒ Ａ， Ｋｕｈｎ Ｆ． Ｎｅａｒ⁃Ｏｐｔｉｍａｌ Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ Ｍａｘｉｍｕｍ Ｆｌｏｗ： Ｅｘｔｅｎｄｅｄ Ａｂｓｔｒａｃｔ［Ｃ］∥ＡＣＭ Ｓｙｍｐｏｓｉｕｍ ｏｎ
Ｐｒｉｎｃｉｐｌｅｓ ｏｆ Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ， ２０１５：８１⁃９０

［１０］ Ｓｈｅｒｍａｎ Ｊ． Ｎｅａｒｌｙ Ｍａｘｉｍｕｍ Ｆｌｏｗｓ ｉｎ Ｎｅａｒｌｙ Ｌｉｎｅａｒ Ｔｉｍｅ［Ｃ］∥ＩＥＥＥ Ｓｙｍｐｏｓｉｕｍ ｏｎ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎｓ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｓｃｉｅｎｃｅ， ２０１３：
２６３⁃２６９

［１１］ Ｌｉｅｒｓ Ｆ， Ｐａｒｄｅｌｌａ Ｇ． Ｓｉｍｐｌｉｆｙｉｎｇ Ｍａｘｉｍｕｍ Ｆｌｏｗ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｓ： Ｔｈｅ Ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ Ｓｈｒｉｎｋｉｎｇ ａｎｄ Ｇｏｏｄ Ｉｎｉｔｉａｌ Ｆｌｏｗｓ［Ｊ］． Ｄｉｓｃｒｅｔｅ Ａｐ⁃
ｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， ２０１１， １５９（１７）： ２１８７⁃２２０３

［１２］ Ｄａｎ Ｇ． Ｖｅｒｙ Ｓｉｍｐｌｅ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ Ａｌｌ Ｐａｉｒｓ Ｎｅｔｗｏｒｋ Ｆｌｏｗ Ａｎａｌｙｓｉｓ［Ｊ］． Ｓｉａｍ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｎ Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ， １９９０， １９（１）： １４３⁃１５５
［１３］ Ｚｈａｎｇ Ｙ， Ｘｕ Ｘ， Ｈｕａ Ｂ． Ｃｏｎｔｒａｃｔｉｎｇ Ｃｏｍｍｕｎｉｔｙ ｆｏｒ Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ Ｍａｘｉｍｕｍ Ｆｌｏｗ［Ｃ］∥ＩＥＥＥ Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ ｏｎ Ｇｒａｎｕｌａｒ

Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ， ２０１２：６５１⁃６５６
［１４］ Ｚｈａｎｇ Ｙ Ｐ， Ｈｕａ Ｂ， Ｊｉａｎｇ Ｊ， ｅｔ ａｌ． Ｒｅｓｅａｒｃｈ ｏｎ ｔｈｅ Ｍａｘｉｍｕｍ Ｆｌｏｗ ｉｎ Ｌａｒｇｅ⁃Ｓｃａｌｅ Ｎｅｔｗｏｒｋ［Ｃ］∥Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ ｏｎ

Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｉｎｔｅｌｌｉｇｅｎｃｅ ａｎｄ Ｓｅｃｕｒｉｔｙ（ＣＩＳ）， ２０１１：４８２⁃４８６
［１５］ Ｓｃｈｅｕｅｒｍａｎｎ Ｂ， Ｒｏｓｅｎｈａｈｎ Ｂ． Ｓｌｉｍｃｕｔｓ： Ｇｒａｐｈｃｕｔｓ ｆｏｒ Ｈｉｇｈ Ｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎ Ｉｍａｇｅｓ Ｕｓｉｎｇ Ｇｒａｐｈ Ｒｅｄｕｃｔｉｏｎ［ Ｃ］∥Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ

Ｗｏｒｋｓｈｏｐ ｏｎ Ｅｎｅｒｇｙ Ｍｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｖｉｓｉｏｎ ａｎｄ Ｐａｔｔｅｒｎ Ｒｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ， ２０１１： ２１９⁃２３２
［１６］ Ｚｈｅｎ Ｃ， Ｚｈａｎｇ Ｌ． Ｔｈｅ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｏｆ Ｍａｘｉｍｕｍ Ｆｌｏｗ ｉｎ Ｎｅｔｗｏｒｋ Ａｎａｌｙｓｉｓ Ｂａｓｅｄ ｏｎ Ｑｕｏｔｉｅｎｔ Ｓｐａｃｅ Ｔｈｅｏｒｙ［Ｊ］． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｊｏｕｒｎａｌ

ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ， ２０１５， ３８（８）：１７０５⁃１７１２

·１６９·



西　 北　 工　 业　 大　 学　 学　 报 第 ３６ 卷

［１７］ Ｎｉｋｌａｓ Ｂ， Ｂｌｅｌｌｏｃｈ Ｇ， Ｓｈｕｎ Ｊ． Ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ Ｉｍｐｌｅｍｅｎｔａｔｉｏｎ ｏｆ ａ Ｓｙｎｃｈｒｏｎｏｕｓ Ｐａｒａｌｌｅｌ Ｐｕｓｈ⁃Ｒｅｌａｂｅｌ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ［Ｃ］∥Ｅｕｒｏｐｅａｎ Ｓｙｍ⁃
ｐｏｓｉａ ｏｎ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ， ２０１５：１０６⁃１１７

［１８］ Ｓｏｎｅｒ Ｓ， Ｏｚｔｕｒａｎ Ｃ． Ｅｘｐｅｒｉｅｎｃｅｓ ｗｉｔｈ Ｐａｒａｌｌｅｌ Ｍｕｌｔｉ⁃Ｔｈｒｅａｄｅｄ Ｎｅｔｗｏｒｋ Ｍａｘｉｍｕｍ Ｆｌｏｗ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ［Ｊ］． Ｐａｒｔｎｅｒｓｈｉｐ ｆｏｒ Ａｄｖａｎｃｅｄ
Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ ｉｎ Ｅｕｒｏｐｅ， ２０１３， ２０１３（１）：１⁃１０

［１９］ Ｂｅｎｏｉｔ Ｄ， Ｄｕｐｏｎｔ Ｅ， Ｚｈａｎｇ Ｗ． Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ Ｍａｘ⁃Ｆｌｏｗ ｉｎ Ｓｐａｒｋ［ＥＢ ／ ＯＬ］． （２０１５⁃０６⁃０３）［２０１７⁃０４⁃０６］． ｈｔｔｐ：∥ｓｔａｎｆｏｒｄ．ｅｄｕ ／ ～
ｒｅｚａｂ ／ ｃｌａｓｓｅｓ ／ ｃｍｅ３２３ ／ Ｓ１５ ／ ｐｒｏｊｅｃｔｓ ／ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ－ｍａｘ－ ｆｌｏｗ－ ｒｅｐｏｒｔ．ｐｄｆ

［２０］ Ｈａｌｉｍ Ｆ， Ｙａｐ Ｒ， Ｗｕ Ｙ． Ａ Ｍａｐｒｅｄｕｃｅ⁃Ｂａｓｅｄ Ｍａｘｉｍｕｍ⁃Ｆｌｏｗ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆｏｒ Ｌａｒｇｅ Ｓｍａｌｌ⁃Ｗｏｒｌｄ Ｎｅｔｗｏｒｋ Ｇｒａｐｈｓ［Ｃ］∥Ｉｎｔｅｒｎａ⁃
ｔｉｏｎａｌ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ ｏｎ Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ Ｓｙｓｔｅｍｓ（ＩＣＤＣＳ）， ２０１１：１９２⁃２０２

［２１］ Ｇｏｌｄｆａｒｂ Ｄ， Ｇｒｉｇｏｒｉａｄｉｓ Ｍ Ｄ． Ａ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｄｉｎｉｃ ａｎｄ Ｎｅｔｗｏｒｋ Ｓｉｍｐｌｅｘ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ Ｍａｘｉｍｕｍ Ｆｌｏｗ［Ｊ］．
Ａｎｎａｌｓ ｏｆ Ｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ Ｒｅｓｅａｒｃｈ， １９８８， １３（１）： ８１⁃１２３

［２２］ Ｇｏｌｄｂｅｒｇ， Ａ Ｖ． Ｔｗｏ⁃Ｌｅｖｅｌ Ｐｕｓｈ⁃Ｒｅｌａｂｅｌ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｍａｘｉｍｕｍ Ｆｌｏｗ Ｐｒｏｂｌｅｍ［Ｃ］∥Ｔｈｅ Ｆｉｆｔｈ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ ｏｎ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｃ
Ａｓｐｅｃｔｓ ｉｎ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｍａｎａｇｅｍｅｎｔ， ２００９：２１２⁃２２５

Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｂｉ⁃Ｃｏｎｎｅｃｔｅｄ Ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ Ｏｖｅｒｌａｙ ｆｏｒ Ｍａｘｉｍｕｍ⁃Ｆｌｏｗ
Ｐａｒａｌｌｅｌ Ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ｉｎ Ｌａｒｇｅ Ｓｐａｒｓｅ Ｇｒａｐｈ

Ｌｉｕ Ｙａｎｇ， Ｗｅｉ Ｗｅｉ， Ｘｕ Ｈｅｙａｎｇ
（Ｃｏｌｌｅｇｅ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， Ｈｅｎａｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ， Ｚｈｅｎｇｚｈｏｕ ４５０００１， Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｎｅｔｗｏｒｋ ｍａｘｉｍｕｍ ｆｌｏｗ ｐｒｏｂｌｅｍ ｉｓ ｉｍｐｏｒｔａｎｔ ａｎｄ ｂａｓｉｃ ｉｎ ｇｒａｐｈ ｔｈｅｏｒｙ， ａｎｄ ｏｎｅ ｏｆ ｉｔｓ ｒｅｓｅａｒｃｈ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓ
ｉｓ ｍａｘｉｍｕｍ⁃ｆｌｏｗ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ｉｎ ｌａｒｇｅ⁃ｓｃａｌｅ ｇｒａｐｈ． Ｅｘｉｓｔｉｎｇ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ｓｔｒａｔｅｇｙ ｉｎｃｌｕｄｅｓ ｇｒａｐｈ ｃｏｎｔｒａｃｔｉｏｎ ａｎｄ ｐａｒ⁃
ａｌｌｅｌ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ， ｗｈｅｒｅ ｔｈｅｒｅ ｉｓ ｓｔｉｌｌ ｒｏｏｍ ｆｏｒ ｉｍｐｒｏｖｅｍｅｎｔ： （１） Ｔｈｅ ｅｘｉｓｔｉｎｇ ｔｗｏ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ｓｔｒａｔｅｇｉｅｓ ａｒｅ ｎｏｔ
ｆｕｌｌｙ ｉｎｔｅｇｒａｔｅｄ， ｌｅａｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅｉｒ ｌｉｍｉｔｅｄ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ｅｆｆｅｃｔ； （２） Ｔｈｅｒｅ ｉｓ ｎｏ ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔ ｓｕｐｐｏｒｔ ｆｏｒ ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ ｍｕｌｔｉ⁃
ｐｌｅ ｍａｘｉｍｕｍ⁃ｆｌｏｗ ｉｎ ｏｎｅ ｇｒａｐｈ， ｌｅａｄｉｎｇ ｔｏ ａ ｌｏｔ ｏｆ ｒｅｄｕｎｄａｎｔ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ． （３）Ｔｈｅ ｅｘｉｓｔｉｎｇ ｐｒｅｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄｓ
ｎｅｅｄ ｔｏ ｃｏｎｓｉｄｅｒ ｎｏｄｅ ｄｅｇｒｅｅｓ ａｎｄ ｃａｐａｃｉｔｙ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ， ｒｅｓｕｌｔｉｎｇ ｉｎ ｈｉｇｈ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ． Ｔｏ ａｄｄｒｅｓｓ ａ⁃
ｂｏｖｅ ｐｒｏｂｌｅｍｓ， ｗｅ ｉｄｅｎｔｉｆｙ ｔｈｅ ｂｉ⁃ｃｏｎｎｅｃｔｅｄ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ ｉｎ ａ ｇｉｖｅｎ ｇｒａｐｈ ａｎｄ ｂｕｉｌｄ ａｎ ｏｖｅｒｌａｙ， ｗｈｉｃｈ ｃａｎ ｈｅｌｐ
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