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摘　 要：基于齿面承载接触分析方法，建立了修形斜齿轮时变啮合刚度、静态传递误差和综合啮合误

差计算模型。 以系统振动激振力波动量最小为目标，确定了设计负载扭矩和理想啮合状况下 ３ 种修

形方式的最佳修形参数，并分析了 ３ 种修形方式对斜齿轮时变啮合刚度、静态传递误差以及综合啮合

误差的影响。 通过考察宽范围负载扭矩和啮合错位影响下的修形斜齿轮系统振动激振力和动态传递

误差，分析了 ３ 种修形方式对负载扭矩和啮合错位的敏感性。 研究表明：采用不同修形方式的斜齿轮

时变啮合刚度、静态传递误差以及综合啮合误差差别较大，然而系统振动激振力波动量均得到了显著

降低。 当负载扭矩大于设计扭矩时，３ 种修形方式仍有较好减振效果。 当负载扭矩过小时，３ 种修形

方式的齿轮系统振动将大于未修形齿轮系统，且共振转速略有降低。 随着啮合错位量的增加，系统共

振转速逐步降低，且 ３ 种修形方式的减振效果均逐渐降低，直至不再具有减振效果。 研究结果可为进

一步建立齿面修形稳健设计方法提供有效参考。
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　 　 齿轮传动系统的振动噪声一直是机械工程领域

关注的热点问题。 作为齿轮系统减振降噪的主要手

段之一，齿面修形技术被广泛应用于齿轮的设计与

制造，并得到了国内外科研人员深入广泛的研究。
早期的齿轮修形主要为齿廓修形并大多应用于

直齿轮，其概念的提出可追溯到 １９３８ 年［１］。 经过数

十年的研究与发展，目前直齿轮齿面修形的相关研

究主要涉及齿廓修形直齿轮准静态接触分析［２］，降
低传递误差幅值的直齿轮齿廓修形减振设计［３］，齿
廓修形直齿轮系统动态特性分析及优化［４］。

不同于直齿轮，斜齿轮的接触线与齿轮轴线不

平行，其齿面接触特性的计算为较复杂的三维接触

问题。 Ｃｏｎｒｙ 和 Ｓｅｉｒｅｇ 基于柔度矩阵法提出了考虑

轮齿修形的圆柱齿轮齿面载荷分布计算方法［５］，并
得到了其他学者的推广和发展［６］。 基于 ＴＣＡ 和

ＬＴＣＡ 技术，蒋进科等采用修形曲面叠加理论齿面

构造斜齿轮对角修形齿面，以降低斜齿轮副扭转振

动为优化目标，采用改进二阶震荡粒子群优化算法

确定最佳修形参数［７］。 Ｗａｎｇ 等采用切片法和能量

法建立了考虑齿廓误差和齿面修形的斜齿轮啮合刚

度和传递误差计算模型［８］。 Ｍａａｔａｒ 和 Ｖｅｌｅｘ 分析了

齿廓修形和齿向修形斜齿轮系统的准静态和动态特

性［９］。 Ｂｒｕｙèｒｅ 等以准静态传递误差幅值最小为目

标，推导了窄直斜齿轮齿廓修形最佳修形量和修形

长度的解析表达式［１０］。
综上所述，现有的斜齿轮系统相关研究大多着

重于讨论恒定负载扭矩和理想啮合状况下的齿面修

形问题。 由于齿面修形的最佳修形参数和轮齿变形

量紧密相关，而系统负载扭矩决定了轮齿变形量的

大小。 因此，在不同负载扭矩下的最佳修形参数也

会有所不同。 在实际工业应用中，尤其在汽车行业

和船舶动力传动装置中，齿轮系统的负载会随着汽

车档位或者船舶航行工况的变化而产生较大变化。
与此同时，由于安装误差和系统变形等不可避免的
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因素，齿轮的实际啮合状况与理想状态也有较大差

异。 因此，考察修形齿轮系统在不同负载扭矩和非

理想啮合状态下的减振效果具有重要的工程实际

意义。
为此，本文设计了斜齿轮齿廓修形、齿向修形和

对角修形 ３ 种修形齿面，结合齿面承载接触分析方

法和齿轮－转子－轴承系统动力学模型分离出系统

振动激振力，确定了设计负载扭矩和理想啮合状况

下的最佳修形参数，考察了不同修形方式对齿面接

触特性的影响，并着重对比分析了在多负载、不同啮

合错位量和多转速工况下 ３ 种修形方式的减振效

果，为进一步齿面修形稳健设计提供参考。

１　 齿面修形设计

斜齿轮齿面修形方式主要有齿廓修形、对角修

形和齿向修形等。 其中，齿廓修形和对角修形可直

接用来降低斜齿轮系统的振动，而齿向修形则多被

用来改善齿面载荷分布。 实际上，齿向修形对斜齿

轮系统振动也有较大影响，合理的齿向修形也可以

用来改善斜齿轮系统的动态性能。 斜齿轮 ３ 种齿面

修形如图 １ 所示。

图 １　 齿面修形示意图

图 １ 所示 ３ 种修形方式所构造的修形齿面均需

要已知修形量、修形长度和修形曲线才能确定。 其

中，修形量和修形长度可通过优化来确定，而修形曲

线类型必须进行预设定。 修形曲线的通用表达式为
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式中， ｅｍａｘ 为最大修形量，ｘｉ 表示接触点 ｉ 距离修形

起始位置的距离，ｌ 表示修形长度。 ｎ 表示修形曲线

的类型，ｎ ＝ １ 时为直线修形，ｎ ＝ ２ 时为二次抛物线

修形。 本文采用二次抛物线修形方式。

２　 齿轮啮合错位

齿轮传动系统是一个较复杂的机械装置、轴承

间隙、安装误差和制造误差等不可避免又难以测量

的因素将会严重影响轮齿的啮合状况。 当系统所受

负载较大时，轴系的弯曲扭转变形，轴承变形和箱体

变形同样会造成轮齿的实际啮合状况与理想状态有

所不同。
文献［１１］详细归纳总结了造成齿轮产生啮合

错位的种种因素并指出齿轮的啮合错位主要可以分

为 ３ 种类型，即中心距误差、垂直于啮合线方向的角

度误差以及平行于啮合线方向的角度误差。 平行于

啮合线方向的角度误差直接影响齿面接触的法向间

隙，其影响等效于齿轮螺旋线偏差，对齿面接触状态

的影响最大。 因此，本文啮合错位模型仅考虑平行

于啮合线方向的角度误差，如图 ２ 所示。

图 ２　 啮合错位示意图

３　 承载接触分析和振动激振力

３．１　 时变啮合刚度和综合啮合误差

斜齿轮系统的准静态承载啮合过程可通过齿面

承载接触分析模型模拟。 根据齿轮啮合原理，确定

齿轮啮合面并划分啮合位置，将各啮合位置的接触

线离散为一系列接触点，从而将斜齿轮线接触问题

转化为点接触问题。 以总重合度为 ２ ～ ３ 的斜齿轮

副为例，在一个啮合周期内，齿轮副处于双齿和三齿

交替啮合状态，其啮合面划分及接触点布置如图 ３
所示。

图 ３　 斜齿轮副啮合面及接触点布置

·６８０１·
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基于有限元子结构法计算考察齿面法向宏观变

形柔度矩阵，再通过二元插值得到各啮合位置的接

触点法向宏观变形柔度矩阵。 通过接触力学理论计

算考察接触点的局部接触变形，根据齿轮各啮合位

置接触点的变形协调条件，可建立齿面承载接触方

程为

λｇｌｏｂａｌＦ ＋ ｕｌｏｃａｌ － ｘｓ ＋ ε － ｄ ＝ ０

∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｆ ｉ ＝ ＩＦ ＝ Ｐ

若 Ｆ ｉ ＞ ０， 则 ｄｉ ＝ ０
若 Ｆ ｉ ＝ ０， 则 ｄｉ ＞ ０
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式中， λｇｌｏｂａｌ 为接触点宏观变形柔度矩阵，ｕｌｏｃａｌ 为接

触点局部接触变形向量，Ｆ 为接触点载荷向量，ｘｓ 为

静态传递误差，ε 为接触点初始间隙向量，对于啮合

齿轮副，各接触点的间隙量即为啮合齿面该位置的

轮齿误差量或修形量，ｄ 为加载后接触点剩余间隙

向量。 通过迭代法求解该非线性方程组，可得到各

啮合位置齿面载荷分布和静态传递误差，进而计算

齿轮时变啮合刚度和综合啮合误差［１２］。
３．２　 振动激振力的确定

忽略箱体柔性和齿轮系统的耦合关系，则斜齿

轮系统为齿轮－转子－轴承系统。 考虑齿轮系统的

功率流动方向以及质量和惯量呈空间分布的特点，
基于有限元法基本思想，将系统分解为啮合单元，轴
段单元和轴承单元 ３ 种基本单元。 轴段单元采用 ２
节点 １２ 自由度的空间 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁模拟，轴承单

元由轴承刚度和轴承阻尼组成，从而使轴段节点与

箱体或基础相连接。
建立各单元的动力学模型之后，通过有限单元

法可组装得到斜齿轮系统的广义有限元动力学模

型［１３］。 系统运动微分方程可表示为

ＭＧＸ̈（ ｔ） ＋ ＣＧＸ̇（ ｔ） ＋ ＫＧ（ ｔ）［Ｘ（ ｔ） － ＥＧ（ ｔ）］ ＝ ＦＧ

（３）
式中， Ｘ 为系统广义坐标，ＭＧ 为系统质量矩阵，ＣＧ

为系统阻尼矩阵，ＫＧ 为系统刚度矩阵，ＥＧ 为系统综

合啮合误差列向量，ＦＧ 为外载荷列向量。
（３）式为参变微分方程组，通过近似变换［１４］，

可近似改写为

ＭＧＸ̈（ ｔ） ＋ ＣＧＸ̇（ ｔ） ＋ ＫＧ０Ｘ（ ｔ） ＝ Ｋ０Ｘｓ（ ｔ） （４）
式中， ＫＧ０ 为系统刚度均值矩阵，Ｘｓ（ ｔ） 为系统静位

移列向量。
（４）式右端项可改写为由均值项与波动项叠加

形式

ＫＧ０Ｘｓ（ ｔ） ＝ ＫＧ０Ｘｓ０ ＋ ＫＧ０ΔＸｓ（ ｔ） （５）
式中，将 ＫＧ０ΔＸｓ（ ｔ） 定义为振动激振力，其决定了系

统振动的剧烈程度。
（４）式为定常微分方程组，可通过傅里叶级数

法快速求得系统振动响应稳态解［１２］。

４　 模型对比验证

齿面承载接触分析的计算结果为齿轮－转子－
轴承系统提供动态激励，进而预测系统振动，而静态

传递误差是齿面承载接触分析的直接计算结果，其
波动量一直是国内外科研人员重点关注的参数之

一。 因此，为验证本文计算模型的正确性，分别计算

了文献［１５］中未修形和齿廓齿向均进行 ７．５ μｍ 鼓

形修形的斜齿轮副在不同负载扭矩下的静态传递误

差波动量，并与文献［１５］中的计算结果进行对比，
如图 ４ 所示。 结果表明：对于无修形和有修形斜齿

轮副，本文方法的计算结果和文献的计算结果均具

有较高的吻合度。 因此，本文方法可以用来计算无

误差和有误差的斜齿轮副的齿面承载接触特性。

图 ４　 不同负载扭矩下静态传递误差波动量对比

５　 算例分析

５．１　 算例描述

图 ５ 所示为斜齿轮－转子－轴承系统示意图，系
统由 ２ 根阶梯轴，１ 对斜齿轮副和 ２ 对轴承组成，功
率从轴 １ 左端输入，由轴 ２ 右端输出。 齿轮基本参

数如表 １ 所示，轴系基本参数如表 ２ 所示。

·７８０１·
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图 ５　 斜齿轮－转子－轴承系统

表 １　 齿轮基本参数

参数名称 主动轮 从动轮

齿数 ２９ ５８

模数 ５ ５

压力角 ／ （°） ２０ ２０

螺旋角 ／ （°） ２５ ２５

齿顶高系数 １ １

顶隙系数 ０􀆰 ２５ ０􀆰 ２５

齿宽 ／ ｍｍ ５０ ５０

转速 ／ （ ｒ·ｍｉｎ－１） ２ ０００ １ ０００

负载扭矩 ／ （Ｎ·ｍ） ７５０ １ ５００

表 ２　 轴系参数 ｍｍ

轴段编号
轴 １

外径 内径 长度

轴 ２

外径 内径 长度

１ ７０ ０ １００ ９０ ０ ８０

２ ９０ ０ １１０ １１０ ０ １１０

３ １００ ０ ２６０ １２０ ０ ５５

４ ９０ ０ １１０ １６０ ０ １５０

５ ７０ ０ ６０ １２０ ０ ５５

６ １１０ ０ １１０

７ ９０ ０ １２０

根据轴段结构，将轴 １ 和轴 ２ 均离散为 １３ 个轴

段单元，共 ２６ 个轴段单元。 有限元节点从轴 １ 左端

开始编号，在轴 ２ 右端终止编号，共 ２８ 个节点，１６８
个自由度。 轴承 １～４ 分别位于 ４，１２，１７ 和 ２５ 号节

点，主动轮和从动轮分别位于 ８ 和 ２１ 号节点处，通
过斜齿轮副时变啮合刚度和综合啮合误差相连接。
２ 和 ２７ 号节点分别为功率输入节点和功率输出

节点。
５．２　 最佳修形参数

本文在 ３．２ 节确定了决定系统振动的振动激振

力表达式，其由齿轮时变啮合刚度和静态传递误差

波动量的乘积决定。 因此，最佳修形参数的确定实

际上是求解以振动激振力波动量最小为目标的数学

规划问题，即在修形参数的变化范围内寻求使振动

激振力波动量最小的最优解。
由于振动激振力采用齿面承载接触分析方法计

算且计算效率较高，同时为更直观地观察修形参数

变化对目标函数的影响，本文采用直接扫略计算的

方法确定设计负载扭矩和理想啮合状况下的最佳修

形参数。 将修形长度搜索区间均匀离散化，以斜齿

轮啮入位置综合变形量的两倍作为修形量的上边

界，修形量以 １ μｍ 为步长进行二维扫略计算，可得

到齿廓修形、齿向修形和对角修形修形参数对振动

激振力波动量的影响。 可以发现，在 ３ 种修形方式

相应的云图中，均存在一条窄带区域使系统振动激

振力波动量降至 ２００ Ｎ 以下。 限于篇幅，仅给出振

动激振力波动量随齿廓修形参数的变化图，如图 ６
所示。 可得到齿廓修形最佳修形量为 １５ μｍ，最佳

修形长度为 １１．９７ ｍｍ，齿向修形最佳修形量为 １３
μｍ，最佳修形长度为 ２１ ｍｍ，对角修形最佳修形量

为 １０ μｍ，最佳修形长度为 １７．０９ ｍｍ。

图 ６　 齿廓修形参数对振动激振力波动量的影响

５．３　 修形对齿面接触的影响

在设计负载扭矩和理想啮合状况下，齿廓修形、
齿向修形和对角修形对斜齿轮时变啮合刚度的影响

如图 ７ 所示。 可以看出，齿廓修形和齿向修形均使

斜齿轮啮合刚度明显降低，这是由于齿廓修形最大

修形量位于轮齿的齿顶和齿根，齿向修形最大修形

量位于齿宽方向的两端，轮齿受载后齿面局部区域
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并不参与接触。 而对角修形的最大修形量位于斜齿

轮的啮入和啮出位置，轮齿受载后处于全齿面接触

状态。

图 ７　 不同修形方式下时变啮合刚度

在设计负载扭矩和理想啮合状况下，３ 种修形

方式对斜齿轮静态传递误差和综合啮合误差的影响

分别如图 ８ 和图 ９ 所示。 可以看出，３ 种修形方式

均使静态传递误差波动量明显降低，而齿廓修形斜

齿轮传递误差均值最大，齿向修形次之，对角修形最

小且在部分啮合位置与理想齿轮非常接近。 综合啮

合误差为考虑斜齿轮多对轮齿交替啮合时的齿面误

差实际作用量，可以发现，３ 种修形方式相应的综合

啮合误差曲线与时变啮合刚度曲线形状非常接近，
同时相应的齿轮综合啮合误差均明显小于齿轮的最

大修形量。

图 ８　 不同修形方式下静态传递误差

图 ９　 不同修形方式下综合啮合误差

５．４　 修形对负载扭矩的敏感性

本节采用 ５．２ 节所得最佳修形参数对斜齿轮进

行修形，通过考察修形斜齿轮系统在 ７ 种不同的负

载扭矩工况下的系统振动激振力和动态响应来研究

修形对负载扭矩的敏感性。 负载扭矩分别为 ２５０ Ｎ
·ｍ，５００ Ｎ·ｍ，１ ０００ Ｎ·ｍ，１ ５００ Ｎ·ｍ，２ ０００ Ｎ·
ｍ，２ ５００ Ｎ·ｍ 和 ３ ０００ Ｎ·ｍ 时，系统振动激振力

波动量如图 １０ 所示。

图 １０　 不同负载扭矩下振动激振力波动量

可以看出，未修形齿轮系统的振动激振力波动

量随着负载扭矩的增大呈线性增加趋势。 在额定负

载扭矩 １ ５００ Ｎ·ｍ 工况下，３ 种修形方式的系统振

动激振力波动量均达到最小且非常接近。 随着负载

扭矩的减小，振动激振力呈现增大趋势，当负载扭矩

小于 ５００ Ｎ·ｍ 时，３ 种修形方式的振动激振力波动

量将大于未修形齿轮系统。 当负载扭矩大于 １ ５００
Ｎ·ｍ 时，修形齿轮系统的振动激振力波动量呈线

性增加趋势，但均明显小于未修形齿轮系统。 当负

载扭矩达到 ２ ５００ Ｎ·ｍ 时，与未修形齿轮系统相

比，齿廓修形、齿向修形和对角修形齿轮系统的振动

激振力波动量分别下降了 ６１．６％，６５．３％和 ６１．５％。
负载扭矩为 ５００ Ｎ·ｍ，１ ５００ Ｎ·ｍ 和 ２ ５００ Ｎ

·ｍ 时，不同转速下的动态传递误差均方根值依次

如图 １１～图 １３ 所示。

图 １１　 负载扭矩为 ５００ Ｎ·ｍ 时动态传递误差均方根
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图 １２　 负载扭矩为 １ ５００ Ｎ·ｍ 时动态传递误差均方根

图 １３　 负载扭矩为 ２ ５００ Ｎ·ｍ 时动态传递误差均方根

可以发现，当负载扭矩为 ５００ Ｎ·ｍ 时，在大多

数转速下，３ 种修形齿轮系统振动均大于理想齿轮，
这是由于修形引入了过大的主动误差激励。 齿廓修

形和齿向修形斜齿轮系统共振转速明显降低，这是

由于轻载时这 ２ 种修形使齿面实际接触的区域减小

过多而导致啮合刚度均值下降过多造成的。 当负载

扭矩为 １ ５００ Ｎ·ｍ 时，不同转速下的 ３ 种修形齿轮

系统振动均明显小于理想齿轮系统，在额定转速下，
动态传递误差均方根值分别降低了 ９４．８％，９６．５％
和 ９７．４％。 当齿轮系统处于重载工况下，即负载扭

矩为 ２ ５００ Ｎ·ｍ 时，３ 种修形方式均仍旧表现出较

好的减振效果，动态传递误差均方根值分别降低了

６０．１％，６１．７％和 ６１．０％。
５．５　 修形对啮合错位的敏感性

本节采用 ５．２ 节所得最佳修形参数对斜齿轮进

行修形，通过考察修形斜齿轮系统在 ７ 种不同的啮

合错位工况下的系统振动激振力和动态响应来研究

修形对啮合错位的敏感性。 啮合错位分别为 ０ μｍ，
１０ μｍ，２０ μｍ，３０ μｍ，４０ μｍ，５０ μｍ 和 ６０μｍ 时，系
统振动激振力波动量如图 １４ 所示。

图 １４　 不同啮合错位量下振动激振力波动量

可以看出，当啮合错位量小于 ３０ μｍ 时，理想

齿轮的振动激振力波动量变化较小，当啮合错位量

大于 ３０ μｍ 时，其振动激振力波动量呈近似线性增

加趋势。 随着啮合错位量的增加，３ 种修形齿轮系

统的振动激振力均近似线性增加。 当啮合错位量为

３０ μｍ 时，３ 种修形方式使系统振动激振力仅降低

了 ２８．９％，３３．３％和 ２９．４％。
啮合错位量为 １０ μｍ，３０ μｍ 和 ５０ μｍ 时，不同

转速下的动态传递误差均方根值分别如图 １５ ～ 图

１７ 所示。

图 １５　 啮合错位为 １０ μｍ 时动态　 　 　 图 １６　 啮合错位为 ３０ μｍ 时动态　 　 　 图 １７　 啮合错位为 ５０ μｍ 时动态

传递误差均方根 传递误差均方根 传递误差均方根

　 　 可以看出，当啮合错位量为 １０ μｍ 时，３ 种修形

方式均有较好的减振效果，在额定转速下，动态传递

误差均方根值分别降低了 ８８．７％，８０．６％和 ８３．９％。
当啮合错位量为 ３０ μｍ 时，系统共振转速略有降
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低，３ 种修形齿轮系统振动均显著增大，仅略小于理

想齿轮，在额定转速下，３ 种修形方式使动态传递误

差均方根值分别仅降低了 ２６．１％，３１．６％和 ２３．４％。
当啮合错位量为 ５０ μｍ 时，系统共振转速进一步降

低，齿廓修形和对角修形几乎不再有减振效果，在部

分转速下，３ 种修形齿轮系统的振动与理想齿轮系

统基本相等。

６　 结　 论

１） 基于齿面承载接触分析方法和齿轮－转子－
轴承系统动力学模型，通过近似变换分离出了系统

振动激振力。 以振动激振力波动量最小为目标，通
过绘制振动激振力波动量随修形量和修形长度的变

化图，确定了设计负载扭矩和理想啮合状况下齿廓

修形、齿向修形和对角修形的最佳修形参数。

２） ３ 种修形方式对齿面接触的影响差别较大。
齿廓修形和齿向修形均会显著降低齿轮啮合刚度，
而对角修形斜齿轮啮合刚度与未修形齿轮副非常接

近。 ３ 种修形方式均使静态传递误差波动量显著减

小，齿廓修形引入齿面综合啮合误差最大，齿向修形

次之，对角修形最小。
３） 在设计负载扭矩和理想啮合状况下，３ 种修

形方式均可显著降低斜齿轮系统动态传递误差均方

根值。 当负载扭矩大于设计扭矩时，３ 种修形方式

均依旧表现出较好的减振效果。 而当负载扭矩过小

时，由于齿面修形引入相对过大的主动误差激励，修
形齿轮系统的振动将大于未修形齿轮系统，且系统

共振转速降低。 随着啮合错位量的增加，３ 种修形

方式的减振效果均逐步下降，直至不再具有减振效

果，同时，系统共振转速降低。
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