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摘　 要：采用一对斜置弹簧作为负刚度元件，与垂直弹簧并联组成准零刚度非线性隔振器，从而增大

系统的隔振频率范围。 并引入线性位移时滞控制。 通过平均法分析得到系统在简谐力激励下的响应

特性。 在此基础上，研究了该刚度系统在引入线性位移时滞控制时的力传递特性，给出了时滞控制对

力传递率的影响规律和特点。 结果表明，无论受控系统是在低频段还是高频段，该隔振器的隔振性能

均比等效的线性隔振器要好，而受控系统的隔振性能优于不受控系统。
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　 　 振动隔离是解决工程振动问题的重要手段。 在

目前大量的工程实际中，普遍采用线性隔振器。 由

线性隔振理论可知，当系统的激励频率与隔振器的

固有频率之比大于 １．４１４ 时才具有隔振性能。 对于

一些精密仪器而言，如航天器上的光学元件，低频振

动对其精度影响更大。 如采用线性隔振措施，势必

要降低隔振器的刚度从而实现低频隔振。 这也会造

成隔振器的静态稳定性降低。 理想的情况是隔振器

具有较高的静态刚度来保证静态负载能力，并且具

有较低的动态刚度来增大隔振频率范围。 高静态刚

度 低 动 态 刚 度 （ ｈｉｇｈ⁃ｓｔａｔｉｃ⁃ｌｏｗ⁃ｄｙｎａｍｉｃ⁃ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ，
ＨＳＬＤＳ）特性可以通过非线性结构来实现［１］。 Ｉｂｒａ⁃
ｈｉｍ［２］综述了非线性隔振器的发展，表明非线性隔

振是一个十分活跃的领域。 Ｌｉｕ 等［３］ 在其综述中也

详细地阐述了非线性隔振器在微振动隔离领域的应

用。 Ｙａｎｇ 等［４］研究了带有负刚度机构的非线性隔

振系统的动力学行为。 研究表明增加负刚度机构能

极大地扩展隔振频带，使系统具有更好的隔振性能。
Ｓｈａｗ 等［５］用双稳板设计了一种轻且有效的高静态

低动态刚度（ＨＳＬＤＳ）的隔振系统，用实验的方法证

明其比等价的线性系统具有更大的隔振区域以及更

低的固有频率。 彭献等［６］ 采用连杆机构作为负刚

度调节机构，研究了一种准零刚度隔振器的设计方

法。 Ｚｈａｎｇ 等［７］将欧拉压杆作为负刚度调节机构，

设计了正负刚度并联的隔振系统，不但显著降低了

隔振系统的固有频率，同时也改善了系统的阻尼特

性。 徐道临等［８］ 设计一款屈曲板型准零刚度隔振

器，该隔振器由竖直的橡胶垫和屈曲的弹簧钢板组

合而成。 并针对承载质量的变化会影响隔振器性能

的问题，设计了具有准零刚度特性的可调式非线性

气动隔振器［９］。 刘兴天等［１０］ 提出具有负刚度特性

的欧拉屈曲梁结构并分析其静态特性。 Ｃａｒｒｅｌｌａ
等［１１⁃１４］和王勇等［１５］利用斜置弹簧产生负刚度特性，
并与正刚度弹簧相并联组成准零刚度隔振器。 张月

英［１６］在有关非线性隔振系统设计理论的基础上，设
计并验证了一种由正负刚度并联组合得到准零刚度

隔振器。 Ｘｕ 等［１７］ 利用电磁弹簧作为负刚度元件，
设计了一种准零刚度隔振器，该新型隔振器的隔振

性能，尤其在低频区域，超过了等价的线性隔振器。
闫建［１８］基于屈曲状态下工作的欧拉梁能够提供负

刚度的原理，设计了一种将欧拉梁与线性弹簧并联

的低频隔振器，使其对低频振动具有良好的抑制效

果。 针对大型车载光电设备 ０ ～ ２０ Ｈｚ 低频段振动，
基于准零刚度系统隔振原理，杜宁等［１９］ 提出了一种

新的低频水平方向隔振方法。 Ｉｓｈｉｄａ 等［２０］提出了一

种基于一种具有扭转屈曲模式可折叠圆筒的准零刚

度隔振器。 由于准零刚度具有高静态刚度低动态刚

度，可以有效地克服传统非线性隔振器增加隔振频
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率范围和保证静态承载力之间的矛盾，近年来，针对

准零刚度隔振器的研究变得越来越热门。
准零刚度隔振器有着线性隔振器不可比拟的优

点，但是相比线性隔振器而言，其共振峰值依然过

大；由于准零刚度隔振器的固有非线性，所以会造成

系统的跳跃现象，这种不稳定性是一种不安全因素，
所以在工程实际应用中不期望其出现。 因此为了获

得更好的隔振性能，开展准零刚度隔振器的主动控

制策略的研究就显得十分必要。 准零刚度隔振器的

动力学特性方程可以用具有三次非线性项的

Ｄｕｆｆｉｎｇ 振子模型来描述［１，２１⁃２４］。 目前针对准零刚度

隔振器的主动控制研究相对较少，但是许多学者开

展了对 Ｄｕｆｆｉｎｇ 振子和吸振器的主动研究［２５⁃２８］。 通

过时滞控制可以有效地抑制传递到敏感元件上的振

动。 但是针对准零刚度隔振器的时滞控制研究相对

较少，本文在之前的研究基础上，对准零刚度隔振器

施加线性位移时滞控制，在力激励的情况下，利用平

均法得到了准零刚度隔振器的动力学响应，在此基

础上，分析了时滞控制参数对准零刚度隔振器的力

传递率的影响。

１　 准零刚度隔振器动态响应

１．１　 准零刚度隔振器

本文采用 ２ 个斜置弹簧作为负刚度元件与竖直

的正刚度弹簧相并联形成单自由度的准零刚度隔振

器［１，１３］。 对其进行线性时滞位移主动控制的结构模

型如图 １ 所示。

图 １　 准零刚度隔振器线性位移时

滞控制结构示意图

在工作状态，斜置弹簧处于水平位置并达到静

平衡点处［１１，１３］，其长度为 ｌ。 自由状态时，距离静平

衡位置的距离为 ｘｓ；ｘ为负载质量ｍ从静平衡位置开

始的位移。 斜置弹簧的原长为 ｌ０。 斜置弹簧的刚度

为 ｋｈ，垂直弹簧的刚度为 ｋｖ，假设系统的阻尼为线性

阻尼，阻尼系数为 ｃ，控制刚度为 ｋｃ，反馈信号为系统

的线性位移 ｘ；ｆ 为负载质量 ｍ 受到的外界激励力。
１．２　 简谐力作用下隔振器的响应

准零刚度隔振器线性位移时滞控制结构示意图

如图 １ 所示。 为了建模的简便性，先考虑无控制系

统的动力学特性。 利用拉格朗日方程可以建立准零

刚度隔振器在简谐力激励下的动力学方程。 隔振器

的动能为

Ｔ ＝ １
２
ｍｘ̇２ （１）

　 　 现设静平衡位置为系统的势能零点，则该系统

的总势能为

Ｖ ＝ １
２
ｋｈ［（ ｌ０ － ｌ２ ＋ ｘ２ ）］ ２ × ２ ＋ １

２
ｋｖｘ２ （２）

　 　 拉格朗日函数可以表示为

Ｌ ＝ Ｔ － Ｖ ＝ １
２
ｍｘ̇２ － ｋｈ（ ｌ０ － ｌ２ ＋ ｘ２ ） ＋ １

２
ｋｖｘ２é

ë
êê

ù

û
úú

（３）
　 　 拉格朗日方程表示为

ｄ
ｄｔ

∂Ｌ
∂ｘ̇

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ∂Ｌ

∂ｘ
＝ － ｃｘ̇ ＋ Ｆｅ（ ｔ） （４）

式中， Ｆｅ（ ｔ） ＝ Ｆｃｏｓ（ωｔ） 为隔振器受到的简谐激励

力，ｔ 为时间，ω 为简谐激励力的频率。 联立（３） 式

和（４） 式可得到隔振器的动力学方程

ｍｘ̈ ＋ ２ｋｈｘ １ －
ｌ０

ｌ２ ＋ ｘ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＋ ｋｖｘ ＋ ｃｘ̇ ＝ Ｆｅ（ ｔ）

（５）
　 　 引入无量纲参数，可对（５）式无量纲化，得到隔

振器的无量纲动力学方程

ｘ^″ ＋ ２ξｘ^′ ＋ ２ｋ^ｘ^ (１ － １

ｌ^２ ＋ ｘ^２（１ － ｌ^２）
) ＋ ｘ^ ＝

　 　 ｆｅｃｏｓ（ΩＴ） （６）

式中， ｋ^ ＝ ｋｈ ／ ｋｖ 为刚度比；ｘ^ ＝ ｘ ／ ｘｓ 为无量纲位移；ｌ^ ＝
ｌ ／ ｌ０ 表征准零刚度隔振器的几何构型，其值越大则

斜置弹簧的倾斜程度越小，反之亦然；ｘｓ ＝ ｌ２０ － ｌ２

为负载质量在初始状态到静平衡点处的距离；ωｎ ＝

ｋｖ ／ ｍ 为固有频率，Ｔ ＝ ωｎ ｔ 为无量纲时间；ｆｅ ＝
Ｆｅ

ｋｖｘｓ

为无量纲激励力幅值，Ω ＝ ω ／ ωｎ 为激励频率与固有

·９６１１·
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频率之比，ξ ＝ ｃ ／ ２ｍωｎ 为隔振器的阻尼比，算子（·） ′

的含义为 （·） ′ ＝ ｄ（·） ／ ｄＴ， 表示对无量纲时间

求导。
考虑线性时滞位移控制，控制增益为 ｋｃ，无量纲

化为 ｇ ＝ ｋｃ ／ ｋｖ；ｇ（ ｘ^τ － ｘ^） ＝ ｇ（ ｘ^（Ｔ － τ） － ｘ^（Ｔ）） 为线

性位移时滞控制的控制方程，其中 τ 为时滞的无量

纲化时间。 则系统的动力学方程为

ｘ^″ ＋ ２ξｘ^′ ＋ ２ｋ^ｘ^ (１ － １

ｌ^２ ＋ ｘ^２（１ － ｌ^２）
) ＋

　 ｘ^ ＋ ｇｘ^ ＝ ｆｅｃｏｓ（ΩＴ） ＋ ｇｘ^τ （７）
　 　 当隔振器的位移相对初始位移为小量时，可以

将系统的动力学方程在静平衡点处泰勒展开并保留

三次精度得到

ｘ^″ ＋ １ － ２ｋ^（１ － ｌ^）
ｌ^

＋ ｇæ

è
ç

ö

ø
÷ ｘ^ ＋

ｋ^（１ － ｌ^２）
ｌ^３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｘ^３ ＋

　 ２ξｘ^′ ＝ ｆｅｃｏｓ（ΩＴ） ＋ ｇｘ^τ （８）

　 　 令 α ＝ １ － ２ｋ^（１ － ｌ^） ／ ｌ^ 为隔振器的线性刚度参

数，γ ＝ ｋ^（１ － ｌ^２） ／ ｌ^３ 为无量纲非线性刚度参数。 则

（８） 式可以表示为

ｘ^″ ＋ （α ＋ ｇ） ｘ^ ＋ γｘ^３ ＋ ２ξｘ^′ ＝ ｆｅｃｏｓ（ΩＴ） ＋ ｇｘ^τ

（９）
　 　 由（９）式可以清晰地看出来，系统具有三次非

线性项，可以利用 Ｄｕｆｆｉｎｇ 方程的部分特性来研究其

特性。 由于动力学方程中阻尼项的存在，所以自由

振动项会很快地衰减，只剩下由于外界激励引起的

受迫振动，即为微分方程（９）的特解。 利用平均法

可以求出系统的一次近似解。 设系统的响应为 ｘ^ ＝
Ｘ^ｃｏｓ（ΩＴ ＋ θ），Ｘ^ 为系统响应的幅值，θ 为系统响应

与激励的相位差。 应用平均法可以得到系统的响应

幅值 Ｘ^ 与相位 θ 的变化率为

Ｘ^′ ＝ － １
Ω
Ｒ（ Ｘ^，θ）ｓｉｎ（ΩＴ ＋ θ）

θ′ ＝ － １
Ｘ^Ω

Ｒ（ Ｘ^，θ）ｃｏｓ（ΩＴ ＋ θ）

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１０）

式中

Ｒ（ Ｘ^，θ） ＝ － （α ＋ ｇ） Ｘ^ｃｏｓ（ΩＴ ＋ θ） ＋

　 ２ξＸ^Ωｓｉｎ（ΩＴ ＋ θ）ｇＸ^［ｃｏｓ（ΩＴ ＋ θ）ｃｏｓΩτ ＋

　 ｓｉｎ（ΩＴ ＋ θ）ｓｉｎΩτ］ Ｘ^Ω２ｃｏｓ（ΩＴ ＋ θ） －

　 γＸ^３ｃｏｓ３（ΩＴ ＋ θ） ＋ ｆｅｃｏｓ（ΩＴ）
　 　 将 ΩＴ ＋ θ 在 ０ ～ ２π 之间取平均值得到

Ｘ^′ ＝ － １
２Ω

（ｇＸ^ｓｉｎΩτ ＋ ２ξＸ^Ω ＋ ｆｓｉｎθ）

θ′ ＝ － １
２ΩＸ^

ｇＸ^ｃｏｓΩτ ＋ Ｘ^Ω２ － （α ＋ ｇ） Ｘ^ － 　
　

æ

è
ç

　 　 ３
４
γＸ^３ ＋ ｆｅｃｏｓθ

ö

ø
÷

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（１１）
　 　 令 Ｘ^′ ＝ ０，θ′ ＝ ０ 可以求解系统的奇点（ Ｘ^ｓ，θｓ）
对应系统的周期性稳态响应。 则得到

ｇＸ^ｓｉｎΩτ ＋ ２ξＸ^Ω ＋ ｆｅｓｉｎθ ＝ ０

ｇＸ^ｃｏｓΩτ ＋ Ｘ^Ω２ － （α ＋ ｇ） Ｘ^ － ３
４
γＸ^３ ＋ ｆｅｃｏｓθ ＝ ０

ì

î

í

ïï

ïï

（１２）
利用 ｓｉｎ２θ ＋ ｃｏｓ２θ ＝ １ 可以得到系统的幅频响应

特性

ｇＸ^ｃｏｓΩτ ＋ Ｘ^Ω２ － （α ＋ ｇ） Ｘ^ － ３
４
γＸ^３æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋

（ｇＸ^ｓｉｎΩτ ＋ ２ξＸ^Ω） ２ ＝ ｆ２ｅ （１３）
相频特性方程为

ｔａｎθ ＝ ２ξＸ^Ω ＋ ｇＸ^ｓｉｎΩτ

ｇＸ^ｃｏｓΩτ ＋ Ｘ^Ω２ － （α ＋ ｇ） Ｘ^ － ３
４
γＸ^３

（１４）
　 　 该受时滞控制的准零刚度隔振器的更为详细的

动态特性研究及稳定性分析见文献［２９］，为节省篇

幅，本文将不再赘述。

２　 准零刚度隔振器力传递率

２．１　 力传递率

现假设隔振器受到无量纲的简谐激励力为

Ｆ^ｅ（ ｔ） ＝ ｆｅｃｏｓ（ΩＴ） 如图１所示，经隔振器传递到基础

上的力为 Ｆ ｔ（ ｔ），无量纲化后为 Ｆ^ ｔ

Ｆ^ ｔ ＝ （α ＋ ｇ） ｘ^ ＋ γｘ^３ ＋ ２ξｘ^′ － ｇｘ^τ （１５）
　 　 设 Ｆ^ ｔ ＝ ｆｔｃｏｓ（ΩＴ ＋ φｔ），对（１５） 式进行与 １．２ 节

中相同的步骤，并忽略高次项可以得到：
ｆ２ｔ ＝ （ｇＸ^ｓｉｎΩτ ＋ ２ξＸ^Ω） ２ ＋

　 (ｇＸ^ｃｏｓΩτ － （α ＋ ｇ） Ｘ^ － ３
４
γＸ^３ )

２
（１６）

　 　 一般地，力传递率 ＴＦ 定义为传递到基础上的载

荷的幅值 ｆｔ 和激励幅值 ｆｅ 的比值。 即

ＴＦ ＝
ｆｔ
ｆｅ

（１７）

·０７１１·
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　 　 将（１３）式和（１６）式代入（１７）式可得含有时滞

线性位移的准零刚度隔振器的力传递率为

｜ Ｔ
Ｆ
｜ ＝

４ξ２
ｅｑΩ２ ＋ αｅｑ ＋ ３

４
γＸ^２æ

è
ç

ö

ø
÷

２

４ξ２
ｅｑΩ２ ＋ （αｅｑ － Ω２） ＋ ３

４
γＸ^２æ

è
ç

ö

ø
÷

２

（１８）

式中， ξｅｑ ＝ ξ ＋ ｇｓｉｎΩτ
２Ω

，αｅｑ ＝ α ＋ ｇ（１ － ｃｏｓΩτ），为等

效阻尼和等效线性刚度系数。 当无时滞反馈时，ξｅｑ

＝ ξ，αｅｑ ＝ α。
力传递率表征了隔振器在力激励下的隔振性能

的好坏，只有当力传递率小于 １ 时，隔振器才会发挥

隔振性能，且力传递率越小，则表示传递到基础上的

载荷越小，隔振器的隔振性能越好。 对于传统线性

被动隔振器而言，只有当外界激励力的频率与隔振

器的固有频率之比大于 ２ 时才有隔振性能。 为了

更直观地分析准零刚度隔振器的隔振性能，现将与

准零刚度隔振器等价的线性隔振器，即无斜置弹簧

的隔振器考虑在内进行比较。 图 ２ 为当施加在准零

刚度隔振器上的无量纲外界简谐激励力的幅值 ｆｅ 为
无控制时，允许施加在准零刚度隔振器上的载荷，具
体表达式见（２３） 式，其中 ｇ ＝ ０，τ ＝ ０，α ＝ ０，即 ｆｌｉｍ
＝ ４ξ（１ ／ ３γ） １ ／ ２。

图 ２ａ） 中右边的曲线簇为有线性位移时滞控制

的等效线性隔振器的力传递率曲线，左边曲线簇是

含有线性位移时滞控制的准零刚度隔振器的力传递

率曲线。 对比准零刚度隔振器的力传递率曲线和其

等效线性隔振器的力传递率曲线可知，当外界激励

力为极限载荷时，当频率比Ω ＜ １ 时，尽管准零刚度

隔振器的力传递率比其等效线性隔振器的力传递率

大，但是依然可以看出来，准零刚度隔振器的隔振频

率带依然比线性隔振器的频率带宽，而当激励力的

幅值小于极限载荷时，准零刚度隔振器的隔振频带

会更宽，其隔振性能的优越性越明显，该方面的论述

详见参考文献［１］。
当有线性位移时滞控制时，准零刚度隔振器低

频段的力传递特性相比无时滞控制时的力传递率降

低，且传递率峰值也明显地降低，由此可以看出时滞

控制的阻尼效应，且当时滞参数 τ 给定在合适范围

内，随着控制增益 ｇ的增加，其等效阻尼 ξｅｑ 越大［２９］，
故其传递率峰值随着 ｇ 的增加而降低，且当等效阻

尼越大时，其高频段的力传递率越大。 相比无控制

系统，有时滞控制情况下的隔振频率较大，且随着控

制增益的增大有增大的趋势。 对比有控制的准零刚

度隔振器与其等效的线性隔振器的力传递特性，可
以清晰地看到有时滞控制的准零刚度隔振器的力传

递特性要好于等效线性隔振器，尤其是在高频段内，
准零刚度隔振器的力传递率有很大程度降低。 在图

２ 中也可以看出时滞控制对系统线性刚度的影响，
其表现在力传递率曲线的向右弯曲开始频率右移，
原因在于所选择的时滞参数和控制增益造成了系统

的线性刚度系数增加。 尽管如此，有时滞控制的准

零刚度隔振器的隔振性能依然好于无控制时的隔振

器，且可以增加系统的静态鲁棒性。
图 ２ｂ）中外部激励力为极限载荷。 在图中，靠

右的曲线簇为等效线性隔振器的力传递率特性曲

线，左边的曲线簇是准零刚度隔振器的力传递率特

性曲线。 准零刚度隔振器及其等效线性隔振器的力

传递率特性曲线随着时滞参数 τ 的变化规律和图

２ａ）中的变化规律类似。 由此可见，对准零刚度隔

振器施加线性位移时滞控制不仅可以有效地改善系

统的力传递率特性，而且可以增加系统的静态鲁

棒性。

图 ２　 含有线性位移时滞控制的准零刚度

隔振器力传递率曲线

２．２　 传递率峰值

准零刚度隔振器的传递率峰值发生在系统的位

移响应最大时［１］，而当系统的位移响应的相位和外

部激励力的相位相差 －π ／ ２ 时，系统位移响应最

·１７１１·
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大［２２］。 因此可由 （１２） 式得到系统的最大响应位

移为

Ｘ^ｍａｘ ＝
ｆｅ

ｇｓｉｎΩｍａｘτ ＋ ２ξΩｍａｘ
（１９）

式中， Ωｍａｘ 表示当位移响应最大时所对应的频率

比。 可以得到其对应的外界激励力的幅值 ｆｅ 为
ｆｅ ＝ ２（ｇｓｉｎ（Ωｍａｘτ） ＋ ２ξ）·

ｇｃｏｓ（Ωｍａｘτ） ＋ Ω２
ｍａｘ － （α ＋ ｇ）

３γ
æ

è
ç

ö

ø
÷

１
２

（２０）

　 　 此时隔振器的最大位移响应为

Ｘ^ｍａｘ ＝ ２
ｇｃｏｓΩｍａｘτ ＋ Ω２

ｍａｘ － （α ＋ ｇ）
３γ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
２

（２１）

　 　 将（２１）式代入（１８）式中就可以得得到当系统

发生最大位移响应时的频率为 Ωｍａｘ 时的传递率

峰值。

ＴＦ ＝
４ ξ ＋

ｇｓｉｎΩｍａｘτ
２Ωｍａｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ Ω２
ｍａｘ

２ ξ ＋
ｇｓｉｎΩｍａｘτ
２Ωｍａｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

（２２）

　 　 考虑到准零刚度隔振器的特性，故其传递率峰

值所对应的频率比不能大于 １，因为若大于 １ 时，则
隔振性能不如等价的线性隔振器。 所以，令 Ωｍａｘ ＝ １
可得到所允许施加到隔振器上的最大外界力激励的

幅值 ｆｅ ｜ Ωｍａｘ ＝ １ 为

ｆｅ ｜ Ωｍａｘ ＝ １ ＝ ２（ｇｓｉｎτ ＋ ２ξ） ｇｃｏｓτ ＋ １ － （α ＋ ｇ）
３γ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
２

（２３）
　 　 此时隔振器的最大响应位移为

Ｘ^
Ωｍａｘ ＝ １

＝ ２ ｇｃｏｓτ ＋ １ － （α ＋ ｇ）
３γ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
２

（２４）

　 　 将（２４）式代入（２２）中可以得到当发生最大位

移响应时的频率为 Ωｍａｘ ＝ １ 时准零刚度隔振器传递

率峰值 ＴＦ ｜ Ωｍａｘ ＝ １ 为

ＴＦ ｜ Ωｍａｘ ＝ １ ＝
４ ξ ＋ ｇｓｉｎτ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ １

２ ξ ＋ ｇｓｉｎτ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

（２５）

　 　 图 ３ａ）所示是当时滞参数 τ ＝ π ／ ６ 时，准零刚度

隔振器在不同控制增益参数 ｇ 下的力传递率峰值。
当 ｇ ＝ ０ 时表示无控制，由图 ３ａ） 可知当控制参数选

择在合适范围内时，有控制时系统的力传递峰值比

无控制时小，且当时滞参数一定时，随着控制增益的

增加，系统的力传递率峰值相应减小。 且力传递率

峰值的大小随着共振频率的增加而增大。 由图 ３ａ）
可知时滞控制可以有效地抑制准零刚度隔振器的力

传递率峰值，因而可以大幅地提高隔振器的隔振性

能。 图 ３ｂ） 所示是当控制增益参数 ｇ ＝ ０．４ 时，准零

刚度隔振器在不同时滞参数 τ 下的力传递率峰值。
图 ３ｂ）中曲线的变化规律与图 ３ａ）中的变化规律类

似，当控制增益一定且时滞参数在一定范围内时，隔
振器的力传递率峰值随着时滞参数的增加而增加。
说明时滞控制可以有效地抑制系统的力传递率峰

值，大幅地提高系统的隔振性能。

图 ３　 ｋ^ ＝ １，ｌ^ ＝ ｌ^ＱＺＳ，ξ ＝ ０．０１ 时准零刚度隔

振器力传递率峰值曲线

图 ４ 为受控准零刚度隔振器在不同简谐力激励

下的传递率曲线。 不同激励力的传递率峰值均在传

递率峰值曲线上。 值得注意的是，当力激励幅值大

约为不受控系统的临界载荷的 ６ 倍时，最大传递率

发生在频率比为 １ 处。 意味受控系统相比不受控系

统能够承受更大的激励力，因此能够适应更加极端

的工作环境。

·２７１１·
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图 ４　 不同简谐力激励下的受控准零刚度隔振器的力

传递率 ｇ ＝ ０．２，τ ＝ π
６( )

３　 算例分析

根据文献［３０］中实测得到的某飞轮引起的径

向扰振力为本文中的准零刚度隔振器所受到的外界

激励，其具体表达式为

Ｆｅ（ ｔ） ＝ ０．４ｃｏｓ（１２０πｔ） ＋ １１．４ｃｏｓ（２００πｔ） ＋
　 １．３ｃｏｓ（２４０πｔ） ＋ ０．３３ｃｏｓ（２８０πｔ） ＋
　 ２．１ｃｏｓ（４００πｔ） ＋ １．５ｃｏｓ（６００πｔ） （２６）

　 　 其无量纲化的表达形式为

ｆｅ（ ｔ） ＝ ０．００５ ８ｃｏｓ（６．５２２Ｔ） ＋
　 ０．１６５ｃｏｓ（１０．８６９Ｔ） ＋ ０．０１８ ８ｃｏｓ（１３．０４３Ｔ） ＋
　 ０．００４ ７ｃｏｓ（１５．２１７Ｔ） ＋ ０．０３０ ３ｃｏｓ（２１．７３９Ｔ） ＋
　 ０．０２１ ７ｃｏｓ（３２．６０８Ｔ） （２７）
　 　 隔振器和飞轮的参数取值如表 １ 所示。 将各参

数以及（２７）式带入（８）式并联立（１５）式可得到传

递到基础上的无量纲力。 图 ５ 为含有时滞控制的准

零刚度隔振器对该飞轮扰振力的隔振效果。 从图中

可以得知，传递到基础上的力的幅值约为飞轮扰振

力的 １０－４倍。 从曲线结果可以看出由于准零刚度隔

振器的固有频率较低，对具有较高频的飞轮扰振力

具有良好的隔振效果。

表 １　 计算参数取值

序号 参数 取值

１ 飞轮质量 ｍ ／ ｋｇ ７．０６
２ 阻尼系数 ｃ ／ （Ｎ·ｓ·ｍ－１） ２．３８
３ 水平弹簧初始长度 ｌ０ ／ ｍ ０．０６
４ 水平弹簧长度 ｌ ／ ｍ ０．０４
５ 水平弹簧刚度 ｋｈ ／ （Ｎ·ｍ－１） ２×１０３

６ 竖直弹簧刚度 ｋｖ ／ （Ｎ·ｍ－１） ２×１０３

７ 控制弹簧刚度 ｋｃ ／ （Ｎ·ｍ－１） ４×１０２

８ 无量纲时滞时间 τ π ／ ６

图 ５　 含有时滞控制的准零刚度隔振器

对飞轮扰振力隔振效果

４　 结　 论

本文研究了带有线性位移时滞控制的三弹簧准

零刚度隔振器在简谐力激励下的隔振性能。 结果表

明，相比线性隔振器，准零刚度隔振器的隔振频率带

更宽；而增加时滞控制可以进一步地拓宽隔振带宽，
改善低频带系统的隔振性能；且在高频段受控系统

的力传递率要比不受控系统的力传递率小，表明增

加时滞控制不仅可以改善低频段隔振性能，而且系

统的高频段隔振性能也会得到改善。 最后给出了力

传递率峰值的理论结果，不仅表明有时滞控制的系

统的力传递率峰值得到了有效地抑制，而且增加时

滞控制可以使隔振器适应更加极端的工作环境。
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