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基于无网格伽辽金法的非线性流动数值模拟

孟俊男， 潘光， 曹永辉， 李林丰， 黎针岑， 周冰

（西北工业大学 航海学院 西北工业大学无人水下运载技术重点实验室， 陕西 西安　 ７１００７２）

摘　 要：基于无网格伽辽金方法针对典型的非线性流动问题进行数值研究，对 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ方程使用

Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法离散，方程中的惯性项分别采取速度项提出法和直接推导法进行离散，使用罚函数法施

加压力和速度边界条件，建立了基于 ＥＦＧ 法的二维 Ｎ⁃Ｓ 方程的离散形式。 针对定常非线性流动问

题，对矩形域上下平板相向运动流动进行数值模拟，结果表明该方法求解精度比较高，计算误差不超

过 ３．６６％；针对非定常非线性流动问题，采取 θ 加权法对 Ｎ⁃Ｓ 方程中的时间项进行离散，建立了 ＥＦＧ
法非定常求解方程。 以方柱绕流问题为例，证明了文中所建立的非定常算法的精度及收敛性。
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　 　 有限元法等传统基于网格的算法在针对一些情

况复杂的问题，比如移动边界、界面变化、大变形

（流固耦合、高速撞击等）、自由表面流等问题时，由
于计算网格可能会出现畸变、重构等缺陷，从而限制

了该类算法在数值模拟中计算效率及精度。 而无网

格方法［１］是将求解域划分为一系列节点，不需要对

求解域进行网格划分［２］。 没有了网格也就没有了

网格之间拓扑关系的制约，能够部分或者彻底地摆

脱计算过程对于网格的依赖［３］，这样就可以应用于

结构大变形、动态裂纹扩展、结构优化等领域。 无网

格方法最早提出主要是用来解决天体问题，在 １９７７
年 Ｌｕｃｙ提出光滑粒子法（ＳＰＨ）并且成功应用于天

体物理学领域中［４］。 后来 Ｊｏｈｎｓｏｎ 等针对轴对称几

何问题提出了归一化平滑函数方法（ＮＳＦ） ［５］，通过

２个圆柱体碰撞数值验证表明该方法提高了 ＳＰＨ法

的计算精度。 在 １９８１ 年 Ｌａｎｃａｓｔｅｒ 等在传统的最小

二乘法的基础上提出移动最小二乘法（ＭＬＳ） ［６］，称
为构造无网格法的形函数的新方法，该方法能够解

决传统的最小二乘法离散数据量大等缺点。 后来

Ｂｅｌｙｔｓｃｈｋｏ将 ＭＬＳ应用到无网格方法中，最先提出

无网格伽辽金方法（ｅｌｅｍｅｎｔ⁃ｆｒｅｅ Ｇａｌｅｒｋｉｎ ｍｅｔｈｏｄ）方
法，使用高斯积分方法对求解域中的背景网格进行

积分［７⁃９］，并将 ＥＦＧ方法应用于弹性问题、热传导问

题［１０⁃１２］，计算结果表明在收敛性上及精度上 ＥＦＧ法

比有限元法具有很明显的优势［１３⁃１７］。

１　 ＥＦＧ 法理论与基础

无网格伽辽金算法采用移动最小二乘技术来构

造其形函数，假定二维流场中的常函数在节点 ｘ 邻

域 Ωｘ 内局部近似为 ｕ（ｘ）

ｕ（ｘ） ≈ ｕｈ（ｘ） ＝∑
ｍ

ｊ ＝ １
ｐ ｊ（ｘ）ｂ ｊ（ｘ） ＝ ＰＴ（ｘ）ｂ（ｘ）

（１）
式中， ｕｈ（ｘ） 为函数 ｕ（ｘ） 的近似表达式，ｐ ｊ（ｘ） 为基

函数，本文中基函数主要取线性基函数，即 ｐ ｊ（ｘ） ＝
［１，ｘ，ｙ］ Ｔ，ｍ 为基函数的个数；ｂ ｊ（ｘ） 为系数向量，
ｂｉ（ｘ） 为待定系数。 ｂｉ（ｘ） 可以通过求近似函数

ｕｈ（ｘ） 在点 ｘ的邻域 Ωｘ 内误差加权平方和的最小值
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来确定。
ＰＴ（ｘ） ＝ ［ｐ１（ｘ），ｐ２（ｘ），…，ｐｍ（ｘ）］ （２）

ｂＴ（ｘ） ＝ ［ｂ１（ｘ），…，ｂｍ（ｘ）］ （３）
求解 Ｊ（ｘ） 关于 ｂ（ｘ） 的极值，最终得到的场函数近

似表达式如下所示，其中 Φ（ｘ） 为形函数。

　 Ｊ（ｘ） ＝∑
ｎ

ｉ ＝ １
ω（ｘ － ｘｉ）｛∑

ｍ

ｊ ＝ １
ｐ ｊ（ｘｉ）ｂ ｊ（ｘ） － ｕｉ｝ ２ （４）

　 ｕｈ（ｘ） ＝ ＰＴ（ｘ）Ａ －１（ｘ）Ｂ（ｘ）ｕ ＝ Φ（ｘ）ｕ （５）
计算得到的 Ａ（ｘ） 和 Ｂ（ｘ） 的表达式如下所示，
ω ｉ（ｘ） 为权函数。

Ａ（ｘ） ＝∑
ｎ

ｉ ＝ １
ωｉ（ｘ）ｐ（ｘｉ）ｐＴ（ｘｉ） （６）

Ｂ（ｘ） ＝
ω１（ｘ）ｐ（ｘ１） ω２（ｘ）ｐ（ｘ２） …
　 ωＮ（ｘ）ｐ（ｘＮ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
（７）

　 　 由于使用 ＥＦＧ 方法构造的形函数不满足 Ｋｒｏ⁃
ｎｅｃｋｅｒ⁃δ 性质，因而不能像有限元法那样直接施加

本质边界条件，无网格方法中对于边界条件的施加

主要有罚函数法、拉格朗日法、配点法等。 在本文中

主要使用罚函数法（ｐｅｎａｌｔｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ，ＰＭ）施
加本质边界条件，ＰＭ 法主要是在本质边界条件中

引入一个罚因子 α，使用该方法可以简化离散方程

中的系数矩阵，施加后系数矩阵依然具备带宽及正

定的性质，而且未引进多余的变量数。 其中对任意

表达式 ξ 的 ＰＭ法实施过程如下所示

ξ ＝ ξ ＋ α∫
Γｉ
ｕ（ｕ － ｕｉ）ｄΓ ｉ （８）

式中， ｕ 代表某一变量，ｕｉ 表示该变量的取值。
本文中权函数选用三次样条权函数，其形式如

下所示

ωｉ（ｘ － ｘｉ） ＝ ω（ ｒ） ＝
２
３

－ ４ｒ２ｉ ＋ ４ｒ３ｉ ，　 ｒｒ ≤ ０．５

４
３

－ ４ｒｉ ＋ ４ｒ２ｉ － ４
３
ｒ３ｉ ， ０．５ ＜ ｒｉ 　 ≤ １

０　 　 　 ｒｉ ＞ １

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（９）

　 　 在 ＥＦＧ法中，节点处的影响域形状一般有矩形

和圆形，本文中为了简化计算选取矩形影响域，节点

ｉ 处的矩形支持域尺寸表达式如下

ｄｘｉ ＝ ｄｍａｘ × ｒｘ
ｄｙｉ ＝ ｄｍａｘ × ｒｙ （１０）

式中， ｄｘｉ 和 ｄｙｉ 分别为矩形支持域的长度和宽度，其
中 ｄｍａｘ是控制节点影响域大小的比例参数，因此 ｄｍａｘ
的取值直接关系到数值结果的计算精度。 ｄｍａｘ 的大

小一般要求满足以下 ２个条件：① 要保证所有的节

点权函数的影响域的并集能覆盖整个求解域；② 保

证局部影响域包含的节点数不能少于基函数的项

数。 为了提高精度和保证矩阵可逆运算，节点权函

数的影响域应尽可能大些，但为了保持逼近函数的

局部特性，节点权函数的影响域也不能太大，否则会

无谓增加计算量，ｒｘ 和 ｒｙ 分别为水平方向和竖直方

向上相邻两点之间的间距。 则可以得到权函数的具

体表达式为

ｗ ｉ（ｘ） ＝ ｗ（ ｒｘ）·ｗ（ ｒｙ） ＝ ｗ
ｘ － ｘｒ

ｄｘｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｗ

ｙ － ｙｒ

ｄｙｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ （１１）

由于使用 ＭＬＳ 近似方法构造 ＥＦＧ 方法的近似

函数会需要进行矩阵求逆，求逆过程计算量较大，不
同于 ＦＥＭ方法，ＥＦＧ法中的近似函数大都不属于多

项式，无法直接求出其积分表达式，只能够对其进行

数值积分，因此 ＥＦＧ法需要在求解域中设置一定数

量的背景网格，并且在背景网格中进一步设定一系

列有规律的积分节点，这些节点就是高斯积分点，然
后对每一个背景网格中高斯点进行高阶积分来保证

求解精度。 背景网格及高斯积分点划分模型如图 １
所示。

图 １　 背景网格示意图

２　 控制方程离散形式求解

２．１　 计算流体力学基本数学方程

对于某一个具体的流动问题，首先确定能够表

达其问题的微分方程和边界条件。 对于一般的计算

流体力学问题，假设该流体是牛顿流体，且不考虑热

效应的影响，则考虑其惯性项和时间项的二维不可

压缩黏性流动问题数学表达式及其边界条件为：连
续性方程

∂ｕ
∂ｘ

＋ ∂ｖ
∂ｙ

＝ ０

运动性方程

１７
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　 ρ ∂ｕ
∂ｔ

＋ ρ ｕ ∂ｕ
∂ｘ

＋ ｖ ∂ｕ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 μ ２ ∂
∂ｘ
∂ｕ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ∂
∂ｙ
∂ｕ
∂ｙ

＋ ∂ｖ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ＋ ∂Ρ
∂ｘ

－ ｆｘ ＝ ０

　 ρ ∂ｖ
∂ｔ

＋ ρ ｕ ∂ｖ
∂ｘ

＋ ｖ ∂ｖ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 μ ２ ∂
∂ｙ
∂ｖ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ∂
∂ｘ
∂ｖ
∂ｘ

＋ ∂ｕ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ＋ ∂Ρ
∂ｙ

－ ｆｙ ＝ ０

边界条件

ｕ ＝ 􀭵ｕ
ｖ ＝ 􀭰ｖ

　 ｉｎ　 Γ ｉ（ ｉ ＝ １，２…）

２．２　 加权余量方程

流场内任意一个节点的速度可以表示为该节点

处的插值函数与该节点邻域内所包含系列节点的速

度乘积之和，同样也适用于节点处压力的求解，可以

近似表达为：

ｐ（ｘ） ≈ ｐｈ（ｘ） ＝∑
ｎ

ｉ ＝ １
ϕ１ ｉ（ｘ）ｐｉ ＝ Φ１Ｐ

ｕ（ｘ） ≈ ｕｈ（ｘ） ＝∑
ｎ

ｉ ＝ １
ϕ２ ｉ（ｘ）ｕｉ ＝ Φ２Ｕ

ｖ（ｘ） ≈ ｖｈ（ｘ） ＝∑
ｎ

ｉ ＝ １
ϕ３ｉ（ｘ）ｖｉ ＝ Φ３Ｖ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（１２）

　 　 对控制方程的离散推导使用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 离散方

法，将连续性方程和运动性方程与权函数相乘并在

计算域内进行积分，权函数与插值函数保持一致，得
出其加权积分形式如下所示：

∬
Ω

Φ１
∂ｕ
∂ｘ

＋ ∂ｖ
∂ｙ{ } ｄΩ ＝ ０

∬
Ω

Φ２
ρ ∂ｕ
∂ｔ

＋ ρ ｕ ∂ｕ
∂ｘ

＋ ｖ ∂ｕ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ２μ ∂

∂ｘ
∂ｕ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － μ ∂

∂ｙ
∂ｕ
∂ｙ

＋ ∂ｖ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ∂Ρ
∂ｘ

－ ｆｘ

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

ｄΩ ＝ ０

∬
Ω

Φ３
ρ ∂ｖ
∂ｔ

＋ ρ ｕ ∂ｖ
∂ｘ

＋ ｖ ∂ｖ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ２μ ∂

∂ｙ
∂ｖ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － μ ∂

∂ｘ
∂ｕ
∂ｙ

＋ ∂ｖ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ∂Ρ
∂ｙ

－ ｆｙ

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

ｄΩ ＝ ０

（１３）
　 　 将（１３）式中的时间项和对流项中的密度提出，
其余项在计算域内应用分部积分得到其在自然边界

条件下的弱形式积分表达式如下所示：

ρ∬
Ω

Φ２
∂ｕ
∂ｘ
ｄΩ ＋ ρ∬

Ω

Φ２ｕ
∂ｕ
∂ｙ
ｄΩ ＋ ρ∬

Ω

Φ２ｖ
∂ｕ
∂ｘ
ｄΩ ＋

　 ２μ∬
Ω

∂Φ２
∂ｘ
∂ｕ
∂ｘ
ｄΩ ＋ μ∬

Ω

∂Φ２
∂ｙ
∂ｕ
∂ｙ

＋ ∂ｖ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄΩ －

　 ∬
Ω

Ｐ
∂Φ２
∂ｘ
ｄΩ － ∬

Ω

Φ２ ｆｘｄΩ ＝ ２μ∫
Γ

Φ２
∂ｕ
∂ｘ

ｎｘｄΓ ＋

　 μ∫
Γ

Φ２
∂ｕ
∂ｙ

＋ ∂ｖ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｎｙｄΓ － ∫

Γ

Φ２ＰｎｘｄΓ

ρ∬
Ω

Φ３
∂ｕ
∂ｘ
ｄΩ ＋ ρ∬

Ω

Φ３ｕ
∂ｕ
∂ｙ
ｄΩ ＋ ρ∬

Ω

Φ３ｖ
∂ｕ
∂ｘ
ｄΩ ＋

　 ２μ∬
Ω

∂Φ３
∂ｘ
∂ｕ
∂ｘ
ｄΩ ＋ μ∬

Ω

∂Φ３
∂ｙ
∂ｕ
∂ｙ

＋ ∂ｖ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄΩ －

　 ∬
Ω

Ｐ
∂Φ３
∂ｘ
ｄΩ － ∬

Ω

Φ３ ｆｘｄΩ ＝ ２μ∫
Γ

Φ２
∂ｕ
∂ｘ

ｎｘｄΓ ＋

　 μ∫
Γ

Φ３
∂ｕ
∂ｙ

＋ ∂ｖ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｎｙｄΓ － ∫

Γ

Φ３ＰｎｘｄΓ

（１４）
２．３　 压力项处理

对于公式（１４），引入足够大的系数罚因子 λ，则
压力项可以用速度项表示，这样可以将连续性方程

引入到运动方程中，从而简化求解方程的形式，使用

速度和罚因子表达的压力方程如下所示：

Ｐ ＝ λ ∂ｕ
∂ｘ

＋ ∂ｖ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ （１５）

将（１５）式带入弱形式积分表达式中，得到：

ρ∬
Ω

Φ２
∂ｕ
∂ｔ
ｄΩ ＋ ρ∬

Ω

Φ２ｕ
∂ｕ
∂ｘ
ｄΩ ＋

　 ρ∬
Ω

Φ２ｖ
∂ｕ
∂ｙ
ｄΩ ＋ ２μ∬

Ω

∂Φ２
∂ｘ
∂ｕ
∂ｘ
ｄΩ ＋

　 μ∬
Ω

∂Φ２
∂ｙ
∂ｕ
∂ｙ

＋ ∂ｖ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄΩ － ∬

Ω

λ ∂ｕ
∂ｙ

＋ ∂ｖ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷·

　
∂Φ２
∂ｘ
ｄΩ － ∬

Ω

Φ２ ｆｘｄΩ ＝ ２μ∫
Γ
Φ２
∂ｕ
∂ｘ

ｎｘｄΓ ＋

　 μ∫
Γ
Φ２
∂ｕ
∂ｙ

＋ ∂ｖ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｎｙｄΓ － ∫

Γ
Φ２ＰｎｘｄΓ －

　 ∫
Γ
Φ２ＰｎｘｄΓ

（１６）
以及

ρ∬
Ω

Φ３
∂ｖ
∂ｔ
ｄΩ ＋ ρ∬

Ω

Φ３ｕ
∂ｖ
∂ｘ
ｄΩ ＋ ρ∬

Ω

Φ３·

ｖ ∂ｖ
∂ｙ
ｄΩ ＋ ２μ∬

Ω

∂Φ３
∂ｙ
∂ｖ
∂ｙ
ｄΩ ＋ μ∬

Ω

∂Φ３
∂ｘ
·

∂ｕ
∂ｙ

＋ ∂ｖ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄΩ － ∬

Ω

λ ∂ｕ
∂ｙ

＋ ∂ｖ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

∂Φ３
∂ｙ
·

２７
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ｄΩ － ∬
Ω

Φ３ ｆｙｄΩ ＝ ２μ∫
Γ
Φ３
∂ｖ
∂ｙ
ｎｙｄΓ ＋

　 μ∫
Γ
Φ３
∂ｕ
∂ｙ

＋ ∂ｖ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｎｘｄΓ － ∫

Γ
Φ３ＰｎｙｄΓ

（１７）

２．４　 施加本质边界条件

采用罚函数法施加本质边界条件，引入罚因子

α，施加边界条件后的方程如下所示：

ρ∬
Ω

Φ２
∂ｕ
∂ｔ
ｄΩ ＋ ρ∬

Ω

Φ２ｕ
∂ｕ
∂ｘ
ｄΩ ＋

　 ρ∬
Ω

Φ２ｖ
∂ｕ
∂ｙ
ｄΩ ＋ ２μ∬

Ω

∂Φ２
∂ｘ
∂ｕ
∂ｘ
ｄΩ ＋

　 μ∬
Ω

∂Φ２
∂ｙ
∂ｕ
∂ｙ

＋ ∂ｖ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄΩ ＋ α

２ ∫Γｉ（ｕ － ｕｉ） ２ｄΓ －

　 ∬
Ω

λ ∂ｕ
∂ｙ

＋ ∂ｖ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

∂Φ２
∂ｘ
ｄΩ － ∬

Ω

Φ２ｄΩｆｘ ＝

　 ２μ∫
Γ
Φ２
∂ｕ
∂ｘ

ｎｘｄΓ ＋ μ∫
Γ
Φ２
∂ｕ
∂ｙ

＋ ∂ｖ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｎｙｄΓ －

　 ∫
Γ
Φ２ＰｎｘｄΓ

（１８）
以及

ρ∬
Ω

Φ３
∂ｖ
∂ｔ
ｄΩ ＋ ρ∬

Ω

Φ３ｕ
∂ｖ
∂ｘ
ｄΩ ＋ ρ∬

Ω

Φ３ｖ
∂ｖ
∂ｙ
ｄΩ

２μ∬
Ω

∂Φ３
∂ｙ
∂ｖ
∂ｙ
ｄΩ ＋ μ∬

Ω

∂Φ３
∂ｘ
∂ｕ
∂ｙ

＋ ∂ｖ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄΩ ＋

　 α
２ ∫Γｉ（ｖ － ｖｉ） ２ｄΓ － ∬

Ω

λ ∂ｕ
∂ｙ

＋ ∂ｖ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

∂Φ３
∂ｙ
ｄΩ －

　 ∬
Ω

Φ３ ｆｙｄΩ ＝ ２μ∫
Γ
Φ３
∂ｖ
∂ｙ
ｎｙｄΓ ＋

　 μ∫
Γ
Φ３
∂ｕ
∂ｙ

＋ ∂ｖ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｎｘｄΓ － ∫

Γ
Φ３ＰｎｙｄΓ

（１９）
２．５　 惯性项离散

对于惯性项的离散，一般有速度提出法和直接

推导法 ２种。 速度项提出法是将节点邻域内所包含

的系列节点速度向量提出，其实施过程如下所示：

ρ∬
Ω

Φ２ｕ
∂ｕ
∂ｘ
ｄΩ ＝ ρ∬

Ω

ΦＴ
２

∂Φ２
∂ｘ

ΦＴ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄΩｕＴｕ

ρ∬
Ω

Φ３ｕ
∂ｖ
∂ｘ
ｄΩ ＝ ρ∬

Ω

ΦＴ
３

∂Φ３
∂ｘ

ΦＴ
３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄΩｖＴｕ

ρ∬
Ω

Φ２ｖ
∂ｕ
∂ｙ
ｄΩ ＝ ρ∬

Ω

ΦＴ
２

∂Φ２
∂ｙ

ΦＴ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄΩｕＴｖ

ρ∬
Ω

Φ３ｖ
∂ｖ
∂ｙ
ｄΩ ＝ ρ∬

Ω

ΦＴ
３

∂Φ３
∂ｙ

ΦＴ
３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄΩｖＴｖ （２０）

使用直接推导法离散惯性项是将节点的速度直接使

用形函数表示，其实施过程如下所示：

ρ∬
Ω

Φ２ｕ
∂ｕ
∂ｘ
ｄΩ ＝ ρ∬

Ω

ΦＴ
２Φ２ｕ

∂Φ２
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄΩｕ

ρ∬
Ω

Φ３ｕ
∂ｖ
∂ｘ
ｄΩ ＝ ρ∬

Ω

ΦＴ
３Φ３ｕ

∂Φ３
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄΩｖ

ρ∬
Ω

Φ２ｖ
∂ｕ
∂ｙ
ｄΩ ＝ ρ∬

Ω

ΦＴ
２Φ２ｖ

∂Φ２
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄΩｕ

ρ∬
Ω

Φ３ｖ
∂ｖ
∂ｙ
ｄΩ ＝ ρ∬

Ω

ΦＴ
３Φ３ｖ

∂Φ３
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄΩｖ （２１）

将施加边界条件后的方程写成如下所示的矩阵方程

形式，其中使用速度项提出法离散惯性项后所对应

的矩阵方程如下所示：
Ｍｕ̇ ＋ （ｋ１１ ＋ ｋｕ ＋ ｇ１ｕＴ）ｕ ＋ （ｋ１２ ＋ ｇ２ｕＴ）ｖ ＝ Ｆ１ ＋ Ｆｕ

Ｍｖ̇ ＋ （ｋ２１ ＋ ｇ１ｖＴ）ｕ ＋ （ｋ２２ ＋ ｋｖ ＋ ｇ２ｖＴ）ｖ ＝ Ｆ２ ＋ Ｆｖ

（２２）
使用直接推导法离散惯性项后所对应的矩阵方程如

下所示：
Ｍｕ̇ ＋ （ｋ１１ ＋ ｋｕ ＋ ｑ１ ＋ ｑ２）ｕ ＋ ｋ１２ｖ ＝ Ｆ１ ＋ Ｆｕ

Ｍｖ̇ ＋ ｋ２１ｕ ＋ （ｋ２２ ＋ ｋｖ ＋ ｑ１ ＋ ｑ２）ｖ ＝ Ｆ２ ＋ Ｆｖ （２３）
式中，ｕ̇ 和 ｖ̇ 分别代表 ｘ 方向和 ｙ 方向的速度的一阶

导数，ｕ，ｖ分别代表 ｘ方向和 ｙ方向的速度，上述方程

中各个系数矩阵表示如下所示：

（Ｍ） ｉｊ ＝ ∬
Ω

（ρΦＴ
ｉ Φｊ）ｄΩ （２４）

（ｋ１１） ｉｊ ＝ ∬
Ω

（２μΦＴ
ｉ，ｘΦｊ，ｘ ＋ μΦＴ

ｉ，ｙΦｊ，ｙ － λΦＴ
ｉ，ｘΦｊ，ｘ）ｄΩ

（２５）

（ｋ１２） ｉ．ｊ ＝ ∬
Ω

（μΦＴ
ｉ，ｘΦｊ，ｙ － λΦＴ

ｉ，ｘΦｊ，ｙ）ｄΩ （２６）

（ｋ２１） ｉ，ｊ ＝ ∬
Ω

（μΦＴ
ｉ，ｙΦｊ，ｘ － λΦＴ

ｉ，ｙΦｊ，ｘ）ｄΩ （２７）

（ｋ２２） ｉ，ｊ ＝ ∬
Ω

（μΦＴ
ｉ，ｘΦｊ，ｘ ＋ ２μΦＴ

ｉ，ｙΦｊ，ｙ － λΦＴ
ｉ，ｙΦ ｊ，ｙ）ｄΩ

（２８）

（ｑ１） ｉ ＝ ρ∬
Ω

（ΦｉｕΦＴ
ｉ Φｉ，ｘ）ｄΩ

（ｑ２） ｊ ＝ ρ∬
Ω

（ΦｊｖΦＴ
ｊ Φｊ，ｙ）ｄΩ （２９）

ｇ１ ＝ ρ∬
Ω

ΦＴ ∂Φ
∂ｘ

ΦＴæ

è
ç

ö

ø
÷ ｄΩ

３７
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ｇ２ ＝ ρ∬
Ω

ΦＴ ∂Φ
∂ｙ

ΦＴæ

è
ç

ö

ø
÷ ｄΩ （３０）

（Ｆ１） ｉ ＝ ∬
Ω

（ ｆｘΦｉ）ｄΩ ＋ ∫
Γ
（ ｔｘΦｉ）ｄΓ

（Ｆ２） ｊ ＝ ∬
Ω

（ ｆｙΦｊ）ｄΩ ＋ ∫
Γ
（ ｔｙΦｊ）ｄΓ （３１）

（ｋｕ） ｉ，ｊ ＝ α∫
Γｕ
（ΦＴ

ｉ Φｊ）ｄΓ

（ｋｖ） ｉ，ｊ ＝ α∫
Γｖ
（ΦＴ

ｉ Φｊ）ｄΓ （３２）

（Ｆｕ） ｉ ＝ α∫
Γｕ
（ｕｉΦＴ

ｉ ）ｄΓ

（Ｆｖ） ｊ ＝ α∫
Γｖ
（ｖｉΦＴ

ｊ ）ｄΓ （３３）

３　 非线性流动问题研究

３．１　 定常非线性流动计算

３．１．１　 数学模型

对于定常流动问题，在求解时需要将 Ｎ⁃Ｓ 方程

中的时间项去掉。 考虑惯性项的情况下，方程成为

非线性方程，对 于 非 线 性 项 的 处 理 为 Ｎｅｗｔｏｎ⁃
Ｒａｐｈｓｏｎ迭代法和直接线性交替迭代法。 使用 Ｎ⁃Ｒ
迭代方法求解使用速度项提出法离散惯性项后所对

应的矩阵方程，得到矩阵方程如下式所示。
∂Ｒｋ

１

∂ｕ
∂Ｒｋ

１

∂ｖ
∂Ｒｋ

２

∂ｕ
∂Ｒｋ

２

∂ｖ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

ｕｎ＋１

ｖｎ＋１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

∂Ｒｋ
１

∂ｕ
∂Ｒｋ

１

∂ｖ
∂Ｒｋ

２

∂ｕ
∂Ｒｋ

２

∂ｖ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

ｕｎ

ｖｎ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
－

Ｒ１
Ｒ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（３４）
式中

Ｒ１ ＝ （ｋ１１ ＋ ｋｕ ＋ ｇ１ｕ）ｕ ＋ （ｇ２ｕ ＋ ｋ１２）ｖ － （Ｆ１ ＋ Ｆｕ）
Ｒ２ ＝ （ｋ２２ ＋ ｋｖ ＋ ｇ２ｖ）ｖ ＋ （ｇ１ｖ ＋ ｋ２１）ｕ － （Ｆ２ ＋ Ｆｖ）

（３５）
　 　 使用直接线性交替迭代方法处理使用直接推导

法离散惯性项后所对应的矩阵方程，可以得到矩阵

方程如下式所示。
ｋ１１ ＋ ｋｕ ＋ ｑｎ

１ ＋ ｑｎ
２ ｋ１２

ｋ２１ ｋ２２ ＋ ｋｖ ＋ ｑｎ
１ ＋ ｑｎ

２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

ｕｎ＋１

ｖｎ＋１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

Ｆ１ ＋ Ｆｕ

Ｆ２ ＋ Ｆｖ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（３６）

３．１．２　 算例分析

首先采用 ＥＦＧ 法求解平板相向运动的流动问

题，示意图如图 ２ 所示。 该模型可以作为对不可压

流场模拟结果的验证。

图 ２　 矩形域两平板相向运动流动模型

矩形域主要由 ３块平板组成，坐标系如图所示；
流场域的长度 ｗ 取值为 １ ｍ，宽度 Ｈ 取值为 １ ｍ；流
场内部的流体密度取值 ρ ＝ １ ０００ ｋｇ ／ ｓ２，流体黏度取

值 μ ＝ ０．００１ Ｎ·ｍ ／ ｓ２。
通过推导，得出该流动问题的解析解表达式如

下所示：

ｕ ＝
３ｖ０ｘ

２ Ｈ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ －
ｙ － Ｈ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

Ｈ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ｖ ＝ －
ｖ０ ｙ － Ｈ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

２ Ｈ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

３ －
ｙ － Ｈ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

Ｈ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

（３７）

　 　 程序中的参数设置如下：ＥＦＧ 法中的流场域内

离散结点均匀分布，节点分布为 ４４１（２１×２１）；压力

罚因子 λ 取值为 １０１０，速度罚参数 α 取值为 １０６；速
度采取线性插值；支持域的缩放系数 ｄｍａｘ取 １．２［１８］。
解析解中节点设置与 ＥＦＧ法相同。

图 ３　 流场区域节点分布图

本算例中将使用直接线性交替迭代法处理非线

４７



第 １期 孟俊男，等：基于无网格伽辽金法的非线性流动数值模拟

性问题并进行数值模拟，并作出流场稳定后速度分

布和流线图，并与解析解结果进行对比分析，图 ４ 和

图 ５展示了 ＥＦＧ法与解析解的速度云图，对比可以

发现，２种算法的速度云图趋势一致。 观察 ＥＦＧ 解

的速度场云图可以发现，流体满足不可压缩性。 说

明使用 ＥＦＧ 模拟可以得到符合实际情况的流场

分布。

图 ４　 ＥＦＧ解与解析解水平方向速度云图对比

图 ５　 ＥＦＧ解与解析解竖直方向速度云图对比

在左端附近和右端出口附近分别选取 ｘ ＝ ０．２ ｍ
和 ｘ＝ ０．８ ｍ的 ２条竖线，并分别在这 ２ 条垂直线上

选取一系列节点，求解这些节点处的速度数值解以

及 ＥＦＧ解和解析解之间的相对误差，其中的速度单

位为 ｍ ／ ｓ，速度及相对误差结果展现在表 １ 和表 ２
中。 从表中可以看出对于所选择的系列节点，ＥＦＧ
解与解析解的相对误差最大不超过 ３．６６％，从而可

以验证 ＥＦＧ算法在此算例中的精度比较高。
表 １　 左端口附近垂直线上 ＥＦＧ 解相对误差（ｘ＝０．２ ｍ）

纵坐标 ＥＦＧ解所得速度 ｕ ／ （ｍ·ｓ－１） 解析解 误差 ／ ％ ＥＦＧ解所得速度 ｖ ／ （ｍ·ｓ－１） 解析解 误差 ／ ％

０ ０．０００ ０ ０．０００ ０ １．０００ ０ １．０００ ０

０．１ ０．２２３ ９ ０．２１６ ３．６６ ０．９４０ ９ ０．９４４ ０．３３

０．２ ０．３８７ ９ ０．３８４ １．０２ ０．７８６ ３ ０．７９２ ０．７２

０．３ ０．５０２ ５ ０．５０４ ０．３０ ０．５６２ ２ ０．５６８ １．０２

０．４ ０．５７０ ５ ０．５７６ ０．９５ ０．２９２ ４ ０．２９６ １．２２

０．５ ０．５９３ ０ ０．６００ １．１７ ０．０００ ０ ０．０００ ０

表 ２　 右端口附近垂直线上 ＥＦＧ 解相对误差（ｘ＝０．８ ｍ）

纵坐标 ＥＦＧ解所得速度 ｕ ／ （ｍ·ｓ－１） 解析解 误差 ／ ％ ＥＦＧ解所得速度 ｖ ／ （ｍ·ｓ－１） 解析解 误差 ／ ％

０ ０．０００ ０ ０．０００ ０ １．０００ ０ １．０００ ０

０．１ ０．８９２ ２ ０．８６４ ３．６６ ０．９４１ ４ ０．９４４ ０ ０．２８

０．２ １．５４９ ６ １．５３６ １．０２ ０．７８７ ５ ０．７９２ ０．５７

０．３ ２．０１０ １ ２．０１６ ０．３０ ０．５６３ ５ ０．５６８ ０．７９

０．４ ２．２８３ ２ ２．３０４ ０．９５ ０．２９３ ２ ０．２９６ ０．９５

０．５ ２．３７３ ８ ２．４００ １．１７ ０．０００ ０ ０．０００ ０

３．２　 非定常非线性流动计算

３．２．１　 数学模型

对于非定常问题的求解，需要在定常问题的迭

代求解过程中外加一个时间迭代层，当每一迭代时

刻计算 Ｎ（Ｎ 的选取与所计算的问题有关）个迭代步

后，即可进入下一个时间迭代层的计算。 对于时间

项的离散，采用向前差分法处理 Ｎ⁃Ｓ 方程中的时间

导数项，时间项可以表示如下：
∂ｕ
∂ｔ

＝
（ｕｎ＋１ － ｕｎ）

Δｔ
　 ∂ｖ
∂ｔ

＝
（ｖｎ＋１ － ｖｎ）
Δｔ

（３８）

　 　 采取 θ 加权法，引入 θ 因子，将方程中的速度项

可以表示成当前时间步长 ｎ ＋ １ 与上一时间步长 ｎ
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的速度分布结果之和，其表示式如所示

ｕ ＝ θｕｎ＋１ ＋ （１ － θ）ｕｎ

ｖ ＝ θｖｎ＋１ ＋ （１ － θ）ｖｎ （３９）
式中， θ在０到１之间取值，将 θ取值为０则上式为显

示格式，此时每求解每一个时间步时不需要求解非

线性方程，缺点是该方法极不容易收敛；θ 取值为

２ ／ ３时则为伽辽金格式；θ取值为０则为隐式格式，此
时在每一个时间步长内仍需求解非线性方程，不过

此时计算收敛速度较快。
时间项采用全隐式离散形式，即将三次样条权

函数中的速度表达成为隐式格式，此时速度表达式

如下所示：
ｕ ＝ ｕｎ＋１ 　 ｖ ＝ ｖｎ＋１ （４０）

　 　 将隐式形式的速度的表达式带入三次样条权函

数方程得到总体 Ｎ⁃Ｓ方程的隐式向后差分格式如下

式所示：

Ｍ ＋ Δｔ·（ｋ１１ ＋ ｋｕ ＋ ｑ１ ＋ ｑ２） Δｔ·ｋ１２
Δｔ·ｋ２１ Ｍ ＋ Δｔ·（ｋ２２ ＋ ｋｖ ＋ ｑ１ ＋ ｑ２）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

·
ｕｎ＋１

ｖｎ＋１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

Ｍｕｎ ＋ Δｔ·（Ｆ１ ＋ Ｆｕ）
Ｍｖｎ ＋ Δｔ·（Ｆ２ ＋ Ｆｖ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（４１）

　 　 将 θ 取值为 ０即此时时间项采取全显式离散格

式，将三次样条权函数方程中的速度均表达成为隐

式格式，此时速度表达式如下：
ｕ ＝ ｕｎ 　 ｖ ＝ ｖｎ

　 　 带入三次样条权函数方程得到下式，其中 Δｔ 为
时间步长。

Ｍ ０
０ Ｍ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｕｎ＋１

ｖｎ＋１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

Ｍｕｎ ＋ ｆｕ
Ｍｖｎ ＋ ｆｖ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（４２）

式中， ｆｕ 与 ｆｖ 的表达式如下所示：
ｆｕ ＝ Ｍｕｎ ＋ Δｔ（Ｆ１ ＋ Ｆｕ） －
　 （ｋ１１ ＋ ｋｕ ＋ ｑ１ ＋ ｑ２）ｕｎ － ｋ１２ｖｎ
ｆｖ ＝ Ｍｖｎ ＋ Δｔ（Ｆ２ ＋ Ｆｖ） －
　 ｋ２１ｕｎ － （ｋ２２ ＋ ｋｖ ＋ ｑ１ ＋ ｑ２）ｖｎ （４３）

　 　 这个算例是对二维方柱进行绕流计算分析。 流

场域结构如图 ６所示，该流场域的长度为 ８ ｍ，宽度

为 ４ ｍ，在流场区域中节点按照均匀布置，均匀分布

５ ２９０个节点改变不同的来流速度研究速度对方柱

绕流流场的影响。

图 ６　 方柱绕流计算区域模型

图 ７　 流场区域节点图

３．２．２　 算例分析

针对一系列不同雷诺数的方柱绕流问题，基于

ＥＦＧ法的非定常算法进行数值模拟，计算时间步长

Δｔ 取 １ ｓ。
当来流速度较小时，即雷诺数 Ｒｅ 小于 ５０时，流

场的初始条件按照还未发生改变的流动状态施加，
采用直接线性交替迭代法求解，计算得到稳定后方

柱周围的速度云图以及流线图如图 ８所示。

图 ８　 不同来流速度下的方柱周围速度云图及流线图

当来流速度继续增加时，非线性作用更加强烈，
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此时需要使用 Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｒａｐｈｓｏｎ 迭代法和直接线性

交替迭代法来计算，得出的方柱周围流场内的法向

速度云图以及流线图如图 ９所示。

图 ９　 不同来流速度下的方柱周围速度云图及流线图

图 １０ 展示了 Ｒｅ 为 １００ 时分别使用 ＥＦＧ 法和

ＦＥＭ法计算得到的竖线 ｘ ＝ ３．５ ｍ 上的水平方向速

度拟合图。 从图中看出 ２种方法计算得到的速度拟

合图拥有很好的吻合度。 再将稳定后的流场结构与

使用 ＥＦＧ法稳态求解结果对比发现两图流动趋势

一致，并且回流区长度也一致，由此可见，在适当的

时间步长下，使用非定常 ＥＦＧ求解法同样能够细致

入微地描述方柱周围流体的流动过程。

图 １０　 Ｒｅ＝ １００时竖线 ｘ＝ ３．５ ｍ上速度拟合图

４　 结　 论

本文针对典型的非线性流动问题进行数值研

究，主要工作内容及结论如下：
１） 借鉴 ＦＥＭ 算法中的 Ｇａｒｌｅｒｋｉｎ 离散方法，对

Ｎ⁃Ｓ方程进行 ＥＦＧ法离散，使用罚函数法施加压力

边界条件和速度边界条件；分别采取速度项提出和

直接推导法离散方程中的惯性项。
２） 针对定常非线性流动问题，首先推导了使用

Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｒａｐｈｓｏｎ迭代法和直接线性交替迭代法求解

定常非线性 Ｎ⁃Ｓ方程的矩阵形式。 并以矩形域上下

平板相向运动流动问题为例进行数值模拟，验证了

ＥＦＧ法的可靠性。
３） 针对非定常非线性流动问题，使用 θ 加权法

对 Ｎ⁃Ｓ方程中的时间项离散，并推导了 ＥＦＧ 法非定

常求解公式；以一系列不同雷诺数的方柱绕流问题

为例，使用 ＥＦＧ法进行数值实验。
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