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结构非匹配网格区域分裂的并行数值计算研究

张晓虎， 孙秦
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摘　 要：针对非匹配多域结构有限元问题的并行求解，在 Ｌ⁃ＦＥＴＩ 算法基础上，通过引入框架节点力及

修改框架位移协调条件和载荷平衡条件，推导出了非匹配有限元撕裂合并并行算法。 基于 ＲＢＦ 插值

技术，在非匹配界面上引入局部坐标系，使相邻子域间内力和位移的数据传递具有统一的矩阵格式，
更易于编程。 以四区域板弯有限元模型为例，分别构建匹配网格与非匹配网格两种分区模型，数值结

果显示分区框架上相同节点的挠度位移具有很好的吻合度，表明提出的方法在非匹配多子域的并行

求解中合理有效。
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　 　 飞机主要采用由骨架和蒙皮组成的薄壁结构，
结构复杂、尺度较大，特别是大型运输机等研制需

求，使航空领域面临着日益复杂化、精细化、超大规

模化等严峻挑战。 计算机技术的不断革新、集群技

术的快速发展，使得快速并行计算、精简存储等高效

数值算法备受瞩目。 有限元撕裂合并（ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ
ｔｅａｒｉｎｇ ａｎｄ ｉｎｔｅｒｃｏｎｎｅｃｔｉｎｇ，ＦＥＴＩ） ［１］正是一种并行求

解大规模结构的数值计算技术，因具有良好的稳定

性、收敛性等特点得到不断发展，先后出现了 Ａ⁃ＦＥ⁃
ＴＩ［２］、ＦＥＴＩ⁃ＤＰ ［３］、Ｌ⁃ＦＥＴＩ［４］等形式。

然而，实际应用中，对不同子域并行网格划分时

通常会采用不同的网格生成标准或工具，且部分独

立子域也会有网格加密的需要，往往就导致部分相

邻子域公共界面上的网格不匹配。 实现非匹配界面

“粘接”的方法有很多［５］，如多点约束（ｍｕｌｔｉ⁃ｐｏｉｎｔ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ，ＭＰＣ）、耦合有限单元（ｃｏｕｐｌｉｎｇ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅ⁃
ｍｅｎｔｓ，ＣＦＥｓ） ［６］ 等，插值法就是一类重要且实用的

数据传递技术。 一些常用插值方法有最邻近插值

（ ｎｅａｒｅｓｔ ｎｅｉｇｈｂｏｕｒ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ ） ［７］、 投 影 法

（ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ） ［８］ 及无限平板样条、薄板样条、
非均匀有理 Ｂ 样条［９］ 等样条插值法。 文献［１０］对
一些插值方法的精度和效率进行了研究，其中，径向

基函数（ｒａｄｉａｌ ｂａｓｉｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ，ＲＢＦ）插值方法得到普

遍关注［１１⁃１４］。 Ｓｍｉｔｈ 等［１５］对几种常用的径向基函数

进行了比较，Ｂｅｃｋｅｒｔ 和 Ｗｅｎｄｌａｎｄ［１６］ 指出具有紧支

撑的径向基函数具有更优异的特性。
为实现非匹配多域有限元问题的快速并行求

解，本文将 Ｌ⁃ＦＥＴＩ 方法中相邻子域间界面节点力细

划为子域边界节点力和分区框架节点力；通过建立

非匹配分区框架上的载荷平衡条件和位移协调条

件，推导了非匹配多域问题中框架方程的组织形式；
同时，基于 ＲＢＦ 插值技术，在局部坐标系下实现了

非匹配界面上数据的有效传递。 最后，通过简单数

值算例验证了本文算法的有效性。

１　 非匹配多域 ＦＥＴＩ 算法

Ｌ⁃ＦＥＴＩ 方法在子域界面引入三重变量：界面节

点位移、界面节点力、分区框架上耦合节点位移，并
基于 ３ 个子域条件和 ２ 个框架条件，得到一组近似

解耦的框架方程，使得各个子域的计算相对于经典

ＦＥＴＩ 算法更加独立。 然而，由框架载荷平衡条件

（１）式和位移协调条件（２）式可看出，Ｌ⁃ＦＥＴＩ 方法

仅适用于匹配网格多域有限元模型的并行求解

∑
Ｎｓ

ｉ ＝ １
Ｌ（ ｉ）（ － λ（ ｉ）

ｂ ） ＝ ０ （１）
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ｕ（ ｉ）
ｂ ＝ Ｂ（ ｉ）Ｔｕ（ ｉ） ＝ Ｌ（ ｉ）Ｔｕｆ（ ｉ ＝ １，２，…，Ｎｓ） （２）

式中，Ｎｓ 为子域总个数，ｕ（ ｉ）
ｂ 和λ（ ｉ）

ｂ 分别为子域Ωｉ 边

界上节点位移和节点力，ｕ（ ｉ） 为子域 Ωｉ 中全部节点

位移，ｕｆ 为总框架上节点位移。 Ｂ（ ｉ） 和 Ｌ（ ｉ） 为由 ０，１
构成的装配算子，表示待提取自由度必然是被提取

自由度的子集，若待提取自由度不在被提取自由度

中，则该方法将束手无策。 针对非匹配多域有限元

问题的并行求解， 本文将介绍一种改进的 ＦＥＴＩ
方法。

将模型划分成 Ｎｓ 个子域，并在模型切割处引入

虚拟框架Γ。 设子域Ωｉ 和Ωｊ 相邻，记两子域之间的

局部框架为 Γ ｉｊ，与子域 Ωｉ 相邻的局部框架界面为

Γ ｉ。 一般来说，Γ ｉｊ 上节点分布与相邻子域边界 Γ ｉ

上节点分布无关，但为了提高存储效率及对计算精

度的考量，当Γ ｉｊ 为非匹配界面时，可令Γ ｉｊ 上节点分

布与细网格边界节点一致。 在Γ ｉｊ 处引入四重变量：
子域边界节点位移 ｕ（ ｉ）

ｂ 和节点力 λ（ ｉ）
ｂ ，虚拟框架节

点位移 􀭵ｕ（ ｉ）
ｆ 和节点力 􀭵λ（ ｉ）

ｆ ，如图 １ 所示。

图 １　 非匹配界面示意图

对于非匹配多域模型，将框架载荷平衡条件

（１）式和位移协调条件（２）式做如下修正

∑
Ｎｓ

ｉ ＝ １
［Ｌ（ ｉ）（ － 􀭵λ（ ｉ）

ｆ ）］ ＝ ０ （３）

ｕ（ ｉ）
ｂ ＝ Ｂ（ ｉ）Ｔｕ（ ｉ），􀭵ｕ（ ｉ）

ｆ ＝ Ｌ（ ｉ）Ｔ􀭵ｕｆ

ｕ（ ｉ）
ｂ ＝ Ｇ（ ｉ） 􀭵ｕ（ ｉ）

ｆ （ ｉ ＝ １，２，…，Ｎｓ）
{ （４）

式中， 􀭵ｕｆ 为总框架 Γ 上节点位移，􀭵ｕ（ ｉ）
ｆ 为与子域 Ωｉ

相关的局部框架Γ ｉ 上节点位移，Ｇ（ ｉ） 为局部框架Γ ｉ

节点到子域 Ωｉ 边界节点的位移插值矩阵，其余与前

文描述一致。 特别地，当框架界面节点与子域边界

节点匹配时 Ｇ（ ｉ） 为单位矩阵 Ｉ（ ｉ）。
首先，由子域有限元方程解得各子域位移解，并

联合子域外载条件代入（４）式，可得框架位移协调

方程

Ｂ（ ｉ）ＴＦ（ ｉ）Ｂ（ ｉ）λ（ ｉ）
ｂ ＋ Ｂ（ ｉ）ＴＲ（ ｉ）α（ ｉ） － Ｇ（ ｉ）Ｌ（ ｉ）Ｔ􀭵ｕｆ ＝

　 － Ｂ（ ｉ）ＴＦ（ ｉ） ｆ（ ｉ）（ ｉ ＝ １，２，…，Ｎｓ） （５）

式中， Ｒ（ ｉ） 为漂浮子域刚体模态阵，可由漂浮子域节

点坐标计算得到；α（ ｉ） 为漂浮子域刚体位移；Ｆ（ ｓ） 为

子域柔度阵，对于约束子域来说，其为子域刚度矩阵

的逆矩阵，对于漂浮子域来说，其为子域广义柔度

阵，可根据文献［１７］ 计算得到。
其次，根据力的传递关系，原框架平衡方程（３）

式可改写为

∑
Ｎｓ

ｉ ＝ １
［ － Ｌ（ ｉ）Ｇ（ ｉ）Ｔλ（ ｉ）

ｂ ］ ＝ ０ （６）

　 　 最后，将（５）式、（６）式和漂浮子域自平衡条件

按子域顺序装配在一起，可得非匹配多域模型中框

架方程组的矩阵表达形式

Ｆｂ Ｒｂ － ＭＴ

ＲＴ
ｂ ０ ０

－ Ｍ ０ ０

é

ë
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ù
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􀭵ｕｆ
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þ
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０
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þ
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ï
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（７）

式中

Ｆｂ ＝
Ｂ（１）ＴＦ（１）Ｂ（１）

⋱
Ｂ（Ｎｓ）ＴＦ（Ｎｓ）Ｂ（Ｎｓ）

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

λｂ ＝
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ｂ

︙
λ（Ｎｓ）

ｂ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

Ｒｂ ＝

Ｂ（１）ＴＲ（１）

︙
…

Ｂ（Ｎｆ）ＴＲ（Ｎｆ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

ｇα ＝
－ Ｒ（１）Ｔｆ（１）

︙
－ Ｒ（Ｎｆ）Ｔｆ（Ｎｆ）

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
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ｇλ ＝
－ Ｂ（１）ＴＦ（１） ｆ（１）

︙
－ Ｂ（ＮＳ）ＴＦ（ＮＳ） ｆ（ＮＳ）

é
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ù
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é
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， ＭＴ ＝
Ｇ（１）Ｌ（１）Ｔ

︙
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　 　 本文算法可以方便地嵌入第三方软件中，充分

利用现有有限元分析软件中成熟的单元库来获得各

分割子域的刚度矩阵，进而通过框架上有序节点的

位移插值来组装框架方程组。
对于（７）式所示框架方程组，利用预处理共轭

投影梯度（ＰＣＰＧ）等方法进行求解，可得到各子域

·１５６·



西　 北　 工　 业　 大　 学　 学　 报 第 ３７ 卷

边界节点力及各漂浮子域的刚体位移，再通过子域

问题的回代运算即可得到各子域位移解。 值得一提

的是，在算法编程中，操作算子 Ｂ（ ｉ） 和 Ｌ（ ｉ） 均可声明

为待提取自由度（如子域边界自由度）在总自由度

（如子域自由度或框架自由度）中的位置序列所构

成的一维数组。 这样，通过压缩 ０ 元素，既能节约存

储空间，也能提高检索计算效率。

２　 局部框架数据传递

前文描述了适用于非匹配多域模型的改进

ＦＥＴＩ 算法，本节将介绍采用 ＲＢＦ 插值来实现子域

边界与局部框架间的数据传递。
ＲＢＦ 插值以界面能量守恒原理为基础，即子域

Ωｉ 边界作用于框架上的力 􀭵λ（ ｉ）
ｆ 在框架任意位移

δ􀭵ｕ（ ｉ）
ｆ 上所做的虚功与框架作用于子域 Ωｉ 边界上的

力 λ（ ｉ）
ｂ 在子域边界任意位移 δｕ（ ｉ）

ｂ 上所做的虚功恒

相等。 因为节点位移和节点力存在多个分量，且分

区边界可任意切割，为简化各边界插值矩阵中自由

度的选取，本文引入切割边界局部坐标系。 设子域

Ωｉ 分割边界由多个简单边界（线或面） 构成，每个简

单边界对应的局部框架为 Γｋ
ｉ 。 以简单边界端点为

原点构建局部坐标系，则局部坐标系下框架 Γｋ
ｉ 节点

集和对应简单边界节点集的某一自由度（例如 ｕ） 方

向位移插值分别如（８） 式和（９） 式所示。

０ 􀭵ｕ（ ｉｋ）Ｔ
Ｌｏｃｆ[ ]

Ｔ ＝ ０ ＰＴ

Ｐ Ｍ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ａ
α

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú （８）

ｕ（ ｉｋ）
Ｌｏｃｂ ＝ Ｑ Ｔ[ ]

ａ
α

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú （９）

式中， ａ为ＲＢＦ插值中一次多项式系数，其项数与节

点分布相关，当节点分布在直线、平面或空间曲面

中，项数Ｎｐ 分别取 ２，３或 ４；α为基函数系数；Ｐ和Ｑ
是与多项式相关的插值矩阵系数；Ｍ 和 Ｔ 是与基函

数相关的插值矩阵系数，基函数的选择可参照文献

［１５］。 由 ＲＢＦ 原理可知，此时，非匹配界面上 ｕ 自

由度方向上节点力插值满足力守恒和矩守恒。
由（８） 式解出系数项并代入（９） 式可得 ｕ 向位

移插值

ｕ（ ｉｋ）
Ｌｏｃｂ ＝ ＱＭ －１

ｐ ＰＴＭ －１ ＋[

　 Ｔ（Ｍ －１ － Ｍ －１ＰＭ －１
ｐ ＰＴＭ －１） ] 􀭵ｕ（ ｉｋ）

Ｌｏｃｆ ＝

　 Ｇ（ ｉｋ）
ｕＬｏｃ􀭵ｕ（ ｉｋ）

Ｌｏｃｆ （１０）
式中， Ｇ（ ｉｋ）

ｕＬｏｃ 为局部坐标系下子域Ωｉ 第 ｋ条边界上的

ｕ 向插值算子。 同理，可得其余方向的插值算子：
Ｇ（ ｉｋ）

ｖＬｏｃ ，Ｇ（ ｉｋ）
ｗＬｏｃ，Ｇ（ ｉｋ）

θｘＬｏｃ，Ｇ（ ｉｋ）
θｙＬｏｃ，Ｇ（ ｉｋ）

θｚＬｏｃ。 考虑到有限元方程

组中待求解向量一般是逐节点将节点自由度集排

列，因此需引入初等行变换将所有自由度级下的插

值重新排列，再将重排后的节点位移转换到总体坐

标系下，可得

ｕ１

︙
θｚ１

︙
ｕＮｉｋｂ

︙

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

＝ Ｇ（ ｉｋ）

􀭵ｕ１

︙
􀭰θｚ１

︙
􀭵ｕＮｉｋｂ

︙

é

ë
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ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

＝ Ｗ －１Ｃ －（ ｉｋ）
ｂ ·

　

Ｇ（ ｉｋ）
ｕＬｏｃ

Ｇ（ ｉｋ）
ｖＬｏｃ

Ｇ（ ｉｋ）
ｗＬｏｃ

Ｇ（ ｉｋ）
θｘＬｏｃ

Ｇ（ ｉｋ）
θｙＬｏｃ

Ｇ（ ｉｋ）
θｚＬｏｃ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê
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ú
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ú
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ú
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ú
úú

·

　 Ｃ（ ｉｋ）
ｆ Ｗ

􀭵ｕ１

︙
􀭰θｚ１

︙
􀭵ｕＮｉｋｆ

︙
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（１１）

式中

Ｗ ＝

Ｓ
Ｓ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

１

⋱
Ｓ
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Ｎｉｋｆ
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Ｓ ＝
〈 ｉ，􀭴ｉ〉 〈 ｊ，􀭴ｉ〉 〈ｋ，􀭴ｉ〉
〈 ｉ，􀭴ｊ〉 〈 ｊ，􀭴ｊ〉 〈ｋ，􀭴ｊ〉
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（１２）

Ｇ（ ｉｋ） 为子域 Ωｉ 第 ｋ 条边界与局部框架 Γｋ
ｉ 的位移插

值算子，Ｃ －（ ｉｋ）
ｂ 和 Ｃ（ ｉｋ）

ｆ 为初等行变换矩阵，Ｓ 为局部

坐标系〈􀭴ｉ，􀭴ｊ，􀭴ｋ〉 与总体坐标系〈 ｉ，ｊ，ｋ〉 节点位移之间

的转换矩阵。 遍历子域 Ωｉ 的所有分割边界并将得

到的插值算子 Ｇ（ ｉｋ） 按自由度组装，便可得到子域 Ωｉ

分割边界到相邻框架的插值算子 Ｇ（ ｉ）。 最后，根据
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能量守恒原理，可得局部框架Γ ｉ 与子域Ωｉ 边界之间

节点力的传递公式为
􀭵λ（ ｉ）

ｆ ＝ Ｇ（ ｉ）Ｔλ（ ｉ）
ｂ （１３）

３　 数值算例

以板弯模型为例，长 ２００ ｍｍ，宽 １００ ｍｍ，厚
２ ｍｍ，材料弹性模量 Ｅ ＝ ７０ Ｇｐａ，泊松比 μ ＝ ０．３３。
平板一端固支，对边等距节点处各施加集中载荷 ｆ ＝
１０ Ｎ，有限元网格采用四边形壳单元，并被分割成 ４
个独立子域，如图 ２ 所示。 各子域网格粒度及框架

信息如图 ３ 所示，框架 １ 和 ３ 为匹配界面，框架 ２ 和

４ 为非匹配界面。

图 ２　 平板的位移约束和加载

图 ３　 模型分区示意图

为验证计算精度，本文另外分别构建了相应粗

粒度和细粒度的 ２ 种匹配网格模型，将 ３ 种模型中

各自框架上节点集取并集，并对合并后节点进行统

一编号，如图 ４ 所示，其中含有‘○’，‘●’和 ‘□’
分别表示全粗网格、全细网格和非匹配网格中框架

节点。 从三者的数值结果中提取出各自框架上节点

的数值解进行对比，各模型框架节点 ｙ 向位移如图

５ 所示。 表 １ 为非匹配框架界面 ２ 和 ４ 上各节点 ｙ
向数值解，表 ２ 为匹配框架界面 １ 和 ３ 上各节点 ｙ
向数值解。

图 ４　 粗、细和非匹配网格中框架节点集一致编号

图 ５　 各粒度网格模型中框架节点 ｙ 向位移

表 １　 非匹配框架界面 ２ 和 ４ 上各节点 ｙ 向位移值

节点编号 ｖｆ ／ ｍｍ ｖｎ ／ ｍｍ （ｖｎ－ｖｆ） ／ ｖｆ

８ ８．１１１ ６３７ ８．０４２ ９５６ －０．００８ ４６７

９ ８．２７５ ２２６ ８．１８９ ７６０ －０．０１０ ３２８

１０ ８．３８７ ６９２ ８．３４９ ０１４ －０．００４ ６１１

１１ ８．４５３ ２７８ ８．４１５ １９２ －０．００４ ５０５

１２ ８．４７４ ８０８ ８．４９３ ４６０ ０．００２ ２０１

１７ １０．４５０ ３９４ １０．５２９ ２２６ ０．００７ ５４４

１８ １２．５６８ ６７２ １２．７０６ ３３４ ０．０１０ ９５３

１９ １４．８１０ ２２１ １５．０１４ ５６３ ０．０１３ ７９７

２０ １７．１５５ ３７６ １７．４２５ ８８８ ０．０１５ ７６８

２１ １９．５８４ ３４８ １９．９２２ １１６ ０．０１７ ２４７

２２ ２２．０７７ ２９８ ２２．４８１ １２２ ０．０１８ ２９１

２３ ２４．６１４ ３９２ ２５．０８６ ７４７ ０．０１９ １９０

２４ ２７．１７６ ４６５ ２７．７１３ ３２５ ０．０１９ ７５５

·３５６·
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表 ２　 匹配框架界面 １ 和 ３ 上各节点 ｙ 向位移值

节点编号 ｖｃ ／ ｍｍ ｖｎ ／ ｍｍ （ｖｎ－ｖｃ） ／ ｖｃ

２ ０．６４６ ４４４ ０．６４６ ３５５ －０．０００ １３７

４ ２．３８７ ４７４ ２．３８７ １７６ －０．０００ １２５

６ ５．０４５ ６３８ ５．０４５ １２１ －０．０００ １０２

１２ ８．４９２ ４３１ ８．４９３ ４６０ ０．０００ １２１

１４ ８．４０２ ８８４ ８．４５６ ８９８ ０．００６ ４２８

１６ ８．１２１ ０９０ ８．１９３ ９４４ ０．００８ ９７１

由图 ５ 可见，粗网格、细网格和非匹配网格模型

中框架各节点 ｙ 向位移解基本一致，表明本文提出

的在虚拟分区框架上引入独立节点位移和节点力的

策略是完全可行的。
在表 １～２ 中，ｖｆ，ｖｃ 和 ｖｎ 分别表示细粒度、粗粒

度和非匹配网格模型中相应节点 ｙ 向位移。 观察发

现，在非匹配框架界面 ２ 上，从多子域交点（１２ 号节

点）到靠近模型自由边界节点（８ 号节点）误差越来

越大，在非匹配框架界面 ４ 上也一样，因此，分割边

界上靠近模型自由边界处的节点误差是重要关

注点。
由表 １～２ 可以看出，在整个分区框架上最大误

差在 ２４ 号节点处，为 １．９７５％。 利用商业分析软件

Ａｂａｑｕｓ 的绑定功能，采用同样的壳单元对此 ３ 种粒

度有限元模型分别进行数值仿真求解，经相同的分

析和比对方法得出框架节点 ｙ 向位移的最大误差也

在 ２４ 号节点，为 ３． ９５１％，表明本文提出的算法

有效。

４　 结　 论

以上计算分析表明了本文提出方法的可行性，
现将主要工作归结如下，

１） 在 Ｌ－ＦＥＴＩ 区域分裂算法的基础上，引入独

立的框架节点力，使子域边界和分区框架上各自的

节点力和节点位移充分局部化，修改了框架位移协

调条件和载荷平衡条件，推导出了非匹配多域问题

中有限元撕裂合并的并行求解算法。
２） 以 ＲＢＦ 插值技术为基础，在非匹配界面（线

或面）上引入局部坐标系，使任意切割方向而界面

形式（线或面）相同的分区边界上的传递矩阵具有

统一格式，避免了 ＲＢＦ 插值中为防止插值矩阵奇异

而带来的坐标选取难题，便于编程处理。
３） 在四节点机群环境中完成四区域非匹配板

弯模型的并行求解，数值结果表明本文提出的非匹

配多域并行处理技术具有良好的精度。
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