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带遗忘因子迭代学习控制最优增益研究
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摘　 要：针对一类含非严格重复扰动的单输入单输出（ＳＩＳＯ）离散线性时不变系统（ＬＴＩ）的收敛特性

最优化问题，提出带遗忘因子迭代学习控制（ＩＬＣ）算法的最优控制增益设计方法。 根据迭代矩阵理论

和 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵特性得到含非严格重复扰动的系统收敛充要条件，并运用算子理论证明收敛。 根据最

优化理论给出系统的单调收敛条件，求解出算法最优控制增益的精确解，得到遗忘因子与最优控制增

益之间的关系式，实现系统快速收敛，从而达到改善系统收敛特性的目的。 该方法改进了传统最优控

制增益在带遗忘因子 ＩＬＣ算法中应用的不足，放宽了系统收敛条件，有效加快系统收敛速度，抑制系

统输出跟踪误差波动，同时也为含非严格重复扰动的 ＬＴＩ 系统提供了一个更优的解决方案。 仿真结

果验证了控制策略的有效性。
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　 　 迭代学习控制（ ＩＬＣ）作为一种前馈控制技术，
主要应用于具有重复运动性质的被控对象，可在给

定的时间范围内实现高精度跟踪给定期望轨迹［１］。
在很多轨迹跟踪控制要求较高的重复运动系统中获

得了广泛应用，如机器人［２］、电动机［３⁃４］、光刻机［５］、
珩磨机［６］等。

迭代学习控制最优增益可以保证系统快速收

敛，经过有限次迭代后达到最小系统收敛误差［７⁃９］，
但是目前最优增益的取值研究主要集中在无干扰的

线性系统中，仅考虑理想系统的最优控制增益精确

解，忽略了系统扰动及外部干扰对最优增益的影

响［１０］。 Ｓｔｅｆａｎ等［１１］考虑了线性离散时间系统的迭

代学习控制问题，利用迭代矩阵范数与范数之间的

关系，得到跟踪误差的 ２⁃范数随着迭代次数增加而

单调减小并趋于零的结论。 Ｈａｔｚｉｋｏｓ等［１２］在时变系

统中引入遗传算法获取范数最优 ＩＬＣ 输入向量，取
得了较好的收敛效果，但该方法忽略了干扰的影响

且难以应用于其他复杂 ＩＬＣ 算法。 Ｍａｄａｄｙ［１３］提出

了基于范数的 ＬＴＩ系统 ＰＩＤ型 ＩＬＣ增益优化设计方

法，可以通过较少的计算量获得接近最优的收敛特

性，但是该研究中主要针对理想 ＬＴＩ系统进行分析，

不包括系统扰动及输出干扰。 针对这一问题，
Ｍａｄａｄｙ［１４］针对一类存在系统扰动及输出干扰的

ＬＴＩ进行了分析研究，但是从推导过程来看，这一类

系统扰动和输出干扰是迭代过程中重复出现的周期

性误差，该误差对于最优控制增益的求解不产生影

响。 傅勤［１５］将 Ｊａｃｏｂｉ 方法引入到迭代学习控制并

构建了线性迭代学习控制与线性方程组之间的联

系，由此构架得到新的迭代学习控制律，但是该控制

律成立的条件过于严格，实际上减小了满足系统收

敛充要条件的区域大小，一定程度上限制了该算法

的应用。 兰天一等［１６］针对 ＬＴＩ 系统设计了一种区

间可调节的具有指数加速的闭环 ＩＬＣ 算法，该方法

根据每次迭代学习效果确定下次迭代的区间并修正

控制增益，与传统 ＩＬＣ 算法相比可以有效提升系统

收敛速度，但是该算法的控制增益初始值仍然是根

据经验进行选定，针对该算法控制增益初始值的最

优化处理将进一步提升系统收敛速度。
而在实际运动控制系统中，系统扰动及外部干

扰不可避免，为有效减小扰动对系统轨迹跟踪性能

的影响并增强系统鲁棒性，研究者提出了带遗忘因

子迭代学习控制方法进行跟踪控制［１７⁃１９］。 该方法
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可以有效抑制上次迭代过程中控制向量引起的系统

输出误差波动，使本次迭代的输出误差趋近于稳定

值，消除系统扰动引起的误差累积，但是该方法的缺

点也很明显，遗忘因子的引入将导致系统输出误差

不能趋近于零，只能保证收敛到零点的某一邻域

内［２０⁃２１］。 因此，研究带遗忘因子 ＩＬＣ 算法中存在干

扰时的最优控制增益，将会引出新的问题：引入遗忘

因子后收敛条件有无变化？ 如何保证系统快速单调

收敛？ 如何在遗忘因子 ＩＬＣ算法中求得具体的最优

增益值？ 以上问题都具有实际意义，但是目前尚无

相关的研究论文。
针对上述问题，本文提出基于最优增益方法的

带遗忘因子 ＩＬＣ 算法，利用系统状态方程参数及迭

代矩阵特性，研究遗忘因子对系统收敛特性的影响，
构建系统最优控制增益，使含非严格重复扰动系统

输出跟踪误差波动减小，在快速收敛的同时保证输

出跟踪误差收敛到零的邻域内，提高系统抗干扰能

力且改善系统输出特性。

１　 算法描述

考虑一类存在未知时变干扰的单输入单输出线

性离散系统

ｘ ｊ（ ｉ ＋ １） ＝ Ａｘ ｊ（ ｉ） ＋ Ｂｕ ｊ（ ｉ） ＋ ｗ ｊ（ ｉ）
ｙ ｊ（ ｉ） ＝ Ｃｘ ｊ（ ｉ） ＋ ｖ ｊ（ ｉ）
ｘ ｊ（０） ＝ ｘ０
ｉ ＝ ０，１，…，Ｍ，　 ｊ ＝ ０，１，…

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１）

式中， ｘ ｊ∈Ｒｎ，ｕ ｊ∈Ｒ和 ｙ ｊ∈Ｒ分别是状态向量、输
入向量和输出向量，ｗ ｊ（ ｉ） ∈Ｒｎ 和 ｖ ｊ（ ｉ） ∈Ｒ是非周

期性未知时变状态扰动和输出干扰，Ａ，Ｂ，Ｃ 是相应

维数的实数矩阵且 Ｃ∗Ｂ 为实数，ｘ０ 是系统初始状

态，ｊ表示第 ｊ次迭代次数，Ｍ表示一次迭代的离散采

样总点数，ｉ∈［０，Ｍ］表示一次迭代中的第 ｉ个离散

点。 此处假设输出期望轨迹 ｙｄ（ ｉ） 已知，ＣＢ≠ ０。
假设系统期望轨迹 ｙｄ（ ｉ） 已知，且随着迭代次

数的增加，系统输出逼近期望轨迹，即
ｌｉｍ
ｊ→∞
（ｙｄ（ ｉ） － ｙ ｊ（ ｉ）） ＝ ０ （２）

式中， ｉ ＝ １，２，…，Ｍ。
为了有效抑制系统干扰，在 ＩＬＣ 算法中引入遗

忘因子来进行扰动抑制。 本文以开环 ＰＩＤ 型带遗

忘因子 ＩＬＣ 算法进行系统控制，具体迭代学习律

如下

ｕ ｊ ＋１（ ｉ） ＝ λｕ ｊ（ ｉ） ＋ ｓＰｅ ｊ（ ｉ ＋ １） ＋

　 　 ｓＩ∑
ｉ ＋１

ｍ ＝ １
ｅ ｊ（ｍ） ＋ ｓＤ（ｅ ｊ（ ｉ ＋ １） － ｅ ｊ（ ｉ）） （３）

式中

ｅ ｊ（ ｉ） ＝ ｙｄ（ ｉ） － ｙ ｊ（ ｉ），１ ≤ ｉ≤ Ｍ，
ｅ ｊ（０） ≈ ０，　 ｊ ＝ ０，１，… （４）

式中， ０ ＜ λ ＜ １是遗忘因子，ｓＰ，ｓＩ，ｓＤ 是迭代学习算

法的实数控制增益。

２　 算法收敛性分析

假设 １　 理想情况下，状态扰动和输出干扰被

完全抑制，此时存在期望方程为

ｘｄ（ ｉ ＋ １） ＝ Ａｘｄ（ ｉ） ＋ Ｂｕｄ（ ｉ）
ｙｄ（ ｉ） ＝ Ｃｘｄ（ ｉ）

{ （５）

　 　 假设 ２ 　 系统状态扰动和输出扰动有界，即
ｍａｘ
１≤ｉ≤Ｍ

‖ｗ ｊ（ ｉ）‖≤ ｂｗ 且ｍａｘ１≤ｉ≤Ｍ
‖ｖ ｊ（ ｉ）‖≤ ｂｖ，其中 ｂｗ，

ｂｖ 为常数。
定理 １　 系统（１）在迭代学习律式（３）的作用

下，如果满足

｜ λ － ＣＢ（ ｓＰ ＋ ｓＩ ＋ ｓＤ） ｜ ＜ １ （６）
　 　 则系统输出有界，算法收敛。

证明 　 定义矩阵 Ｙ（ ｊ），Ｕ（ ｊ），Ｙｄ，Ｅ（ ｊ），Ｗ（ ｊ），
Ｖ（ ｊ） 如下

Ｕ（ ｊ） ＝ ［ｕ ｊ（０） ｕ ｊ（１） … ｕ ｊ（Ｍ － １）］ Ｔ

Ｙ（ ｊ） ＝ ［ｙ ｊ（１） ｙ ｊ（２） … ｙ ｊ（Ｍ）］ Ｔ

Ｙｄ ＝ ［ｙｄ（１） ｙｄ（２） … ｙｄ（Ｍ）］ Ｔ

Ｅ（ ｊ） ＝ ［ｅｊ（１） ｅｊ（２） … ｅｊ（Ｍ）］ Ｔ

Ｗ（ ｊ） ＝ ［ｗ ｊ（０） ｗ ｊ（１） … ｗ ｊ（Ｍ － １）］ Ｔ

Ｖ（ ｊ） ＝ ［ｖｊ（１） ｖｊ（２） … ｖｊ（Ｍ）］ Ｔ

（７）

式中， Ｔ表示转置，Ｅ（ ｊ） ＝ Ｙｄ － Ｙ（ ｊ）。
定义 ａ∈ ＲＭ，ψ ∈ ＲＭ×Ｍ 如下

∀ａ ＝ ［ａ１ ａ２ … ａＭ］ Ｔ，

ψ（ａ） ＝

ａ１ ０ ０ … ０
ａ２ ａ１ ０ … ０
ａ３ ａ２ ａ１ ０
︙ ︙ ︙ ⋱ ︙
ａＭ ａＭ－１ ａＭ－２ … ａ１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

（８）

　 　 因此算子 ψ 是一个关于 ａ 的下三角 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩
阵。 可定义

·８７０１·
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Ｉ ＝ ψ（α）， Ｆ１ ＝ ψ（β）， Ｆ２ ＝ ψ（γ），
Ｇ ＝ ψ（ｇ）， Ｇｗ ＝ ψ（ｇｗ） （９）

式中

α ＝ １ ０ … ０[ ] Ｔ， β ＝ １ １ … １[ ] Ｔ，
γ ＝ ０ １ ０ … ０[ ] Ｔ， ｇ ＝ ｇ１ ｇ２ … ｇＭ[ ] Ｔ

ｇｗ ＝ ［Ｃ ＣＡ … ＣＡＭ－１］ Ｔ （１０）
式中

ｇｋ ＝ ＣＡｋ－１Ｂ， ｋ ＝ １，２，…，Ｍ （１１）
　 　 可由（１）式推导得

Ｙ（ ｊ） ＝ ＧＵ（ ｊ） ＋ Ｇｘｘ０ ＋ ＧｗＷ（ ｊ） ＋ Ｖ（ ｊ）， ｊ ＝ ０，１，…
（１２）

式中

Ｇｘ ＝ ［ＣＡ　 ＣＡ２ 　 ＣＡ３ 　 …　 ＣＡＭ］ Ｔ （１３）
　 　 由于系统扰动和输出干扰是非周期随机干扰，
因此 Ｗ（ ｊ ＋ １） － Ｗ（ ｊ） ≠０，Ｖ（ ｊ ＋ １） － Ｖ（ ｊ） ≠０且

Ｙ（ ｊ ＋ １） － Ｙ（ ｊ） ＝ ＧＺ（ ｊ） ＋ Ｇｗ（Ｗ（ ｊ ＋ １） －
　 Ｗ（ ｊ）） ＋ Ｖ（ ｊ ＋ １） － Ｖ（ ｊ） （１４）

式中

Ｚ（ ｊ） ＝ Ｕ（ ｊ ＋ １） － Ｕ（ ｊ） （１５）
可知

Ｅ（ ｊ ＋ １） ＝ Ｅ（ ｊ） － ＧＺ（ ｊ） －
　 　 Ｇｗ（Ｗ（ ｊ ＋ １） － Ｗ（ ｊ）） － Ｖ（ ｊ ＋ １） ＋ Ｖ（ ｊ）

（１６）
　 　 根据以上定义，可推得下式

Ｚ（ ｊ） ＝ （λ － １）Ｕ（ ｊ） ＋ ［（ ｓＰ ＋ ｓＤ）Ｉ ＋
　 　 ｓＩＦ１ － ｓＤＦ２］Ｅ（ ｊ）， ｊ ＝ ０，１，…

（１７）

　 　 （１７）式代入（１６）式可得

Ｅ（ ｊ ＋ １） ＝ ＧｃＥ（ ｊ） － （λ － １）ＧＵ（ ｊ） －
Ｇｗ（Ｗ（ ｊ ＋ １） － Ｗ（ ｊ）） － Ｖ（ ｊ ＋ １） ＋ Ｖ（ ｊ）　（１８）

式中

Ｇｃ ＝ Ｉ － Ｇ［（ ｓＰ ＋ ｓＤ）Ｉ ＋ ｓＩＦ１ － ｓＤＦ２］ （１９）
　 　 将（１２）式代入（１８）式，可得

Ｅ（ ｊ ＋ １） ＝ Ｇ′ｃＥ（ ｊ） ＋ Ｍ′ （２０）
式中

Ｇ′ｃ ＝ λＩ － （ ｓＰ ＋ ｓＤ）Ｇ － ｓＩＧＦ１ ＋ ｓＤＧＦ２
Ｍ′ ＝ （１ － λ）（Ｙｄ － Ｇｘｘ０） ＋ Ｇｗ（λＷ（ ｊ） －
　 　 Ｗ（ ｊ ＋ １）） ＋ （λＶ（ ｊ） － Ｖ（ ｊ ＋ １）） （２１）

　 　 此时，根据（８）式可定义

Ｇ′ｃ ＝ ψ（ｇｃ） （２２）
式中

ｇｃ ＝ ［ｇｃ１ ｇｃ２ … ｇｃＭ］ Ｔ ＝

λ － ｇ１ｓＰ － ｇ１ｓＩ － ｇ１ｓＤ

－ ｇ２ｓＰ － ∑
２

ｉ ＝ １
ｇｉ( ) ｓＩ － （ｇ２ － ｇ１） ｓＤ

－ ｇ３ｓＰ － ∑
３

ｉ ＝ １
ｇｉ( ) ｓＩ － （ｇ３ － ｇ２） ｓＤ

︙

－ ｇＭｓＰ － ∑
Ｍ

ｉ ＝ １
ｇｉ( ) ｓＩ － （ｇＭ － ｇＭ－１） ｓＤ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

（２３）

　 　 与参考文献［１４］相比，（２０）式中向量 Ｅ（ ｊ ＋ １）
的一般表达式发生了变化，此时使用矩阵理论中的

迭代定理［２２］ 进行重新分析，具体如下：
定理２　 设Ａ ＝Ｌ － Ｎ∈Ｒｎ×ｎ 非奇异，ｂ∈Ｒｎ，如

果 Ｌ非奇异且 Ｌ －１Ｎ的谱半径满足 ρ（Ｌ －１Ｎ） ＜ １，则
对任何初始向量 ｘ（０），由Ｌｘ（ｋ＋１） ＝Ｎｘ（ｋ） ＋ ｂ产生的迭

代序列｛ｘ（ｋ）｝ 收敛到解 ｘ ＝ Ａ －１ｂ。
由于系统状态扰动及输出干扰为未知非周期时

变信号，由（２１） 式可知，Ｍ′ 与系统状态参数及相邻

２次的扰动信号差值有关，与输出误差 Ｅ（ ｊ） 无关。
合理的 λ 取值可以有效减小Ｍ′，达到系统干扰抑制

的作用。 同时，由定理 ２知，Ｍ′ 不影响 Ｅ（ ｊ） 的收敛

性但会影响迭代序列的收敛解，当Ｍ′≠０且 ρ（Ｇ′ｃ）
＜ １时，（２０）式的收敛解为

Ｅ∗ ＝ （Ｉ － Ｇ′ｃ）
－１Ｍ′， ｊ ＝ ０，１，… （２４）

　 　 从定理 ２及（２０）式可知 Ｅ（ ｊ） 收敛性仍然由 Ｇ′ｃ
决定，此时Ｇ′ｃ 作为下三角矩阵收敛的充要条件为特

征值必须全部位于单位圆内，由于 ｇ１，λ 及控制增益

为实数，因此带遗忘因子的 ＩＬＣ 算法收敛充要条件

可简化为

｜ λ － ｇ１（ ｓＰ ＋ ｓＩ ＋ ｓＤ） ｜ ＜ １ （２５）
即可证得。

由（２５）式可知

－ １ ＋ λ ＜ ｇ１（ ｓＰ ＋ ｓＩ ＋ ｓＤ） ＜ １ ＋ λ （２６）
　 　 可知遗忘因子将导致控制增益取值区间整体发

生平移，但取值区间长度不变。 但是与参考文献

［１５］相比，系统收敛条件明显放宽，对于系统状态

矩阵参数的要求明显降低。

３　 单调收敛条件和最优控制增益

３．１　 单调收敛条件

由定理 １可知，满足（６）式的条件时系统（１）输
出误差收敛且输出有界。 但是要实现算法单调收
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敛，需要满足以下条件［１３］

‖Ｅ（ ｊ ＋ １）‖σ ＜ ‖Ｅ（ ｊ）‖σ，　 （Ｅ（ ｊ） ≠ ０）
‖Ｅ（ ｊ ＋ １）‖σ ＝ ‖Ｅ（ ｊ）‖σ，　 （Ｅ（ ｊ） ＝ ０）

（２７）
式中， σ ＝ １，２，∞ ， ｊ ＝ ０，１，…。

引理 １　 基于遗忘因子的 ＩＬＣ 算法单调收敛的

条件是

‖ｇｃ‖１ ＜ １ －
‖Ｍ′‖σ

‖Ｅ（ ｊ）‖ σ
（２８）

　 　 证明　 根据（２０）式及范数性质，可得

‖Ｅ（ ｊ ＋ １）‖σ ≤‖Ｇ′ｃ‖σ‖Ｅ（ ｊ）‖σ ＋ ‖Ｍ′‖σ

（２９）
　 　 当 ‖Ｍ′‖σ ＝ ０ 时，Ｇ′ｃ 满足下式时算法单调

收敛

‖Ｇ′ｃ‖σ ≤ １ （３０）
　 　 当‖Ｍ′‖σ ＞ ０时，（２９） 式可变为

‖Ｅ（ ｊ ＋ １）‖σ － ‖Ｅ（ ｊ）‖σ ≤
　 ‖Ｍ′‖σ － （１ － ‖Ｇ′ｃ‖σ）‖Ｅ（ ｊ）‖σ （３１）

若满足

‖Ｍ′‖σ － （１ － ‖Ｇ′ｃ‖σ）‖Ｅ（ ｊ）‖σ ≤ ０
（３２）

即

‖Ｇ′ｃ‖σ ≤ １ －
‖Ｍ′‖σ

‖Ｅ（ ｊ）‖σ
（３３）

　 　 则（２７）式成立，算法单调收敛。
综合（３０）式与（３３）式，可知（３３）式成立时，算

法即单调收敛。
由于 Ｇ′ｃ 是一个下三角 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵，可知

‖Ｇ′ｃ‖１ ＝ ‖Ｇ′ｃ‖∞ ＝ ‖ｇｃ‖１ （３４）
　 　 由于‖Ｇ′ｃ‖２

２ ＝ λｍａｘ（Ｇ′ｃ ＴＧ′ｃ） 且对称矩阵 Γ满

足 λｍａｘ（Γ） ≤‖Γ‖１，其中 λｍａｘ（） 表示矩阵最大特

征值。
则 ‖Ｇ′ｃ‖２

２ ≤ （‖Ｇ′ｃ‖１） ２ （３５）

　 　 因此‖ｇｃ‖１ ＜ １ －
‖Ｍ′‖σ

‖Ｅ（ ｊ）‖σ
为（２７） 式成立

的充分条件。 即可证得。
注 １　 由（３３） 式可知，当 Ｍ′≠ ０时，为实现系

统单调收敛，‖Ｇ′ｃ‖σ 的取值上限实际上是随着

‖Ｅ（ ｊ）‖σ 的减小而减小的， 当 Ｅ（ ｊ） → Ｅ∗ 时，
‖Ｇ′ｃ‖σ 取值上限达到最小值，此时满足（３３） 式条

件的 Ｇ′ｃ 才可以真正实现算法单调收敛。 同时也能

得到结论：当系统中存在非严格重复扰动时，能够实

现算法单调收敛的控制增益取值范围实际上在变

小。
３．２　 最优控制增益

ＩＬＣ控制系统单调收敛时最优控制增益问题可

转换为求‖Ｇ′ｃ‖σ 最小值问题［１３⁃１４］，因此最优控制

增益问题转变为 ｍｉｎ（‖ｇｃ‖１） 问题。 具体如下

λＩ ＝ ψ（μ） （３６）
μ ＝ λ ０ ０ … ０[ ] Ｔ （３７）

则 ｇｃ ＝ μ － ＱＳ， 其中 Ｓ ∈ Ｒ３，Ｑ ∈ ＲＭ×３，Ｓ ＝
［ ｓＰ ｓＩ ｓＤ］ Ｔ ，且

Ｑ ＝

ｇ１ ｇ１ ｇ１
ｇ２ ｇ１ ＋ ｇ２ ｇ２ － ｇ１
ｇ３ ｇ１ ＋ ｇ２ ＋ ｇ３ ｇ３ － ｇ２
︙ ︙ ︙
ｇＭ ｇ１ ＋ ｇ２ ＋ … ＋ ｇＭ ｇＭ － ｇＭ－１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

（３８）
由于

‖ｇｃ‖１ ＜ Ｍ‖ｇｃ‖２ 且 ρ ＝ ‖ｇｃ‖２
２ ＝ ｇＴｃ ｇｃ

（３９）
ρ ＝ λ２ － ２μＴＱＳ ＋ ＳＴＱＴＱＳ （４０）

　 　 通过对 ρ 中的 Ｓ求梯度，并令
∇ρ
∇Ｓ

＝ ０，可得最优

值 Ｓ∗

Ｓ∗ ＝ （ＱＴＱ） －１ＱＴμ ＝ ｇ１（ＱＴＱ）
－１［λ λ λ］ Ｔ

（４１）
　 　 假设

（ＱＴＱ） －１ ＝
ｑ１ ｑ２ ｑ３
ｑ２ ｑ４ ｑ５
ｑ３ ｑ５ ｑ６

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

（４２）

　 　 可得最优控制增益值为

ｓ∗Ｐ ＝ λｇ１（ｑ１ ＋ ｑ２ ＋ ｑ３）

ｓ∗Ｉ ＝ λｇ１（ｑ２ ＋ ｑ４ ＋ ｑ５）

ｓ∗Ｄ ＝ λｇ１（ｑ３ ＋ ｑ５ ＋ ｑ６）

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（４３）

　 　 由（４３）式可知，当系统状态方程参数确定后，
ＩＬＣ算法的最优控制增益也随之确定。 当 ＩＬＣ 算法

中引入遗忘因子后，迭代学习律（３）的最优控制增

益值随遗忘因子值变化而变化。

４　 仿真验证

以文献［１４］中仿真示例为仿真对象，使用文献
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［２３］中的严格非重复扰动，可得

ｘ ｊ（ ｉ ＋ １） ＝ ＡＤｘ ｊ（ ｉ） ＋ ＢＤｕ ｊ（ ｉ） ＋ ｗ ｊ（ ｉ）
ｙ ｊ（ ｉ） ＝ ＣＤｘ ｊ（ ｉ） ＋ ｖ ｊ（ ｉ）

{
ｉ ＝ ０，１，…，１００， ｊ ＝ ０，１，… （４４）

式中

ＡＤ ＝
０．８１８７ ０ ０
０．４５２６ ０．００９７ ０
０．００２３ ０．０１ １

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

ＢＤ ＝
０

０．０１９７
０．０２１１

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

　 ＣＤ ＝ ０ ０ １[ ]

ｗ ｊ（ ｉ） ＝

２０ｓｉｎ ｉ
Ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ ６ｉ

Ｍ
æ

è
ç

ö

ø
÷

１０ｓｉｎ ｉ
Ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ ６ｉ

Ｍ
æ

è
ç

ö

ø
÷

０．４ｊ ｓｉｎ ２ｊπｉ
Ｍ

＋ π
３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ ３ｊπｉ

Ｍ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

ｖ ｊ（ ｉ） ＝ ０ ０ ｓｉｎ ｉ
Ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ ２ｉ

Ｍ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

Ｔ

（４５）

　 　 采样时间为 Ｔ ＝ ０．０１ ｓ，迭代周期 ｔｆ ＝ １ ｓ
期待输出轨迹为

ｙｄ（ ｉ） ＝ １０ １ ＋ ｓｉｎ ２πｉ
Ｍ

－ π
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú （４６）

式中， ｓＰ ＝ － ０．０９８ ８。
此时传统 ＰＩＤ型 ＩＬＣ算法最优增益为

ｓＰ ＝ － ０．０９８ ８， ｓＩ ＝ １．２５４ ８∗１０
－４， ｓＤ ＝ ４７．１７３ ６

（４７）
　 　 引入遗忘因子 ｓ∗Ｐ ＝ － ０．０８８ ９时，由（４３） 式计算

可得

ｓ∗Ｐ ＝ － ０．０８８ ９， ｓ∗Ｉ ＝ １．１２９ ３∗１０ －４， ｓ∗Ｄ ＝ ４２．４５６ ２
（４８）

　 　 为对比不同控制增益下算法收敛特性，假设带

遗忘因子的 ＩＬＣ 算法使用（４７）式所示控制增益时

系统输出误差为 ｅ１，使用式（４８）所示控制增益时系

统输出误差为 ｅ２，最后一次迭代时系统输出误差范

数为 ｍｉｎ（ｎｏｒｍ（ ｅ１））和 ｍｉｎ（ｎｏｒｍ（ ｅ２）），则对应的

输出误差范数如图 １所示。
由图 １ 可知，改进的控制增益可以使系统在经

历 ３次迭代后基本达到最小值，而传统最优控制增

益需要 ４次迭代后趋于稳定值，收敛速度明显提升。
当系统迭代 ４ 次后，不同控制增益的 ＩＬＣ 算法

基本都实现了快速收敛，达到了最小系统输出跟踪

误差。 为对比不同控制增益对系统输出误差波动的

图 １　 不同增益时输出误差范数对比

抑制能力，选择第 ４ 次迭代到第 ２０ 次迭代共 １７ 次

迭代的输出误差范数的方差进行对比，如表 １所示：
表 １　 不同控制增益时扰动抑制对比

输出误差范数 传统最优增益 新最优增益

方差 ０．０６０ ８ ０．０１２ ９

由表 １可知，迭代学习从第 ４ 次至第 ２０ 次时，
使用传统增益的带遗忘因子 ＩＬＣ算法输出跟踪误差

波动较大，而本文提出的新最优控制增益可以有效

减小时变干扰引起的输出跟踪误差波动。
下面分析遗忘因子对随机干扰的抑制作用，假

设当迭代次数 ｊ＝ １０ 时系统扰动幅值达到最大且存

在随机干扰，此时

ｗ ｊ３（ ｉ） ＝ ４ ｓｉｎ ２０π
ｉ
Ｍ

＋ π
３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ ３０π ｉ

Ｍ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｆｒａｎｄ

（４９）
式中， ｆｒａｎｄ 表示幅值为 １的随机干扰。 当遗忘因子 λ
＝ ０．９时输出误差范数如图 ２所示。

图 ２　 随机干扰时不同控制增益输出误差范数对比

由图 ２可知，本文提出的新最优控制增益 ＩＬＣ
算法仍然有效抑制随机干扰造成的系统跟踪误差，
保证系统快速收敛且收敛速度较快。

继续使用输出误差范数的方差来对比不同算法

控制增益对系统输出跟踪误差波动的抑制作用，具
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西　 北　 工　 业　 大　 学　 学　 报 第 ３７卷

体如表 ２所示：
表 ２　 随机干扰时不同控制增益扰动抑制对比

输出误差范数 传统最优增益 新最优增益

方差 ０．１１８ ６ ０．０２３ ９

由表 ２可知，当系统中随机干扰为主要干扰时，
本文提出的最优控制增益对随机干扰引起的输出跟

踪误差波动有明显的抑制作用，且优于传统最优控

制增益算法。

５　 结　 论

本文针对一类含非严格重复干扰的 ＬＴＩ 系统，
提出了一种带遗忘因子 ＩＬＣ算法的最优控制增益设

计方法。 该方法扩展了带遗忘因子 ＩＬＣ算法的收敛

充要条件，得到了算法最优控制增益，证明了该算法

在快速收敛的同时保证输出跟踪误差收敛到零的邻

域内。 同时依据遗忘因子和系统状态方程参数可快

速计算出系统最优控制增益，实现系统单调快速收

敛，抑制系统非严格时变扰动对系统输出的影响，兼
顾了系统收敛性和抗干扰性。

与传统最优控制增益设计方法相比，文中所提

方法充分考虑了遗忘因子对算法收敛性及算法控制

增益值的影响，为时变遗忘因子 ＩＬＣ 算法及自适应

遗忘因子 ＩＬＣ算法的最优控制提供了理论依据。 同

时，对于一类如直线电机的复杂非线性系统来说，通
常都是简化为含复杂扰动的线性系统进行分析与研

究，本文也为该类系统的精密运动控制提供了新的

研究思路。
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