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基于 ＴＯＡ 的水下目标定位算法克拉美罗界
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摘　 要：对基于到达时间估计的水下主动目标定位方法的定位误差克拉美罗界进行了分析，针对现有

误差分析过程中时间测量误差假设不适用于非合作目标情况的问题，提出了时间测量误差可变的定

位误差分析方法，推导了时间测量误差随目标位置变化时定位误差的克拉美罗下界，并进行了计算机

蒙特卡罗仿真实验，结果表明经过修正后的克拉美罗下界整体上小于修正前克拉美罗下界，且在定位

范围内，修正后克拉美罗下界的分布变化趋势与蒙特卡罗统计实验的定位方差分布变化趋势更加

相符。
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　 　 在众多水下无线传感器网络的定位算法中，根
据在定位过程中有无利用距离信息可将定位算法分

为基于测距的定位算法和无需测距的定位算法。 其

中基于测距的定位算法根据节点与目标之间的距离

实现对目标的定位，其定位精度较高。 基于测距的

定位算法包括了基于 ＴＯＡ（ ｔｉｍｅ ｏｆ ａｒｒｉｖａｌ）、基于

ＴＤＯＡ（ｔｉｍｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｏｆ ａｒｒｉｖａｌ）、基于 ＤＯＡ（ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ
ｏｆ ａｒｒｉｖａｌ）以及基于 ＲＳＳ（ｒｅｃｅｉｖｅｄ ｓｉｇｎａｌ ｓｔｒｅｎｇｔｈ）等
的定位算法［１⁃５］。 通常定位算法性能分析从定位误

差几何精度因子 ＧＤＯＰ （ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｄｉｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｐｒｅｃｉ⁃
ｓｉｏｎ）分析以及克拉美罗下界两个方面展开。 研究

发现定位误差的大小受到传感器节点位置及位置扰

动、节点量测值测量误差大小、信号在介质中的传播

速度等影响。 为了获得较好的定位性能，研究者对

最优传感器节点几何结构布放策略展开了研

究［６⁃７］，通过分析 Ｆｉｓｈｅｒ信息矩阵以及克拉美罗界研

究最优的传感器网络几何结构。 可见，对水下传感

器网络定位方法克拉美罗界的研究在定位性能分析

以及网络结构部署方面均有重要的意义。
在分析定位误差的克拉美罗界过程中，经常假

设各个节点时间同步，且各节点获得的观测量的误

差相互独立且服从均值为零的高斯分布，并且各个

节点观测量误差的方差均相同。 张健在其硕士论文

中以各个节点获得的信号到达时间服从均值为真实

值方差为 σ２ 的正态分布为前提条件推导了基于

ＴＯＡ的定位误差克拉美罗界［６］。 文献［７］研究基于

距离量测的水下目标定位方法以定位精度最优为目

标的传感器最优布放策略，通过最大化 Ｆｉｓｈｅｒ 信息

矩阵的行列式的值获得最高定位精度，其中计算

Ｆｉｓｈｅｒ信息矩阵过程中，假设各个节点的距离量测

估计误差均服从均值为 ０，方差为 σ２ 的高斯分布。
文献［８］研究无线传感器网络进行目标定位的统计

性能，将定位误差的克拉美罗界视为随机变量，研究

其概率分布情况，给出了定位误差 ＣＲＬＢ 的闭式表

达式，其分析过程中假设各个锚节点获得的目标到

达时间估计量服从独立同分布且各个节点的估计量

方差均相同。 关于各个节点对信号到达时间观测量

（或观测误差）的方差相同的假设，在某些合作场景

下，待定位目标与传感器网络节点之间具有通信能

力的情况下是成立的，如 ＵＵＶ 的定位、传感器节点

定位等。 然而对于非合作场景，如传感器网络对未

知目标进行定位，节点对目标距离的估计通过发射

信号的回波时延进行计算获得，因此时延估计的性

能受到信噪比的影响，不同节点获得的 ＴＯＡ估计量
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或者距离估计量的方差不同，故以上假设不再适用，
需要重新分析推导定位误差及克拉美罗界。 针对这

一点，本文以水下传感器网络对非合作目标的主动

探测定位为应用背景，研究各观测节点对目标的测

距误差随距离变化时，定位误差的克拉美罗界。

１　 基于 ＴＯＡ 的主动定位原理

在目标定位研究领域，主动定位 ＴＯＡ 算法的定

位示意图如图 １所示。

图 １　 基于 ＴＯＡ的主动节点定位示意图

其中，每个节点为主动节点，具有发射和接收信

号的能力， Ｓ 为目标位置，ｒｉ（ ｉ ＝ １，…，Ｎ） 为目标到

节点 ｉ 的距离。 ＴＯＡ 算法由节点发射信号，经目标

反射后由节点接收信号，根据发射信号和接收信号

之间的传播时间，计算出信号的传播距离，即目标到

节点的距离，利用这些距离信息可以进行定位。
假设 Ｎ 个节点的位置为（ｘｉ，ｙｉ），ｉ ＝ １，…，Ｎ，目

标位置为（ｘ，ｙ） ，则观测节点获得的目标的距离为

ｒｉ ＝ （ｘ － ｘｉ） ２ ＋ （ｙ － ｙｉ） ２ 　 ｉ ＝ １，…Ｎ （１）
式中， ｒｉ为目标到第 ｉ个节点的距离。 节点与目标之

间的距离可以通过（２） 式计算得到，即

ｒｉ ＝
τｉ

２
ｃ　 ｉ ＝ １，…Ｎ （２）

式中， ｃ 为水中声速，τｉ 为第 ｉ 个节点接收信号与发

射信号之间的时间延迟。
对（１） 式中的方程组整理得到

ｘ（ｘ１ － ｘｉ） ＋ ｙ（ｙ１ － ｙｉ） ＝
１
２
（ ｒ２ｉ － ｒ２１ ＋ ｘ２１ － ｘ２ｉ ＋ ｙ２１ － ｙ２ｉ ） ｉ ＝ ２，…Ｎ　 （３）

令

Ａ ＝
ｘ１ － ｘ２ ｙ１ － ｙ２
︙ ︙

ｘ１ － ｘＮ ｙ１ － ｙＮ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

Ｘ ＝ ［ｘ，ｙ］ Ｔ

Ｆ ＝ １
２

ｒ２２ － ｒ２１ ＋ ｘ２１ － ｘ２２ ＋ ｙ２１ － ｙ２２
ｒ２３ － ｒ２１ ＋ ｘ２１ － ｘ２３ ＋ ｙ２１ － ｙ２３

︙
ｒ２Ｎ － ｒ２１ ＋ ｘ２１ － ｘ２Ｎ ＋ ｙ２１ － ｙ２Ｎ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

则（３）式可以写作以下矩阵形式

ＡＸ ＝ Ｆ （４）
（４）式的最小二乘解即为目标位置的估计值

Ｘ^ ＝ （ＡＴＡ） －１ＡＴＦ （５）
　 　 则目标位置的真实值 Ｘ和估计值 Ｘ^之间的差值

可以认为是 ＴＯＡ定位算法的定位误差。

２　 基于 ＴＯＡ 的主动定位误差分析

对目标定位算法进行性能分析的一个重要途径

是进行定位误差分析，可以从 ２个方面进行：①通过

对定位方程求微分获得定位误差大小；②通过分析

定位方法的克拉美罗界对定位性能进行分析。
２．１　 节点距离测量误差分析

对于第 ｉ个接收节点，测量得到的目标距离值 ｒ^ｉ
服从均值为 ｒｉ，方差为 σ２ｉ 的正态分布，其中 σ２ｉ 是一

个和目标真实位置 θ ＝ （ｘ，ｙ） Ｔ 相关的量。 如果采用

最大似然法对时延 τ 进行估计，则其估计均方误

差为［９］

δ２τ ≥
Ｎ０
２Ｂ２０ Ｅ

（６）

目标距离值 ｒ 与时延 τ 之间为线性关系 ｒ ＝ ｃ
２
τ ，因

此目标距离估计值得均方误差满足

δ２ｒ ＝ ｃ２

４
δ２τ ≥

Ｎ０ｃ２

８Ｂ２０ Ｅ
（７）

式中， Ｂ０ 为信号均方根带宽，Ｅ 为接收信号能量，
Ｎ０ ／ ２为噪声功率谱密度。 由于最大似然估计是无

偏估计或渐近无偏估计，并且同时是有效估计或者

渐近有效估计［１０］，因此目标距离测量值可近似认为

服从均值为 ｒ，方差为 σ ２的正态分布，其中 σ ２ ＝
Ｎ０ｃ２

８Ｂ２０ Ｅ
达到了（７） 式中的均方误差下界。 可见，在发

·２７８·



第 ５期 杜金香，等：基于 ＴＯＡ的水下目标定位算法克拉美罗界

射信号确定（Ｂ０ 为确定值）的前提下，目标距离测量

值的方差与接收节点观测到的信噪比成反比例。 而

根据主动声呐方程，在噪声掩蔽下，发射声源级、环
境噪声级、目标强度等参数确定的情况下，接收节点

的信噪比与信号传播经历的路程有关。 因此，不同

的节点处获得的距离估计量方差是不同的。
对于主动寻的节点，其回波的信噪比可以按照

主动声呐方程进行计算

ＲＳＮ ＝ ＳＬ － ＮＬ ＋ ＴＳ ＋ ＤＩ － ２ＴＬ （８）
或者

ＲＳＮ ＝ ＳＬ － ＲＬ ＋ ＴＳ － ２ＴＬ （９）
式中， ＳＬ 为发射声源级，ＮＬ 为噪声级，ＴＳ 为目标强

度，ＤＩ 为指向性因数，ＴＬ 为节点至目标的单程传播

损失，ＲＬ 为混响级。
海水中声信号的传播损失可以用以下式子计算

ＴＬ ＝ ｎｌｇｒ ＋ αｒ （１０）
式中， ｒ 为节点与目标之间的距离，ｎ 取 ２０（球面扩

展） 或 １０（柱面扩展），α 为吸收系数。 在深海环境

下，声信号传播符合球面扩展，并且当主动发射信号

频率在中低频范围内时，吸收损失较小，在此为了分

析简便，忽略吸收损失，则传播损失可以近似为

ＴＬ≈ ２０ｌｇｒ （１１）
经过推导，可以得到距离测量值方差近似为

σ２ｒ ≈
Ｎ０ｃ２

８Ｂ２０ Ｅ
＝ ｋｒ４ （１２）

式中， ｋ ＝ ｃ２

４·１０Ｍ／ １０ＢＢ２０
，Ｂ 为信号带宽，Ｍ ＝ ＳＬ － ＮＬ

＋ ＴＳ ＋ ＤＩ或者Ｍ ＝ ＳＬ － ＲＬ ＋ ＴＳ。 可见在阵列、发射

信号以及环境参数确定的情况下，距离估计方差随

距离的增大而增大。
２．２　 基于 ＴＯＡ 的主动定位误差分析

对（１）式的定位方程两边求微分，不考虑节点

位置误差时，可得误差方程为

ｄｒｉ ＝
ｘ － ｘｉ

ｒｉ
ｄｘ ＋

ｙ － ｙｉ

ｒｉ
ｄｙ，　 ｉ ＝ １，…，Ｎ （１３）

令

Ｃ ＝

ｘ － ｘ１
ｒ１

ｙ － ｙ１
ｒ１

︙ ︙
ｘ － ｘＮ

ｒＮ

ｙ － ｙＮ

ｒＮ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

ｄＸ ＝ ｄｘ ｄｙ[ ] Ｔ

ｄｒ ＝ ｄｒ１ … ｄｒＮ[ ]
Ｔ

则可将上式写作矩阵形式

ｄｒ ＝ ＣｄＸ （１４）
则有

ｄＸ ＝ Ｃ†ｄｒ （１５）
式中， Ｃ† 表示矩阵 Ｃ 的伪逆。

定位误差的协方差矩阵为

ＰｄＸ ＝ Ｅ（ｄＸｄＸＴ） ＝ Ｃ†Ｅ（ｄｒｄｒＴ）（Ｃ†） Ｔ （１６）
令 Ｅ（ｄｒｄｒＴ） ＝ Γ ，则有

Γ ｉｊ ＝
σ２ｉ
０{ ，ｉ ＝ ｊ
，ｉ≠ ｊ

ＧＤＯＰ ＝ ｔｒ（ＰｄＸ） （１７）
式中， ｔｒ（·） 表示矩阵的迹。
２．３　 克拉美罗界

已有文献进行定位性能分析时，通常假设时间

测量值服从均值为实际值的正态分布，且各个节点

获得的时间测量值的方差相同。 而实际应用中，该
假设只适用于对合作目标的定位，对于将传感器网

络用于非合作目标的定位时不再适用，非合作目标

到不同节点的距离测量误差会因为距离的不同而变

化。 因此针对传感器网络用于目标定位的情况，对
其克拉美罗界需要进行修正。

ｒ^ｉ 关于目标位置的条件概率密度函数为

ｆ（ ｒ^ｉ θ） ＝ １
２πσｉ

ｅｘｐ［ － （ ｒ^ｉ － ｒｉ） ２ ／ （２σ２ｉ ）］

（１８）
　 　 对测量得到的相互独立的距离估计量，联合条

件概率密度函数为

ｆ（ ｒ^ θ） ＝∏
Ｎ

ｉ ＝ ｍ
ｆ（ ｒ^ｉ θ） （１９）

对（１９）式两边取对数，得到

Ｌ（ ｒ^ θ） ＝ － １
２
ｌｎ ２π∏

Ｎ

ｉ ＝ ｍ
σ２ｉ( ) －∑

Ｎ

ｉ ＝ ｍ

１
２σ２ｉ
（ ｒ^ｉ － ｒｉ） ２

（２０）
则费舍尔信息矩阵为

Ｊθ ＝
Ｊｘｘ Ｊｘｙ

Ｊｙｘ Ｊｙｙ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（２１）

式中

　 　 Ｊｘｘ ＝ Ｅ
∂Ｌ［Ｒ θ］

∂ｘ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

２

{ }
　 　 Ｊｘｙ ＝ Ｅ

∂Ｌ（Ｒ θ）

∂ｘ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

∂Ｌ（Ｒ θ）

∂ｙ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú{ }

·３７８·
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　 　 Ｊｙｘ ＝ Ｅ
∂Ｌ（Ｒ θ）

∂ｘ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

∂Ｌ（Ｒ θ）

∂ｙ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú{ }

　 　 Ｊｙｙ ＝ Ｅ
∂Ｌ（Ｒ θ）

∂ｙ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

２

{ } （２２）

由于距离测量值 ｒ^ｉ 之间互相独立，因此有

Ｅ［（ ｒ^ｉ － ｒｉ）（ ｒ^ ｊ － ｒ ｊ）］ ＝ σ２ｉｊ ＝
σ２ｉｉ，　 ｉ ＝ ｊ 时
０，　 ｉ≠ ｊ 时{

（２３）
得到

Ｊｘｘ ＝∑
Ｎ

ｉ ＝ １

（ｘ － ｘｉ） ２

σ２ｉ ｒ２ｉ

Ｊｘｙ ＝ Ｊｙｘ ＝∑
Ｎ

ｉ ＝ １

（ｘ － ｘｉ）（ｙ － ｙｉ）
σ２ｉ ｒ２ｉ

Ｊｙｙ ＝∑
Ｎ

ｉ ＝ １

（ｙ － ｙｉ） ２

σ２ｉ ｒ２ｉ
（２４）

定位误差的克拉美罗界为

ＣＲＬＢ ＝ Ｔｒ［（Ｊθ）
－１］ ＝

Ｊｘｘ ＋ Ｊｙｙ

ＪｘｘＪｙｙ － ＪｘｙＪｙｘ
（２５）

由（２５）式可以看出，基于 ＴＯＡ 的目标定位方法，其
定位均方误差下界与目标与各个节点的位置关系紧

密相关。 当 σ ２ｉ ＝ σ ２，ｉ ＝ １，…Ｎ 时，即各节点获得的

距离估计方差相同，此时公式（２４）退化成与文献

［６］中相同的结论，因此本文中的结果是合作目标

定位情况下克拉美罗界的推广。
分析修正 ＣＲＬＢ 的计算量，假设一次除法的运

算量与一次乘法相当，即将除法运算等效为乘法运

算，则计算某一位置点的修正 ＣＲＬＢ 需要完成约 ４Ｎ
次加法和约 ９Ｎ 次乘法（其中 Ｎ 为节点数目）。 而计

算修正前 ＣＲＬＢ需要完成的加法和乘法次数分别约

４Ｎ 和 ６Ｎ。 可见，相比于修正前，修正 ＣＲＬＢ 的计算

量略有增加。

３　 数值仿真及结果分析

对基于 ＴＯＡ 的主动定位算法在监测区域内的

定位误差分布进行仿真，使用蒙特卡罗实验获得误

差分布统计结果，并计算定位误差的克拉美罗界。

　 　 仿真实验 １ 　 节点坐标为（ －５００ ｍ，５００ ｍ），
（０，－５００ ｍ），（５００ ｍ，５００ ｍ），构成等腰三角形。 考

察矩形区域内的定位误差分布情况，节点以及考察

区域如图 ２ 所示。 距离测量方差根据（１２）式计算

得到（其中 ｋ 取 ２．５×１０－１２ｍ－２），获得各个节点的距

离测量方差如图 ３ 所示（其中黑色圆点代表节点位

置）。 进行 １００次蒙特卡罗实验，最小二乘 ＴＯＡ 算

法的估计均方误差分布如图 ４所示。

图 ２　 节点部署以及观测区域

图 ３　 各节点距离测量方差

定位误差的修正前克拉美罗界如图 ５ 所示（节
点距离估计方差取 σ２ ＝ １ ｍ２），修正后克拉美罗界

如图 ６所示。
比较图 ４～６可以发现，修正后的 ＣＲＬＢ 在传感

器网络构成的三角形内部的分布情况与蒙特卡罗实

验获得的定位均方误差分布情况更加相符，并且修

正后的 ＣＲＬＢ总体上小于修正前的 ＣＲＬＢ。

·４７８·
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　 　 　 　 图 ４　 估计均方误差分布图　 　 　 　 　 　 图 ５　 修正前 ＣＲＬＢ分布图 图 ６　 修正后 ＣＲＬＢ分布图

　 　 仿真实验 ２ 节点坐标为（－１ ０００ ｍ，－１ ０００ ｍ），
（－１ ０００ ｍ，１ ０００ ｍ）， （１ ０００ ｍ， － １ ０００ ｍ）和
（１ ０００ ｍ，１ ０００ ｍ），构成正方形。 考察矩形区域

（如图 ７ 所示）内的定位误差分布情况。 距离测量

方差 根 据 （ １２ ） 式 计 算 得 到 （其 中 ｋ 取 ２． ５ ×
１０－１２ｍ－２）。 获得 １＃节点的距离测量方差如图 ８ 所

示，其余节点的距离测量方差分布规律与 １＃节点相

似。 最小二乘 ＴＯＡ 算法的误差分布如图 ９ 所示。
定位误差的修正前 ＣＲＬＢ分布情况如图 １０所示（节
点距离估计方差取 σ２ ＝ ３０ ｍ２），修正后 ＣＲＬＢ 分布

情况如图 １１所示。

　 　 　 图 ７　 节点部署以及观测区域　 　 　 　 图 ８　 节点距离测量方差 图 ９　 估计均方误差分布图

图 １０　 修正前 ＣＲＬＢ分布图
图 １１　 修正后 ＣＲＬＢ分布图

·５７８·



西　 北　 工　 业　 大　 学　 学　 报 第 ３７卷

从图 ９～１１ 可以看出，传感器网络覆盖正方形

范围内部的定位误差较小，传感器连线位置的定位

误差大于正方形内部的定位误差；修正后 ＣＲＬＢ 变

化趋势与蒙特卡罗实验获得的估计均方误差变化趋

势更加符合；修正后 ＣＲＬＢ 整体上小于修正前的

ＣＲＬＢ。

４　 结　 论

本文针对水下传感器网络用于非合作目标的定

位问题，根据声呐方程确定每个观测节点对目标距

离估计的方差，进而推导出基于 ＴＯＡ估计的非合作

目标定位误差的克拉美罗下界。 该克拉美罗界可以

看作合作目标定位方差克拉美罗下界的一种推广

形式。
本文的分析结果可用于基于传感器网络的水下

非合作目标定位性能分析以及传感器网络结构布置

的理论分析依据。
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