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摘　 要：针对标准抛物方程（ｓｔａｎｄａｒｄ ｐａｒａｂｏｌｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎ，ＳＰＥ）的固定步长解法在大范围复杂环境电波

传播研究中计算精度与速度难以平衡的问题，提出标准抛物方程的变步长解法。 首先，在推导出

ＳＳＦＴ解法的误差与步长、频率等因素的关系后，为 ＳＰＥ 的变步长解法给出步长的基本选择范围；其
次，在满足误差要求条件下对 ＳＰＥ应用的复杂环境进行等级划分，阐述了不同环境因素作用机理及变

化趋势对步长要求，为不同的复杂环境等级中选择相应的步长提供依据；最后，利用该方法对典型复

杂环境的电波特性进行仿真，仿真结果表明该方法在确保计算精度的情况下，相对于抛物方程的固定

步长解法节省时间最高可达 ７１．４％，验证了提出方法的可靠性与高效性，能大幅度提高抛物方程电波

预测的计算效率。 因此，采用可变步长的抛物方程方法能在保证计算精度的同时，减少计算所占内存

及所需时间，极大地提高了计算效率，在大范围复杂环境电磁波传播实时预测应用中具有现实意义。
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　 　 近年来，伴随科技的快速发展，通信系统、雷达

系统、遥感遥测系统被广泛应用生活与军事，导致空

间电磁环境日益复杂，开展电波在复杂环境下传播

问题的研究意义重大［１⁃３］。
抛物方程模型可以同时处理复杂大气结构、不

规则地形、不同地表介质等复杂环境对电波传播的

影响，能预测点对点之间的路径传播损耗以及区域

电磁特性覆盖，是研究复杂环境下电波传播问题的

最为准确、有效的模型之一［４］。 自 Ｌｅｏｎｔｏｖｉｃｈ 和

Ｆｏｃｋ 从 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 波 动 方 程 推 导 出 抛 物 方 程

（ｐａｒａｂｏｌｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎ，ＰＥ），并建立了对流层电波传播

建模的理论框架以来，抛物方程模型就一直在电波

传播研究领域中展现其强大的适应性［５］。 针对电

波传播的复杂环境，为保证模型计算的精准度，
Ｄｏｃｋｅｒｙ和 Ｋｕｔｔｌｅｒ［６⁃７］将边界阻抗考虑进 ＳＳＦＴ（ｓｐｌｉｔ⁃
ｓｔｅｐ ｆｏｕｒｉｅｒ ｔｒａｎｓｆｏｒｍ）解法中，提出了离散混合傅里

叶变换 （ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｍｉｘｅｄ ｆｏｕｒｉｅｒ ｔｒａｎｓｆｏｒｍ，ＤＭＦＴ）方
法，随后又提出后向差分的离散混合傅里叶变换方

法提高了算法应用在复杂环境中的稳定性。 很多学

者也在研究不规则地形下的抛物方程［８⁃１０］，而
Ｏｚｇｕｎ［１１］提出的不规则地形条件下的双向抛物方程

解法则提高了抛物方程的精度，并有学者进行了算

法的加速研究［１２］。 现阶段针对复杂环境下的抛物

方程开展了大量研究，Ｈｅ 等［１３］分析了象境下传道

波播模型；Ｓｈｅｎｇ 等［１４］利用抛物方程分析了不规则

地形和粗糙海面复杂地理环境下毫米波的特征及其

在标准大气、雨和雾的复杂气象环境中的应用等。
标准 抛 物 方 程 （ ｓｔａｎｄａｒｄ ｐａｒａｂｏｌｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎ，

ＳＰＥ）作为 ＰＥ的主要形式之一，在远距离电波传播

预测中应用广泛。 ＳＰＥ的解法主要分步傅里叶变换

ＳＳＦＴ和有限元法及有限差分法等数值解法等［１５⁃１６］。
由于 ＳＳＦＴ解法在求解抛物方程时比其他方法更加

高效，所以在电波传播问题研究中应用广泛。 虽然

ＳＳＦＴ相对于其他解法已经是 ＳＰＥ的快速解法，但实

际应用中采用的都是固定步长方法，在研究大范围

电波传播问题中依然效率较低，尤其是双向抛物方

程、不规则地形等在复杂环境下的抛物方程，需要的

计算量巨大。 国内外学者也提出相应的算法以进一
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步提高 ＳＳＦＴ的计算效率，张青洪等［１７］提出非均匀

网格的解法，但未给出网格选择范围；Ｃｈｅｎ 等［１８］提

出不规则地形下的可变步长技术，但是并没有给出

相应的步长选择范围。

１　 抛物方程简介

ＰＥ大多情况下使用直角坐标系 ｘｙｚＯ 下的表达

式，假设电波以向 ＋ ｘ 方向很小角度方向传播，那么

从二维标量 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ方程推导出的 ＰＥ在 Ｔａｙｌｏｒ展
开取前 ２项近似后得到标准抛物方程

∂ｕ（ｘ，ｚ）
∂ｘ

＝ ｉｋ
２
１
ｋ２
∂２

∂ｚ２
＋ ｎ２（ｘ，ｚ） － １é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｕ（ｘ，ｚ）

（１）
式中， ｕ（ｘ，ｚ）表示电场或磁场的波函数；ｋ为真空中

的波数；ｎ 表示大气折射指数。

假设
∂ｎ
∂ｚ

＝ ０，公式 １的解可以表示为

ｕ（ｘ，ｚ） ＝ ｅΔｘ（Ａ＋Ｂ）ｕ（ｘ０，ｚ） （２）

式中， Ａ ＝ ｉｋ［ｎ
２（ｘ，ｚ） － １］
２

；Ｂ ＝ ｉ

２ｋ·∂
２

∂ｚ２

。 此时，可

将指数项分离为

ｅΔｘ（Ａ＋Ｂ） ＝ ｅＡΔｘｅＢΔｘ （３）
使用幂级数展开及傅里叶变换方法求解公式（２）后
的结果为［１６］

ｕ（ｘ ＋ Δｘ，ｚ） ＝ ｅ
ｉｋΔｘ
２ （ｎ

２－１）Ｆ －１ ｅ
ｉΔｘ
２ｋ ｐ
２Ｆ［ｕ（ｘ０，ｚ）］{ }

式中， Δｘ表示步进的步长；ｐ为频域的变换量；Ｆ（·）
和 Ｆ －１（·） 表 示 傅 里 叶 变 换 及 其 逆 变 换；
ｅｘｐ ｉｋΔｘ ／ ２（ｎ２ － １）[ ] 表示传播媒介对电磁波的折

射效应，称为折射因子；ｅｘｐ ｉΔｘｐ２ ／ ２ｋ( ) 表示电磁波

传播过程中障碍物对电波的绕射效应，称为绕射因

子；ｕ（ｘ０，ｚ） 表示初始场的场分布。
但值得注意的是，使用 ＳＳＦＴ方法得到的结果是

在 ∂ｎ ／ ∂ｚ ＝ ０，即折射率不随高度上变化的前提下推

导而出。 但在复杂的对流层环境中，大气结构为垂

直分布，因此会导致 ∂ｎ ／ ∂ｚ ≠ ０，因此公式（３） 所示

的指数项分离的条件并不满足，如果仍然使用 ＳＳＦＴ
方法则必然会导致误差的产生，而且从公式（３） 可

知，误差来自 Δｘ，Ａ，Ｂ 三项。

２　 误差分析及复杂环境下的步长选择

由于 ＳＳＦＴ 解法是一个步进求解的过程，即每

一次步进的步长是可以变的，这就为变步长技术提

供了可能。 但上一小节的分析说明 ＳＳＦＴ 的误差和

步长的选择有关，如果选择的步长不合适，可能会造

成误差过大的情况。 因此，本小节对 ＳＳＦＴ 进行误

差分析，讨论步长、频率等因素与误差的关系，得出

满足误差条件时的步长范围，并在此基础上对复杂

环境分类，在不同的环境中选择相应的步长，以达到

计算精度与计算效率的均衡。
２．１　 ＳＳＦＴ 的误差分析

本小节分析当指数项分离条件不满足时 ＳＳＦＴ
解法所造成的误差与步长、频率的关系，得到可选择

步长的最大限度，从而为变步长技术提供选择基准。
假设 ∂ｎ ／ ∂ｚ≠０，指数项分离带来的误差用 ｅｄ 表

示为

ｅｄ ＝ ｅｉΔｘ（Ａ＋Ｂ）ｕ － ｅｉΔｘＡｅｉΔｘ Ｂｕ （４）
　 　 将公式（４）按幂级数展开并取前 ３项可得

ｅｄ ≈ １ ＋ （Ａ ＋ Ｂ）Δｘ ＋ （Ａ ＋ Ｂ）（Ａ ＋ Ｂ）Δｘ２ －[

　 １ ＋ ΔｘＡ ＋ Δｘ
２Ａ２

２
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　 １
２
（ＡＢｕ － ＢＡｕ）Δｘ２ （５）

　 　 那么对于误差的推导，关键就是对 ＡＢｕ － ＢＡｕ
的计算。

在 ＳＰＥ的 ＳＳＦＴ解法推导过程中，有

ＡＢｕ － ＢＡｕ ＝ １
４
∂２ｎ２

∂ｚ２
ｕ ＋ ２ ∂ｎ

２

∂ｚ
∂ｕ
∂ｚ

æ

è
ç
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ø
÷ （６）

因此可得误差 ｅｄ 为

｜ ｅｄ ｜ ＝
Δｘ２

８
∂２ｎ２

∂ｚ２
ｕ ＋ ２ ∂ｎ

２

∂ｚ
∂ｕ
∂ｚ （７）

　 　 在平面波情况下有 ∂ｕ ／ ∂ｚ ＝ ｉｋｓｉｎαｕ，带入公式

（７） 得到相对误差 ｜ ｅｄｒ ｜

｜ ｅｄｒ ｜ ＝
Δｘ２

８
∂２ｎ２

∂ｚ２
＋ ２ｉｋｓｉｎα ∂ｎ

２

∂ｚ （８）

　 　 由公式（８）可知，在传播仰角一定的条件下，分
离指数项的误差主要取决于步长 Δｘ，∂２ｎ ／ ∂ｚ２，
∂ｎ２ ／ ∂ｚ 和波数 ｋ。

假设大气环境为标准大气，即ｄＭ ／ ｄｚ为常数，则

ｎ ＝ １ ＋ Ｍ０ ＋
ｄＭ
ｄｚ

ｚæ

è
ç

ö

ø
÷·１０ －６ （９）

·９７８·
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式中， ｄＭ ／ ｄｚ≈－ ４０ Ｍ ／ ｋｍ；Ｍ０ ≈ ３００ Ｍ。
令 ｄＭ ／ ｄｚ·１０ －６ ＝ ｃ，Ｍ０·１０

－６ ＝ ｍ０，则有

∂ｎ２

∂ｚ
＝ ２（１ ＋ ｍ０）ｃ ＋ ２ｃ２ｚ

∂２ｎ２

∂ｚ２
＝ ２ｃ２

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１０）

　 　 将 ∂ｎ２ ／ ∂ｚ，∂２ｎ２ ／ ∂ｚ２ 及 ｋ ＝ ２πｆ ／ ｃ代入，得到相对

误差 ｜ ｅｄｒ ｜ 、步进距离 Δｘ、频率 ｆ 之间的关系为

｜ ｅｄｒ１ ｜ ＝
Δｘ２

４
ｃ２ ＋ ｉ ４πｆ

υ
ｓｉｎα［（１ ＋ ｍ０）ｃ ＋ ｃ２ｚ］

（１１）
式中， υ为光速。 在对流层高度内 ｃ２ｚ≪（１ ＋ ｍ０）ｃ，
且在频率 ｆ ＞ ２ ＭＨｚ时

ｃ２ ≪ ４πｆ
υ
ｓｉｎα（１ ＋ ｍ０）ｃ （１２）

　 　 因此， ｜ ｅｄｒ ｜ 可近似为

｜ ｅｄｒ ｜≈
Δｘ２

４
ｉ ４πｆ

υ
ｓｉｎα（１ ＋ ｍ０）ｃ ＝ ４πｆΔｘ

２ｓｉｎα·１０ －８

υ
（１３）

　 　 假设传播仰角 α 为 １５°，相对误差与步长 Δｘ、频
率 ｆ 的关系曲线如图 １所示。

图 １　 相对误差与步进步长、频率关系

从以上推导和仿真结果可看到，如果保持相对

误差不变，那么发射频率越高要求步进步长越小；同
一频率下，越低误差要求步进步长越小。 在图 １ 中，
相对误差 １％、频率为 ４ ＧＨｚ 时，要求步长小于

１５０ ｍ，在频率为 １０ ＧＨｚ 时，要求步长小于 １００ ｍ，
这也就是意味着计算量增加了 ３０％左右，说明步长

的变化对于误差、计算量都有较大影响。 并且从图

１ 可以看出，满足误差条件下的步长具有一定的选

择空间，这也就为步长限定了基本的选择范围。
在基于 ＳＳＦＴ算法求解 ＳＰＥ 时，由于 ＳＰＥ 的形

式和 ＳＳＦＴ算法的本身的特点决定了解存在误差，
这种误差与 ｎ 的分布形式、电磁波的频率以及步长

Δｘ 相关。 在确定传播环境的大气折射率 ｎ，而电波

频率一旦确定，则Δｘ 的大小是影响计算精度和计算

速度的主要因素。
２．２　 复杂环境下步长选择

在对流层电磁波传播过程中，会有地形、大
气［１９］、地表介质等复杂环境的影响，因此也形成了

各种修正 ＰＥ模型，以增强 ＰＥ的适应性。 上一节给

出了简单环境与步长选择的关系。
根据上一小节分析可知，在误差要求范围内步

进步长有较大的选择空间，为了具体描述复杂环境

与步长的关系，对不同单一环境条件分别选取固定

步长 ５０，１００，１５０ ｍ（７５ ｍ）作为对比，分析不同环境

因素作用机理及变化趋势对步长要求。 实验结果如

图 ２所示。 如图 ２所示，图 ２ａ） ～ ２ｄ）为不同环境条

件下固定步长 ５０，１００，１５０ ｍ（７５ ｍ）在不同水平距

离上的传播因子曲线，这里选取的固定步长为较小

的 ５０ ｍ作对比，具体分析不同环境因素作用机理及

变化趋势对步长要求。 图 ２ａ）为不规则地形下传播

因子随高度变化曲线，但由于此时 １００，１５０ ｍ 步长

方法分别比步长 ５０ ｍ最大相差约 ５，１５ ｄＢ，且随高

度上升相差逐渐减小，在高度约 ２００ ｍ 处曲线基本

重合，因此在地表剧烈变化时，步长选择 ５０ ｍ；图
２ｂ）为大气变化剧烈环境下传播因子随高度变化曲

线，此时 １５０ ｍ 步长方法分别比步长 ５０ ｍ 相差约

３ ｄＢ，而 １００ ｍ步长与其基本重合，因此大气变化剧

烈环境下步长选择 １００ ｍ可保持与 ５０ ｍ相近精度；
图 ２ｃ）为 ２种地表介质交界（中等干地和湿地）处传

播因子随高度变化曲线，但由于此时 １５０ ｍ 步长方

法分别比步长 ５０ ｍ最大相差约 ２ ｄＢ，而 １００ ｍ步长

与其基本重合，因此 ２ 种地表介质交界处步长选择

１００ ｍ可保持与 ５０ ｍ相近精度；由图 ２ｄ）可知大气

剧烈变化和地表介质交界处叠加区域，步长 １００ ｍ
与比步长 ５０ ｍ 相差约 ２ ｄＢ，步长 ７５ ｍ 则与步长

５０ ｍ基本重合。
通过上述仿真及分析，在这些不同的复杂环境

中对电波传播的影响并不相同，其中以地表高程影

响最大，其次为大气、地表介质等。 这也就说明要达

到相同精度，在不同环境下所要求的步长也并不一

致，即地形高程变化时要求较小步长，而相对地，大
气、地表介质等变化时则要求较大步长。 在保持电

磁波的频率不变求解不规则地形条件下（适用于一
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般山区或丘陵地区）电波传播问题时，目前计算最

为精确的分段线性移位变换法，主要对求解时的折

射因子（对应折射率 ｎ）、绕射因子、修正边界进行修

正［２０］。 大气剧烈变化主要修正 ＰＥ 模型中的折射

因子，不同地表介质的主要影响 ＰＥ 模型中的修正

边界［２１］。 则在保证精度的情况下，在复杂环境与步

长选择的关系描述上，不规则地形变化越大，大气环

境变化越剧烈，地表介质越复杂，所对应的步长

越小。

图 ２　 不同环境所对应不同步长的传播因子曲线

　 　 这里，将复杂环境分级并对变步长抛物方程解

法提出 ３个基本准则：
１） 步进步长至少满足对相对误差的要求；
２） 复杂环境等级高，选择较小步进步长；
３） 复杂环境等级低，选择较大步进步长。

表 １　 复杂环境等级划分

复杂度等级 Ⅰ Ⅱ Ⅲ Ⅳ

复杂环境

描述

地表高程

变化剧烈

大气环境

变化剧烈

２种地表

介质交界

简单

环境

表 １ 是对复杂环境进行的分类结果，根据以上

思想与误差分析的讨论，可以得出变步长 ＳＳＦＴ 解

法对步进步长的一般要求

Δｘ１ ＜ Δｘ２ ＜ Δｘ３ ＜ Δｘ４ ＜ Δｘｍａｘ （１４）
式中， Δｘ１ 为地表高程变化剧烈区域所对应的步进

步长；Δｘ２ 为大气环境变化剧烈区域所对应的步长；
Δｘ３ 为不同地表边界条件交界区域所对应的步长；
Δｘ４ 为简单环境所对应的步长；Δｘｍａｘ 为公式（１３）中
要求误差条件下可选取的最大步长。

因此在实际应用时，利用公式（１３）和（１４）计算

出变步长 ＳＳＦＴ解法的步长选择范围，结合图 ２仿真

分析，这样就可以同时避免固定步长解法在复杂环

境中选取大步长的精度缺失与小步长的计算效率低

下问题，提高标准抛物方程的精度和效率。

３　 仿真实验

通过以上 ２个小节的分析，下面介绍仿真条件，
以固定步长 ＳＳＦＴ 计算结果为对比，对变步长解法

的性能进行仿真验证与分析，说明变步长方法的高
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效性与可靠性。
３．１　 仿真条件

１）地表高程的变化采用如图 ３ 所示的类正弦

地形，地形的变化分布在 ２０～２５ ｋｍ之间。

图 ３　 不规则地形剖面示意图

２）不同距离范围内，地表介质变化如表 ２

所示。
表 ２　 地表介质条件

范围 ／ ｋｍ ０～４０ ４０～７０ ７０～１００

边界条件 中等干燥地面 潮湿地面 海面

３）大气环境变化

大气环境和边界条件相对应，０ ～ ７０ ｋｍ 为陆

地，大气环境为标准大气，７０ ～ １００ ｋｍ 为海面环境，
大气环境为蒸发波导。

仿真采用的频率为 ３ ＧＨｚ，要求误差上限为

１％，由（１３）式得出可选取步长最大为 １７０ ｍ，采用

变步长抛物方程理论对上述不同区域的复杂环境设

置不同的步进步长，最终采用的步长分布如表 ３
所示。

表 ３　 变步长解法的步长选择

范围 ／ ｋｍ ０～２０ ２０～２５ ２５～３５ ３５～４５ ４５～６５ ６５～７５ ７５～１００

复杂度等级 Ⅳ Ⅰ Ⅳ Ⅲ Ⅳ Ⅱ／Ⅲ Ⅳ

步长 ／ ｍ １５０ ５０ １５０ １００ １５０ ７５ １５０

　 　 根据环境的复杂度等级对不同区域内选择不同

的步长，２０ ～ ２５ ｋｍ 为复杂度Ⅰ的地表高程剧烈变

化区域，因此选择最小步长 ５０ ｍ；３５～４５ ｋｍ为复杂

度为Ⅲ的地表介质变化区域，因此选择步长 １００ ｍ；
６５～７５ ｋｍ 处为复杂度为Ⅲ与Ⅱ的叠加区域，因此

选择较小步长 ７５ ｍ；其他区域为复杂度Ⅳ的简单环

境，因此选择最大步长 １５０ ｍ。
３．２　 仿真结果

为了验证变步长 ＳＳＦＴ 解法的可靠性，选取固

定步长 ５０ ｍ作为对比，与上述所采用变步长 ＳＳＦＴ
解法的精度相比较。 实验结果如图 ４所示。

如图 ４所示，图 ４ａ） ～ ４ｄ）分别为不同复杂环境

条件下变步长与固定步长解法在不同水平距离上的

传播因子曲线，这里选取的固定步长为较小的

５０ ｍ，作为验证变步长 ＳＳＦＴ 解法精度的对比。 图

４ａ）为水平距离 ２３ ｋｍ传播因子随高度变化曲线，此
处环境复杂度为Ⅰ，但由于此时变步长方法选取的

是最小步长 ５０ ｍ，因此也能精确表现出这种变化；

图 ４ｂ）为水平距离 ２７ ｋｍ 传播因子随高度变化曲

线，由于此处位于类正弦地形的背面，因此会出现电

磁波传播的阴影区。 但由于此时环境复杂度为Ⅳ，
虽然变步长 ＳＦＦＴ选择 １５０ ｍ，还是与固定步长达到

同样的精度；图 ４ｃ）为水平距离 ４１ ｋｍ 传播因子随

高度变化曲线，此处环境复杂度为Ⅲ，变步长选取了

较大的 １００ ｍ步长，达到了与固定步长相近的精度；
图 ４ｄ）为水平距离 ４７ ｋｍ 传播因子随高度变化曲

线，由于复杂度为Ⅳ，因此选取步长为 １５０ ｍ，这时

也和固定步长的结果相近。
通过上述仿真及分析，可以看到变步长 ＳＳＦＴ

解法可以达到较小固定步长相近的结果，从而证明

了变步长 ＳＳＦＴ解法的可靠性。
为了验证变步长 ＳＳＦＴ 解法的高效性，设置计

算范围为 １００ ｋｍ，分别选取固定步长 ５０， ７５ 及

１００ ｍ作为对比，与表 ３ 所采用的变步长效率比较。
计算时间与效率结果如表 ４所示。
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图 ４　 变步长与固定步长在不同水平距离的传播因子曲线

表 ４　 变步长抛物方程的计算量与效率

步长类型 步长 ／ ｍ
水平方向

采样点数
计算时间 ／ ｓ

固定步长 ５０ ／ ７５ ／ １００
２ ０００ ／ １ ３３３ ／
１ ０００

７５．６ ／ ３９．８９ ／
２６．７４

变步长 可变 ８３３ ２１．６３

表 ４ 是变步长与固定步长的效率比较，可以看

到在 １００ ｋｍ 范围内相对于 ５０，７５，１００ ｍ 的固定步

长解法，水平方向采样点数分别减少了 ５８． ４％，
３７．５％， １６． ７％， 计 算 时 间 分 别 减 少 了 ７１． ４％，
４５．７８％，１９．１１％。 同时由图 ４ 及分析可知，变步长

解法可以达到与较小的固定步长相同的计算精度。
这说明变步长解法在不影响精度的同时所带来的计

算效率收益是较大的，而大范围复杂环境电波传播

预测问题中这一优势会凸显地淋漓尽致。

４　 结　 论

传统的抛物方程固定步长 ＳＳＦＴ 解法在远距离

电波预测问题中效率较低，不能进行实时预测。 本

文在对 ＳＳＦＴ 解法误差分析基础上，提出 ＳＳＦＴ 的变

步长解法，可有效克服固定步长计算效率低的问题，
提高了 ＳＳＦＴ解法在各种复杂环境下的适应性。 通

过仿真分析不同环境、步长下的传播因子，并与固定

步长解法相比较，验证了变步长技术的可靠性与高

效性，说明变步长技术可以在不影响计算精度的情

况下，进一步提高抛物方程的求解效率，这对于复杂

环境电波传播特性研究具有巨大意义。
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第 ５期 高颖，等：复杂环境下标准抛物方程变步长解法
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