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摘　 要：精确的动力学模型将为无人机的设计与控制提供指导。 对多旋翼固定翼无人机进行动力学

建模，基于多体动力学思路将其划分为机翼、机体、多旋翼、垂尾、平尾和舵面的多刚体系统，分别针对

每个刚体进行动力学建模，通过虚功形式将各刚体质心处的力和力矩导入第二类拉格朗日方程，选取

四元数作为广义坐标，引入拉格朗日乘子推导并建立该无人机动力学模型，最终通过数值仿真与实验

结果对比表明该动力学模型能够准确反映无人机动态变化过程，为该无人机的控制提供指导。
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　 　 随着“大鹏”、“蓝鲸”等无人机的问世，多旋翼

固定翼无人机已成为目前研究的热点，由于其兼顾

垂直起降和前飞巡航性能，具有较大市场前景。 然

而对于多旋翼固定翼无人机的动力学建模问题到目

前为止仍然没有解决。 国外［１⁃２］和国内［３］分别采用

牛顿－欧拉方程和拉格朗日方程建立固定翼和旋翼

无人机的动力学模型，以上文献均是将无人机看成

完整刚体进行分析。 对于多旋翼固定翼这类特殊无

人机，其在运动过程当中与传统无人机存在以下区

别，首先其旋翼数量较多且旋翼叶片较大，因此旋翼

对于无人机的影响不可忽略；其次，对于该无人机的

动力学建模方法而言，拉格朗日方程与牛顿－欧拉

方程相比，其主要采用能量交换的方式建立动力学

模型，建模更为系统，且拉格朗日方程直接通过旋翼

的转动动能引入旋翼对无人机整体的影响，因此选

用拉格朗日方程作为此类无人机的建模基本方程具

有优势。 为了解决上述问题，建立准确的无人机动

力学模型，采用多体动力学思路，将该无人机划分为

左右机翼、机体、左右平尾、旋翼、垂尾、舵面共计 １６
个刚体，针对每个刚体单独进行动力学分析，通过虚

功和第二类拉格朗日方程［４］，建立该无人机动力学

模型，该建模方法的主要创新点在于，引入圆柱扰流

和平板扰流建立垂直起降过程的无人机非定常动力

学模型，采用四元数描述无人机质心姿态引入拉格

朗日乘子表征各刚体之间的相对约束关系，基于多

体动力学思路和拉格朗日方程建立无人机动力学

模型。

１　 多旋翼固定翼无人机运动学分析

１．１　 坐标系建立

建模整体思路如图 １所示：

图 １　 建模整体框图

该无人机具体构型如图 ２ 所示，采用多旋翼与

固定翼相结合的方式，其中有 ４ 个垂起旋翼和 ２ 个

前拉旋翼，无人机采用 “ Ｔ”形尾。 基于多体动力

学［５⁃７］，将该无人机划分为左机翼、右机翼、机体、左
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平尾、右平尾、垂尾、升降舵、左副翼、右副翼、方向

舵、１号旋翼、２ 号旋翼、３ 号旋翼、４ 号旋翼、５ 号旋

翼、６号旋翼共计 １６ 个刚体，分别以每个刚体的质

心为坐标原点建立右手坐标系。 选取 Ｆｅ 作为基准

坐标系，Ｆ ｌ 为气流坐标系。

图 ２　 无人机坐标系选取示意图

１．２　 广义坐标选取

由于四元数没有奇点且其自带约束［８］有利于

消去拉格朗日乘子，因此选取四元数作为描述无人

机质心姿态的广义坐标，其形式如下
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＝ ａ０ ａ１ ａ２ ａ３[ ] Ｔ （１）

式中， ｑ 为无人机质心广义坐标，ｒｂｅ 用于描述无人

机质心的位置，ｑｂｅ 为用于描述无人机质心姿态的四

元数，四元数 ｑｂｅ 的具体含义为：基准坐标系 Ｆｅ 通过

绕向量 ａ 旋转 δ 角度转换为机体坐标系 Ｆｂ，ａ０，ａ１，
ａ２，ａ３ 为四元数 ｑｂｅ 的分量。

２　 多旋翼固定翼无人机动力学分析

２．１　 机翼、舵面、平尾动力学模型

机翼、舵面、平尾的建模方式相同，在此仅以左

机翼为例给出建模思路，左机翼气动力模型由两部

分构成，即正常飞行的准定常气动力模型和垂直起

降的非定常气动力模型，先给出左机翼准定常气动

力模型
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式中， Ｃｅｌ 为气流坐标系向基准坐标系转换矩阵，Ｖｚ

为左机翼质心处的合速度，Ｓｚ 为左机翼面积，ＣＤ，
Ｃｙ，ＣＬ 均为力系数，采用牛顿插值方法求得。

左机翼非定常气动力模型
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式中， ｗ 为垂起速度，ＣＬ －ｆ 和 ＣＤ －ｆ 为无人机非定常气

动力系数，采用平板扰流的方式 给出，一般只有当

无人机垂起或者垂降时，其值才不为零。 因此左机

翼总力模型为

ｆｚ ＝ ｆ１ ＋ ｆ２ （４）
　 　 对于无人机左机翼所产生的力矩同样由两部分

产生，即无人机左机翼质心处气动力相对于无人机

机体质心所产生的力矩和无人机左机翼在运动过程

当中所产生的非定常气动力矩。 由无人机左机翼质

心气动力所产生的力矩主要在下文通过虚功的形式

引入。 无人机左机翼非定常气动力矩主要为横向阻

尼力矩、航向交叉力矩、航向阻尼力矩，横向交叉力

矩，其具体形式如下
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式中， ｃ 为无人机左机翼平均气动弦长，ｐ，ｒ 为无人

机角速度分量，Ｃ ｌｐ，Ｃｎｐ，Ｃｎｒ，Ｃ ｌｒ 为无人机动导数。
２．２　 机体动力学模型

无人机机体在飞行时主要受到非定常气动力，
采用圆柱扰流近似求得无人机机体在运动过程中的

升力系数与阻力系数，并通过力系数与迎角和机体

质心合速度的耦合得到无人机机体的非定常气动力

模型，其具体形式如下所示

·９２９·
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式中， ＣＤ －ｙ 为圆柱扰流阻力系数，当无人机垂起时

Ｓｊ －１ 为零，当无人机前飞时其值为机体纵向截面积，
当无人机垂起时 Ｓｊ －２ 为机体横向截面积，当无人机

前飞时其值为零，由于无人机机体所产生的力矩较

小，因此在建模过程当中予以忽略。
２．３　 旋翼动力学模型

采用叶素理论所推公式作为旋翼动力学模型的

基本公式，将滑流理论作为动态入流模型，建立旋翼

动力学模型，其具体形式如下
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其中各力和力矩系数形式如下
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式中， Ｃｅａ 为旋翼坐标系向基准坐标系的转换矩阵，
Ｃｂａ 为旋翼坐标系向机体坐标系的转换矩阵，ｋ 为桨

叶片数，ａ∞ 为桨叶翼型升力系数，μ 为前进比，θ ０ 为
桨叶根部安装角，θ １为桨叶扭度，􀭰ｖ０为旋翼平均诱导

速度，λ ０ 为旋翼流入比，Ｃｘ 为桨叶翼型阻力系数，ｍｃ

为旋翼质量，ω 为旋翼转速，Ｒ 为桨叶半径，Ｍｘ，Ｍｙ

分别为螺旋桨桨毂力矩在其Ｘ轴和 Ｙ轴中的投影。
为了方便后续进行无人机虚功的求解，首先求

得无人机整机非定常力矩之和，应当注意的是各刚

体的力模型都是基于基准坐标系建立的，力矩模型

都是基于无人机机体坐标系而建立的。

Ｍｓｕｍ ＝ Ｍｚ ＋ Ｍｙ ＋∑
６

ｉ ＝ １
Ｍｉ ＋ Ｍｐｚ ＋ Ｍｐｙ （１０）

式中，Ｍｓｕｍ 为无人机非定常合力矩，Ｍｚ，Ｍｙ 分别为

无人机左右机翼质心处的非定常气动力矩模型，
Ｍｐｚ，Ｍｐｙ 分别为无人机左右平尾质心处的非定常气

动力矩模型，∑
６

ｉ ＝ １
Ｍｉ 为无人机旋翼 １到 ６号质心处的

非定常气动力矩模型。

３　 拉格朗日方程

３．１　 虚功求解

通过虚位移的方法求得虚功，将各刚体虚功叠

加得到无人机广义力和广义力矩模型，在此以无人

机机体和 １号旋翼为例进行虚功求解，其余刚体类

似求得即可。
对于无人机机体而言，其虚功分为两部分，即无

人机机体气动力模型所做虚功和无人机非定常合力

矩模型所做虚功，其中无人机机体质心到基准坐标

系原点的实位移为 ｒｂｅ，求得其虚位移为 δｒｂｅ ，通过

虚位移求得其气动力所做虚功为

δＷｂ ＝ δ（ｒｂｅ） Ｔ δ（ｑｂｅ） Ｔ[ ]
ｆｂ
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（１１）

　 　 同理求得其合力矩所做虚功为

δＷ ＝ δ（ｒｂｅ） Ｔ δ（ｑｂｅ） Ｔ[ ]
０

（Ｓｂｅｂ ） ＴＭｓｕｍ
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式中， Ｓｂｅｂ 为四元数求偏导后的分量，对于 １ 号旋翼

而言，其非定常气动力矩所做虚功已在 Ｍｓｕｍ 中求

解，其气动力模型所做虚功按上文方式进行求解，旋
翼质心到基准坐标系原点的实位移为 ｒａｅ，其虚位移

为 δｒａｅ ，所做虚功具体形式如下

δＷ１ ＝ δ（ｒｂｅ） Ｔ δ（ｑｂｅ） Ｔ[ ]

ｆａ
∂（ＣＴｂｅｒａｂ） Ｔ
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（１３）
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　 　 将所有虚功进行求和运算，便可以得到无人机

质心处的广义力和广义力矩模型为

Ｆ ＝
ｆ′
Ｍ′

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＝ δＷ ＋ δＷｂ ＋ δＷｚ ＋∑

６

ｎ ＝ １
δＷｎ ＋ δＷｙ ＋

　 δＷｈ ＋ δＷｉ ＋ δＷｍ ＋ δＷｐ ＋ δＷｑ ＋ δＷｋ ＋ δＷｊ
（１４）

式中， Ｆ 为无人机整机广义力和力矩模型，δＷｚ，δＷｙ

分别为无人机左右机翼质心气动力所做虚功，δＷｐ，

δＷｑ 分别为左右平尾质心气动力所做虚功，∑
６

ｎ ＝ １
δＷｎ

为无人机 １到 ６号旋翼所做虚功，δＷｋ，δＷｊ 分别为方

向舵和升降舵质心气动力所做虚功，δＷｈ，δＷｉ 分别

为无人机左右副翼质心气动力所做虚功，δＷｍ 为垂

尾质心气动力所做虚功。
３．２　 拉格朗日函数

为了建立该无人机的动力学模型，首先应该进

行拉格朗日函数的求解，其主要由无人机的动能与

势能所构成，其中无人机的动能主要为旋翼动能和

无人机整机动能之和，旋翼动能的求解可以分为两

部分，即跟随无人机一起运动时的动能和单独旋转

时的转动动能［９］，无人机动能的具体形式如下

Ｔｅ ＝
１
２
ＶＴＭＶ ＋ Ａ （１５）

Ｖ ＝
ｖｂｅ

ωｂｅ
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Ｍ ＝
（ｍｓｕｍ）Ｉ３×３

（Ｊｓｕｍ）
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ë
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ù
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（１７）

Ａ ＝ １
２
Ｊａω２ａ ＋

１
２
Ｊｃω２ｃ ＋

１
２
Ｊｄω２ｄ ＋

　 １
２
Ｊｎω２ｎ ＋ １

２
Ｊｆω２ｆ ＋

１
２
Ｊｇω２ｇ （１８）

式中， ｖｂｅ 为无人机质心速度，ω ｂｅ 为无人机质心角速

度，ｍｓｕｍ 为无人机各刚体质量和，Ｊｓｕｍ 为无人机各刚

体转动惯量之和，Ｊａ，Ｊｃ，Ｊｄ，Ｊｎ，Ｊｆ，Ｊｇ 分别为各旋翼

转动惯量，ω ａ，ω ｃ，ω ｄ，ω ｎ，ω ｆ，ω ｇ 分别为各旋翼自身

转速，Ａ 为 ６个旋翼转动动能之和。
对于该无人机，其势能直接进行求解即可

Ｕｅ ＝ － ｍｓｕｍｇＩＴ３ ｒｂｅ

ＩＴ３ ＝ ［０ ０ １］ （１９）
　 　 因此拉格朗日函数 Ｌ 为

Ｌ ＝ Ｔｅ － Ｕｅ （２０）
３．３　 动力学模型建立

将上述求得的各项带入下面的拉格朗日方程

当中
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＝ ΞＴλ ＋ Ｆ （２１）

式中， λ为拉格朗日乘子，带入四元数约束后可以直

接消掉，Ｆ 为无人机质心的广义力和广义力矩矩阵，
Ξ为四元数自带约束，其中拉格朗日乘子主要表征

各刚体之间的约束。

４　 仿真与实验

采用 ＭＡＴＬＡＢ 基于四阶龙格库塔方法对该无

人机的动力学模型进行数值仿真，将仿真结果与牛

顿－欧拉方程六自由度模型进行对比，仿真初始条

件为：旋翼 １⁃６号的转速分别为 １ ５００，１ ０００，１ ５００，
１ ５００，１ ０００，１ ５００ ｒ ／ ｍｉｎ，无人机飞行高度为１００ ｍ，
前飞速度为 ６ ｍ ／ ｓ，初始迎角为 ３°，其余量的初始值

均为零，其仿真结果如下。 在该飞行过程当中无人

机没有侧向运动，因此其侧滑角、侧向速度等量均

为零。
图 ３ 主要描述了无人机迎角的变化过程，无人

机迎角初始时刻为 ３°，并未达到稳定，因此无人机

迎角一开始便快速由 ３°变化到 ５°，而后再逐步趋于

稳定状态；图 ７主要表示无人机总能量变化曲线，拉
格朗日方程与牛顿－欧拉方程仿真结果差异不大，
符合逻辑。 通过图 ３～６数值仿真结果的对比，可以

发现拉格朗日方程与牛顿－欧拉方程仿真结果在

１２０ ｓ之前两者变化趋势一致，但动态变化过程不一

致，即拉格朗日方程以一种波动的形式趋于稳定，而
牛顿－欧拉方程则不存在波动，在 １２０ ｓ之后两者仿

真曲线几乎相同。 接下来对这种现象进行分析，首
先牛顿－欧拉方程与拉格朗日方程相比，两者在建

模过程当中所忽略和着重考虑的因素略有不同，但
两者最终都是回归到牛顿第二定律和转动惯量定律

上，因此最终两者仿真结果趋于一致。 对于两者仿

真结果为何在前 １２０ ｓ趋势一致而动态变化过程不

一致，其主要原因在于以下三方面，从建模基本方程

而言，拉格朗日方程是采用四元数描述无人机姿态，
由于四元数自带约束将产生拉格朗日乘子，而牛顿

－欧拉方程则是采用欧拉角描述无人机姿态，欧拉

角不存在约束，因此由于处理四元数约束将导致两

者动态变化过程有所不同；其次拉格朗日方程在处

理无人机力矩时，是将其化为两部分，即非定常气动

力矩直接给出，气动力所产生力矩通过虚功形式引

·１３９·
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入，而牛顿－欧拉方程更倾向于直接将力矩引入无

人机质心，因此拉格朗日方程在考虑无人机力矩时

更为全面；最后，从旋翼对无人机整机的影响考虑，
拉格朗日方程以动能的形式引入旋翼对无人机整机

的影响，而牛顿－欧拉方程则是通过力和力矩的形

式引入旋翼的影响。 因此拉格朗日方程对于此类特

殊无人机的动力学建模问题具有较大优势。

　 　 　 　 图 ３　 无人机迎角变化曲线　 　 　 　 图 ４　 无人机上升速度变化曲线 图 ５　 无人机前飞速度变化曲线

图 ６　 无人机俯仰角变化曲线

图 ７　 无人机总能量变化曲线

对多旋翼固定翼无人机而言，更为关注的过程

应当是垂起改平飞过程，接下来采用如下方式进行

该无人机的垂起改平飞实验，并将仿真结果与实验

进行对比，过渡策略为多旋翼无人机 ０～２８ ｓ，４个垂

起旋翼转速由 １ ５００ ｒ ／ ｍｉｎ线性增加到 ２ ０００ ｒ ／ ｍｉｎ，

２个前拉旋翼无转速，２８ ｓ 开始进行过渡，从 ２８ ～
４０ ｓ，４个垂起旋翼转速线性减少为 ０。 ２ 个前拉旋

翼转速线性增加到 ２ ０００ ｒ ／ ｍｉｎ，４０ ～ ５０ ｓ，２ 个前拉

旋翼转速保持不变，４个垂起旋翼转速均为零，多旋

翼固定翼无人机前飞速度达到 １５ ｍ ／ ｓ，垂起改平飞

顺利结束，其具体过程如下：
　 　 图 ８～１１描述了无人机由垂起改平飞的整个过

程，其中无人机在前 ２８ ｓ 内进行垂直起飞，当飞行

高度达到 １７１ ｍ后，无人机由垂直起飞开始改向前

飞状态；由图 ９可以观察得到无人机垂起改平飞过

程高度损失约 ２ ｍ，高度损失不大，能够保证飞行的

稳定性；由图 １０ 可知，无人机在前 ３０ ｓ 内，其迎角

均为－９０°，在 ３０ ｓ后由于 ２ 个前拉旋翼转速的增加

和 ４个垂起旋翼转速的减小，其迎角变化曲线有凸

起，最后无人机迎角再次慢慢趋于稳定，无人机改平

飞过程顺利完成；图 １１表示了无人机垂起改平飞过

程当中总能量的变化，其中总能量曲线变化较为平

缓，说明该无人机垂起改平飞过程较为顺利，所制定

的过渡策略能完成目标。
图 ８～１１同时也描述了拉格朗日方程与牛顿－

欧拉方程在无人机垂起改平飞过程当中仿真结果的

差异，通过图 ８，１０，１１的对比可以发现，拉格朗日方

程与牛顿－欧拉方程仿真结果具有较好的一致性，
能够较为准确地描述无人机垂起改平飞的过渡过

程；通过图 ９ 可以发现，拉格朗日方程、牛顿－欧拉

方程以及实验数据，三者具有一定差异，产生差异的

主要原因在于真实情况下无人机由垂起改平飞的过

·２３９·
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　 　 　 　 图 ８　 过渡阶段无人机前飞速度　 　 　 图 ９　 过渡阶段无人机飞行高度 图 １０　 过渡阶段无人机

数值仿真与实验对比 数值仿真与实验对比 迎角变化曲线

图 １１　 过渡阶段无人机总能量变化曲线

程中将受到不同旋翼之间的干扰，由于无人机旋翼

数量较多，因此忽略旋翼间的干扰阻力将导致数值

仿真结果与实验结果的差异。

５　 结　 论

通过该无人机动力学建模与仿真结果分析可以

得到如下结论：
（１） 本文主要对拉格朗日方程动力学建模的整

体思路和建模方法进行归纳，其中拉格朗日方程与

牛顿欧拉方程相比，其主要是通过能量交换的方式

进行动力学建模，通过虚功引入广义力和力矩，通过

拉格朗日乘子处理刚体之间的约束，这种建模方法

能够更为全面地考虑多旋翼对于无人机整体的影

响，更适合于多旋翼固定翼这类结构复杂的无人机；
（２） 通过图 ３ ～ ７ 拉格朗日方程多体动力学建

模与牛顿－欧拉方程动力学建模仿真结果的对比可

以发现，两者的最终结果是一致的，但两者由仿真初

始条件过渡到稳定状态的过程不一致，拉格朗日方

程主要是通过波动的形式变化到稳定，而牛顿－欧
拉方程不存在波动，其主要原因在于两类方程的基

准方程都是牛顿第二定律和转动惯量定律，但在方

程推导和建模的过程当中，拉格朗日方程基于能量

交换的方式更为全面地考虑了旋翼和非定常气动力

矩对于无人机的影响，这将导致其存在上述差异。
（３） 通过图 ８～１１无人机垂起改平飞过渡阶段

实验与仿真结果对比，上文所提过渡策略能完成无

人机垂起改平飞过程，且该动力学模型能够准确描

述无人机动态变化过程，通过仿真曲线发现过渡阶

段无人机高度下降约 ２ ｍ，能量和迎角曲线变化相

对光滑，如果对无人机高度有严格要求，可以进一步

优化过渡策略，减小过渡过程的高度下降。
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