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摘　 要：高精度方法在多种网格单元上的推进是一个难点。 提出了一种基于高精度谱差分格式（ＳＤ）
的三维混合网格求解方法，用于求解三棱柱 ／四面体混合网格。 通过一阶 ｈ⁃加密方法对混合网格进行

加密，生成一套六面体网格，并保证网格在边界处的高阶精度。 将设计于六面体单元上的 ＳＤ格式应

用于加密后的非结构网格。 通过计算 Ｅｕｌｅｒ Ｖｏｒｔｅｘ 流动以及 Ｔａｙｌｏｒ⁃Ｃｏｕｅｔｔｅ 流动，验证了求解器对于

无黏和有黏流动的高精度特性；通过定常球体绕流数值模拟以及非定常三维圆柱绕流数值模拟，与现

有文献结果进行对比，验证了方法的有效性。
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　 　 随着计算气动声学的兴起、对复杂流动现象

（如旋涡、分离、湍流等）计算需求的增长，高精度格

式因其低耗散、低色散的特性而能够很好地满足上

述要求，逐渐受到了广泛关注［１］。 传统的高精度方

法由差分方法发展而来，基于结构网格进行求解，对
复杂外形的适应性不强、不利于网格自适应。 由此，
基于非结构 ／混合网格的高精度方法就具有紧迫的

现实需求和广阔的应用前景［２］。 近年来发展的基

于非结构 ／混合网格的高精度方法主要包括 ｋ⁃Ｅｘａｃｔ
和 ＥＮＯ ／ ＷＥＮＯ 等有限体积方法、ＤＧ 等有限元方

法、谱体积（ＦＶ）方法、谱差分（ＳＤ）方法以及通量重

构（ＦＲ ／ ＣＰＲ）方法。 其中，有限体积类高精度方法

在各类网格单元上的实现较为直观，ＤＧ 和 ＣＰＲ 等

方法也成功实现了在各类网格单元上的应用［３⁃５］，
但 ＳＤ方法在此方面进展缓慢。

ＳＤ方法最早在三角形单元上提出［６］，随后推广

至四边形和六面体单元，并可在这 ２ 种单元上达到

任意阶精度［７］。 后来发现，高于二阶的 ＳＤ 格式在

三角形单元上存在弱不稳定现象，Ｂａｌａｎ 等［８］通过

引入 Ｒａｖｉａｒｔ⁃Ｔｈｏｍａｓ 空间得到了三角形单元上的

三、四阶稳定格式。 Ｘｉｅ等［９］在 ＳＤ 格式中引入分层

多项式基，取代用于构造解多项式的拉格朗日插值

基，并改变了解通量点的分布，降低了方法对内存的

消耗及提高了计算效率。 此后，ＳＤ 方法在除三角

形、四边形以及六面体以外的其他网格单元上还未

有进展。 但 ＳＤ方法由于采用微分（差分）形式的方

程求解，无需进行复杂的高斯积分，因此具有计算量

小、计算效率高的特点。 另外，传统非结构网格高精

度格式是通过多维耦合重构的，但 ＳＤ 格式在四边

形和六面体单元上通过分维度构造格式，更进一步

减小了计算量［１０］。 因此，如何将非结构 ／混合网格

与 ＳＤ方法的优势结合起来，是 ＳＤ 方法推广过程中

的关键。
Ｌｉａｎｇ等［１１］通过 ｈ⁃加密方法，将三角形 ／四边形

混合网格切分为四边形非结构网格，实现了二维情

况下 ＳＤ 方法在混合网格上的应用。 对于三维情

况：棱柱单元（包括六面体）对于物面边界的正交性

良好，通常用来划分附面层网格；四面体单元因相邻

节点数最少，具有最好的几何适应性。 本文针对三

棱柱 ／四面体混合网格，通过一阶 ｈ⁃加密方法将其

加密为六面体非结构网格，并通过拉格朗日插值保

证对物面处的高精度拟合，运用六面体单元 ＳＤ 格

式，实现了 ＳＤ方法在三维混合网格上的应用。
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１　 数值方法

１．１　 ＳＤ 方法简介

考虑如下守恒形式的三维非定常 ＮＳ方程

∂Ｑ
∂ｔ

＋ ∂Ｆ
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＋ ∂Ｇ
∂ｙ

＋ ∂Ｈ
∂ｚ

＝ ０ （１）

式中， Ｑ是守恒变量；Ｆ，Ｇ和Ｈ分别是沿 ｘ，ｙ和 ｚ方
向的总通量。 为了方便方法的实施，通常将非结构

网格单元变换到统一的标准单元上进行计算。 例

如，对于物理空间（ｘ，ｙ，ｚ） 中全部的六面体单元，都
可通过下式投影到一个标准立方体单元（０ ≤ ξ ≤
１，０ ≤ η ≤ １，０ ≤ ζ ≤ １） 上
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式中， Ｋ 是定义一个网格单元的节点数，（ｘｉ，ｙｉ，ｚｉ）
是第 ｉ 个节点的坐标（动网格下随时间变化），Ｍｉ 是

节点对应的形函数。 对于每条边都为直线的六面体

单元，Ｋ ＝ ８；对于曲面边界上的网格单元，２０个节点

可以定义一个二阶网格单元（１２个边中心点，８个角

点）；３２个节点可以定义一个三阶网格单元（２４个边

中心点，８个角点）。 很明显，相比于低精度网格，高
精度网格能够把具有曲面（边） 几何形状的物体拟

合得更精确。 本文中所有曲面边界都用二阶精度网

格进行拟合。
投影关系确定后，便可得到每个网格单元相应

的雅克比矩阵 Ｊ。 由此，ＮＳ 方程在计算空间中可表

示成如下形式
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式中， ｜ Ｊ ｜ 为变换雅克比矩阵的秩；Ｊ －１ 为其逆

矩阵。
ＳＤ方法通过在网格单元内部分布的解点（ｓｏｌｕ⁃

ｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔｓ，ＳＰｓ）与通量点（ ｆｌｕｘ ｐｏｉｎｔｓ，ＦＰｓ）来构造

单元内连续的解多项式和通量多项式。 对于三阶精

度 ＳＤ格式而言，标准四边形单元上的解点与通量

点分布如图 １所示，灰色箭头表示通量点构造多项

式的方向。
通常，对于 Ｎ 阶精度 ＳＤ格式，需要沿每个坐标

轴方向定义Ｎ个 ＳＰｓ来构造Ｎ － １阶解多项式，Ｎ ＋ １
个 ＦＰｓ来构造 Ｎ 阶通量多项式（控制方程中通量项

要做空间一阶导，因此所构造的通量多项式需要高

一阶）。 本文中，ＳＰｓ选点（Ｘｓ） 由下式定义
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（５）
ＦＰｓ点 （Ｘｓ＋１ ／ ２） 选为： 单元边界上两点 Ｘ１ ／ ２ ＝ ０，
ＸＮ＋１ ／ ２ ＝ １ 加上单元内部 Ｎ － １ 个点 （Ｎ － １ 阶

Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式的根）。 ｎ 阶 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式可通

过如下关系式构造

Ｐｎ（ξ） ＝
２ｎ － １

ｎ
（２ξ － １）Ｐｎ－１（ξ） － ｎ － １

ｎ
Ｐｎ－２（ξ）

（６）
式中，起始的 ２ 个多项式为 Ｐ －１（ξ） ＝ ０ 和 Ｐ０（ξ） ＝
０。

图 １　 三阶 ＳＤ格式在四边形标准单元上的

通量点（方块）与解点（圆形）分布

定 义 了 ＳＰｓ 和 ＦＰｓ 后， 可 以 构 造 出 如 下

Ｌａｇｒａｎｇｅ插值基
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那么，解点 ／通量点构造的解 ／通量多项式如下

　 Ｑ（ξ，η，ζ） ＝

　 　 ∑
Ｎ

ｋ ＝ １
∑
Ｎ

ｊ ＝ １
∑
Ｎ

ｉ ＝ １

􀭾Ｑｉ，ｊ，ｋ

｜ Ｊｉ，ｊ，ｋ ｜
·ｈｉ（ξ）·ｈ ｊ（η）·ｈｋ（ζ）

·９６９·
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　 Ｆ （ξ，η，ζ） ＝
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　 Ｇ （ξ，η，ζ） ＝

　 　 ∑
Ｎ

ｋ ＝ １
∑
Ｎ
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∑
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ｉ ＝ １
Ｇ ｉ，ｊ ＋ １２ ，ｋ

·ｈｉ（ξ）·ｌ ｊ ＋ １２（η）·ｈｋ（ζ）

　 Ｈ （ξ，η，ζ） ＝

　 ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
∑
Ｎ

ｊ ＝ １
∑
Ｎ

ｉ ＝ １
Ｈ ｉ，ｊ，ｋ＋ １２

·ｈｉ（ξ）·ｈ ｊ（η）·ｌｋ＋ １２（ζ） （８）

　 　 但如此构造的多项式只在单元内部连续，在单

元边界处不连续。 因此，对于无黏通量，在边界处用

Ｒｕｓａｎｏｖ黎曼求解器［１２］进行求解；对于黏性通量，
在边界处取平均。
１．２　 ＳＤ 方法的特性分析

ＳＤ方法由于采用微分（差分）形式的方程求

解，无需进行复杂的高斯积分，因此具有计算量小、
计算效率高的特点。

对于四边形单元和六面体单元，ＳＤ方法的构造

非常简单直观，可以达到任意阶精度；由于在这 ２ 种

单元上通过（８）式所示分维度构造解 ／通量多项式，
并结合图 １所示的解点 ／通量点分布可知，虚线方框

内的 ４个通量点处的守恒变量值可以直接由方框内

３ 个解点处的值计算得到，因此其插值将退化为一

维，使得计算效率进一步提高。 其他方向（其他变

量）的插值同样将退化为一维。

图 ２　 三阶 ＳＤ格式在三角形标准单元上的

通量点与解点分布

但对于三角形单元，当阶数大于 ２ 时，传统的

ＳＤ方法在三角形网格单元上会存在弱不稳定，其三

阶格式解点 ／通量点分布如图 ２ａ）所示。 文献［８］利
用 Ｒａｖｉａｒｔ⁃Ｔｈｏｍａｓ空间（ＲＴ空间）进行通量插值，提
出了一种适用于三角形单元的稳定的 ＳＤ 方法，即
ＳＤＲＴ方法（三阶格式解点 ／通量点分布如图 ２ｂ）所
示）。 文章通过线性稳定性分析，得到了二 ～四阶

ＳＤＲＴ方法稳定的通量点分布。 但对于五阶精度及

以上的 ＳＤＲＴ方法，至目前为止未有学者给出稳定

的通量点分布方式。 而且如图 ２ 所示，三角形中的

解点与通量点的分布相互之间并没有联系，使得每

一项插值依然是二维，即若要得到任一通量点处的

守恒变量值，需要单元上的所有解点共同插值得到，
相比于四边形而言计算量大很多。

下面具体对比六面体与四面体单元的计算效

率。 对于 Ｎ 阶精度 ＳＤ 格式，六面体单元中每个坐

标轴方向定义 Ｎ 组 ＳＰｓ，Ｎ＋１ 组 ＦＰｓ，那么单元内总

共的解点和通量点数量分别为

ＮＳＰ，ｈ ＝ Ｎ３

ＮＦＰ，ｈ ＝ ３Ｎ２（Ｎ ＋ １） （９）
四面体中定义的解点和通量点数分别为

ＮＳＰ，ｔ ＝
Ｎ（Ｎ ＋ １）（Ｎ ＋ ２）

６

ＮＦＰ，ｔ ＝
Ｎ（Ｎ ＋ １）（Ｎ ＋ ３）

２
（１０）

式中，下标 ｈ和 ｔ分别表示六面体和四面体。
对比数值计算过程中由解点上的守恒变量（􀭾Ｑ）

插值得到所有通量点处的守恒变量这一操作，六面

体单元和四面体单元需要的乘法次数分别为

Ｎｈ ＝ Ｎ × ＮＦＰ，ｈ ＝ ３Ｎ３（Ｎ ＋ １）

Ｎｔ ＝ ＮＳＰ，ｔ × ＮＦＰ，ｔ ＝
Ｎ２（Ｎ ＋ １） ２（Ｎ ＋ ２）（Ｎ ＋ ３）

１２
（１１）

由上可见，四面体单元中这一操作计算量的增长率

比六面体单元高两阶。 当 Ｎ ＝ ４时，２种单元的自由

度之比为 ＮＳＰ，ｈ ／ ＮＳＰ，ｔ ＝ ３．２，但这一操作的计算量之

比 Ｎｈ ／ Ｎｔ ≈ ０．６８６。 易知，Ｎ ＝ ４ 时完成这一步操作

六面体的计算效率是四面体的 ４．６７ 倍，并且随着格

式精度的提高，计算效率差距会进一步扩大。
上述分析说明了 ＳＤ 格式在四边形、六面体单

元上的突出优势，以及在其他网格单元上的局限性

或者不可行性。 对于其他几种差分类的高精度格式

（如 ＦＲ格式），其四边形 ／六面体单元的计算效率也

同样高于其他网格单元。
１．３　 ｈ⁃加密

对于含有三棱柱或四面体单元的非结构 ／混合

网格，目前 ＳＤ 格式是没法求解的。 一种思路是可

以通过单元的体心、面心以及边中心进行加密，将这

２种单元切分为若干小六面体单元。 并且根据 １．２
节所述可知，在精度足够高时，将三维混合网格拆分

·０７９·
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成六面体网格不但能够使得全局自由度大大提高，
同时总计算量反而比初始混合网格单元计算量

更小。

图 ３　 直线加密四面体单元　 　 图 ４　 直线加密三棱柱单元

图 ３ 显示了将 １ 个四面体单元进行加密，切分

为 ４个六面体单元的方法；图 ４ 显示了将一个三棱

柱单元加密为 ６个六面体单元的方法（粗灰线表示

加密之前的网格线，细黑线是用于加密的网格线）。
由图 ４可知，若三棱柱中 ｐ１ ～ ｐａ 等方向近似垂直于

物面，加密后六面体单元仍能与物面保持良好的正

交性。

图 ５　 近壁面单元加密示意图

当一个单元处于曲面边界上时，加密时需要保

证网格的高精度特性。 如图 ５ 所示，以四边形单元

为例。 假设 ｐ１ｐ２ 处于边界上，８ 个方块点定义 １ 个

二阶精度的初始四边形单元。 进行网格加密时首先

应该以这 ８个方块点为参考，插值得到如图所示的

圆点位置，以保证将曲面边界刻画得精确，再将所有

的点关联起来，得到 ４ 个加密后的二阶精度四边形

单元。 同理可对三棱柱和四面体单元进行取点

加密。
本文中初始高精度网格是由 Ｇａｍｂｉｔ得到的，更

一般的做法可参考文献［１３］：首先，用求解器直接

读取目前商用软件生成的直线网格；然后，采用非均

匀有理 Ｂ 样条曲线 ／曲面描述几何外形，作为新生

成网格点的参考面；最后，用基于径向基函数（或弹

性体法、弹簧网格法等）的网格变形方法调整物面

周围网格点的位置，确保网格质量。

２　 数值验证

本节将用存在解析解的有黏和无黏算例验证

ＳＤ方法的空间精度；并计算定常三维圆球绕流以及

非定常三维圆柱绕流，分别与已有文献结果进行对

比，验证求解器的可靠性。 所有算例均采用五级四

阶显式龙格库塔格式进行时间推进［１４］。
２．１　 Ｅｕｌｅｒ Ｖｏｒｔｅｘ 流动

Ｅｕｌｅｒ ｖｏｒｔｅｘ流动被广泛用来测试无黏流动求

解器的精度。 在 Ｅｕｌｅｒ ｖｏｒｔｅｘ流动中，均匀来流输运

一个等熵涡，这里令 ｚ 方向速度为 ０，用 ２Ｄ Ｅｕｌｅｒ
ｖｏｒｔｅｘ流动初始化流场。 所有边界都设为周期性边

界条件。 理想情况下，流动将一直保持二维，那么此

算例在无穷大区域内的解析解为

ｕ ＝ Ｕ∞ ｃｏｓθ －
􀆠ｙｒ
ｒｃ
ｅｘｐ
１ － ｘ２ｒ － ｙ２ｒ
２ｒ２ｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷{ }

ｖ ＝ Ｕ∞ ｓｉｎθ ＋
􀆠ｘｒ
ｒｃ
ｅｘｐ
１ － ｘ２ｒ － ｙ２ｒ
２ｒ２ｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷{ }

ｗ ＝ ０

ρ ＝ ρ∞ １ －
（γ － １）（􀆠Ｍ∞ ）

２

２
ｅｘｐ
１ － ｘ２ｒ － ｙ２ｒ

ｒ２ｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷{ }

１
γ－１

ｐ ＝ ｐ∞ １ －
（γ － １）（􀆠Ｍ∞ ）

２

２
ｅｘｐ
１ － ｘ２ｒ － ｙ２ｒ

ｒ２ｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷{ }

γ
γ－１

（１２）
式中， Ｕ∞ ，ρ∞ ，ｐ∞ 和 Ｍ∞ 分别为均匀流的速度、密
度、压力和马赫数；θ 为均匀流方向与 ｘ 轴的夹角；􀆠
和 ｒｃ 分别为涡的强度和尺寸；相对坐标（ｘｒ，ｙｒ） 定义

如下

ｘｒ ＝ ｘ － ｘ０ － 􀭵ｕｔ
ｙｒ ＝ ｙ － ｙ０ － 􀭰ｖｔ （１３）

式中， （􀭵ｕ，􀭰ｖ） ＝ （Ｕ∞ ｃｏｓθ，Ｕ∞ ｓｉｎθ） 均匀流的速度分

量，（ｘ０，ｙ０） 代表涡的初始位置。
在本仿真中，均匀来流的流动参数是： （Ｕ∞ ，

ρ∞ ） ＝ （１，１），马赫数 Ｍ∞ ＝ ０．３，涡随着均匀流沿 θ ＝
π ／ ６方向运动。 计算域为 ０≤ ｘ，ｙ≤１０，０≤ ｚ≤２。
仿真初始时刻，将强度和尺寸分别为 􀆠 ＝ １ 和 ｒｃ ＝ １
的涡置于计算域中心，即（ｘ０，ｙ０） ＝ （５，５），仿真时间

步长取 Δｔ ＝ １ × １０ －３。 用网格量分别为 ３０ ／ ９０，
２００ ／ ５６８和 １ ６００ ／ ４ ４５１的 ３ 套三棱柱 ／四面体混合
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网格进行精度测试。 图 ６ａ）显示了第一套网格划分

情况，图 ６ｂ）所示是一阶 ｈ⁃加密后得到的计算网格。

图 ６　 用于 Ｅｕｌｅｒ Ｖｏｒｔｅｘ流动仿真的 ３０ ／ ９０个三棱柱 ／四面体

混合单元网格加密示意图

图 ７显示了 ｔ ＝ ２．３ 时刻，用四阶精度格式在网

格量为 ２００ ／ ５６８的网格上仿真的瞬时密度云图。 此

时，涡已经由初始时刻所处的流场中心向右上角运

动了一段距离，涡形状保持得非常好。

图 ７　 ｔ＝ ２．３时刻 Ｅｕｌｅｒ Ｖｏｒｔｅｘ流动密度云图

通过密度的 Ｌ１ 和 Ｌ２ 误差，进一步验证了计算

精度。 ２个误差定义如下

Ｌ１ ＝
∑
ＮＤＯＦ

ｉ ＝ １
｜ ρｉ － ρｅｘａｃｔｉ ｜

ＮＤＯＦ
（１４）

Ｌ２ ＝
∑
ＮＤＯＦ

ｉ ＝ １
（ρｉ － ρｅｘａｃｔｉ ） ２

ＮＤＯＦ
（１５）

式中， ρｉ 和 ρｅｘａｃｔｉ 分别是第 ｉ 个自由度处的数值解和

解析解；ＮＤＯＦ 是全局的自由度数量。 对于 １ 套具有

Ｎｐｒｉｓｍ 个三棱柱单元和 Ｎｔｅｔ 个四面体单元的初始网

格，若用一阶 ｈ⁃ 加密，并采用 Ｎ 阶精度格式，则其自

由度为

ＮＤＯＦ ＝ （Ｎｐｒｉｓｍ·６ ＋ Ｎｔｅｔ·４）·Ｎ３ （１６）
表 １给出了 ｔ ＝ ２．３时刻上述 ３套网格在三阶和四阶

格式下的误差和精度。 精度的计算依据如下公式

Ｎｏｒｄｅｒ ＝
ｌｏｇ（Ｌｃｏａｒｓｅ ／ Ｌｆｉｎｅ）

ｌｏｇ（ ３ ＮＤＯＦ，ｆｉｎｅ ／ ＮＤＯＦ，ｃｏａｒｓｅ ）
（１７）

　 　 从表中可见，误差随着网格的加密逐渐减小。
当使用三阶精度格式时，数值计算得到的精度阶数

略小于 ３；四阶精度格式得到的结果略大于 ４。 因

此，求解器在此无黏流动中达到了设计精度。
表 １　 Ｅｕｌｅｒ ｖｏｒｔｅｘ 流动仿真的误差和

精度的阶数（基于密度计算）

格式 网格量 Ｌ１ 误差 精度 Ｌ２ 误差 精度

三阶

３０ ／ ９０ ２．４７×１０－４ － ４．７８×１０－４ －

２００ ／ ５６８ ４．１９×１０－５ ２．８６ ９．６２×１０－５ ２．５８

１ ６００ ／ ４ ４５１ ５．６４×１０－６ ２．９１ １．４７×１０－６ ２．７３

四阶

３０ ／ ９０ ５．０２×１０－５ － １．１５×１０－４ －

２００ ／ ５６８ ３．０５×１０－６ ４．２９ ９．５８×１０－６ ４．００

１ ６００ ／ ４ ４５１ １．７７×１０－７ ４．３３ ４．６３×１０－７ ４．６３

２．２　 Ｔａｙｌｏｒ⁃Ｃｏｕｅｔｔｅ 流动

Ｔａｙｌｏｒ⁃Ｃｏｕｅｔｔｅ流动形成于具有相对转动的 ２个
同心圆形壁板之间。 当流场雷诺数很小（相对角速

度差较小）时，Ｔａｙｌｏｒ⁃Ｃｏｕｅｔｔｅ 流动将达到一个稳态，
即黏性效应能平衡惯性。 平衡状态下流动的周向速

度会具有如下解析表达式

ｖθ ＝ ωｉｒｉ

ｒｏ
ｒ

－ ｒ
ｒｏ

ｒｏ
ｒｉ

－
ｒｉ
ｒｏ

＋ ωｏｒｏ

ｒ
ｒｉ

－
ｒｉ
ｒ

ｒｏ
ｒｉ

－
ｒｉ
ｒｏ

（１８）

式中， ｒ 为半径；ω 为角速度；下标 ｉ和 ｏ分别表示内

壁板和外壁板。
在当前仿真中，内壁板半径为 ｒｉ ＝ １，以角速度

ωｉ ＝ １逆时针转动；外壁板半径为 ｒｏ ＝ ２，角速度ωｏ ＝
０；２个壁板都视为等温壁。 雷诺数的值依赖于 ｒｉ，ωｉ
以及流体黏性（假设为常量），取为 Ｒｅ ＝ １０。 内壁板

处的马赫数设为 Ｍｉ ＝ ０．１。 用网格量分别为

９６ ／ １６２，７６８ ／ ８２６和 ６ １４４ ／ ５ ６６７的 ３套三棱柱 ／ 四面

体混合网格进行精度测试，内、外壁板附近都用三棱

柱网格单元进行划分，中间区域用四面体单元进行

划分。 图 ８ａ） 显示了第一套网格划分情况，图 ８ｂ）
是一阶 ｈ⁃加密后得到的计算网格。

图 ９ 显示了计算达到稳定状态后，四阶精度格

式在网格量为 ７６８ ／ ８２６ 的网格上仿真的密度云图。
可以看出，云图由一系列层次分明的同心圆组成，与
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预期一致。

图 ８　 用于 Ｔａｙｌｏｒ⁃Ｃｏｕｅｔｔｅ流动仿真的 ９６ ／ １６２个　 　 　 　 　 图 ９　 仿真稳定后 Ｔａｙｌｏｒ⁃Ｃｏｕｅｔｔｅ流动密度云图

三棱柱 ／四面体混合单元网格加密示意图

　 　 表 ２给出了上述 ３套网格在三阶和四阶精度格

式下仿真稳定后由 ｘ 方向速度分量计算的得到的误

差和精度。 从表中可见，三阶和四阶格式都达到了

设计精度，说明求解器对于黏性流体也能够实现预

期精度的数值模拟。
表 ２　 Ｔａｙｌｏｒ⁃Ｃｏｕｅｔｔｅ 流动仿真的误差和精度的阶数

（基于 ｘ 向速度分量计算）

格式 网格量 Ｌ１ 误差 精度 Ｌ２ 误差 精度

三阶

９６ ／ １６２ １．５８×１０－３ － １．７０×１０－３ －

７６８ ／ ８２６ ２．４９×１０－４ ２．９７ ２．９６×１０－４ ２．８１

６ １４４ ／ ５ ６６７ ３．５０×１０－５ ２．９２ ４．６１×１０－５ ２．７６

四阶

９６ ／ １６２ ５．１０×１０－４ － ４．８９×１０－４ －

７６８ ／ ８２６ ３．６５×１０－５ ４．２４ ３．５５×１０－５ ４．２２

６ １４４ ／ ５ ６６７ １．９１×１０－６ ４．３９ ２．０３×１０－６ ４．２５

２．３　 定常三维圆球绕流

此算例模拟三维圆球黏性绕流，并与实验结果

进行对比，验证求解器的有效性。
计算状态为马赫数 ０．３，雷诺数 １１８，此问题实

验得到的阻力系数为 １．０１［１５］。 计算域为 １０×１０×１０
的立方体，将半径为 ０．５的圆球置于流场中心，圆球

表面视为绝热壁，前端和后端分别为流入和流出边

界，四周为对称边界条件。 图 １０显示了圆球表面以

及其垂直于 ｚ 向的子午面网格加密示意图，初始网

格包含了 ２４０ ／ ４ １３８ 个三棱柱 ／四面体混合网格单

元，加密成为包含 １７ ９９２个六面体网格单元的非结

构网格。
表 ３给出了采用不同精度格式的阻力系数计算

结果：从表中可以看出，随着格式精度的提高，计算

值与实验值越来越接近，说明随着精度的增加，计算

图 １０　 定常天天维圆球绕流网格加密示意图

结果是收敛的；四阶格式的计算结果与实验值已经

基本一致了。
表 ３　 定常三维圆球绕流阻力系数比较

格式 阻力系数

二阶 ０．９３７ ０
三阶 ０．９９９ ８
四阶 １．００７ １

实验［１５］ １．０１

图 １１　 定常三维圆球绕流计算结果
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图 １１显示了用四阶格式计算得到的马赫数云

图、压力云图以及流线。 云图与阻力系数结果验证

了求解器的可靠性。
２．４　 非定常三维圆柱绕流

此算例模拟非定常三维圆柱绕流，并与已有文

献仿真结果进行对比。
圆柱直径 ｄ ＝ １，轴向长度为 １０ｄ。 计算域如图

１２所示：入口边界距圆柱轴线 ２０ｄ；出口边界距圆柱

轴线 ８０ｄ；上下边界取为对称边界条件，分别距圆柱

轴线 ２０ｄ；左右边界取为周期性边界条件。 初始网

格包含了 １ ２００ ／ ２６ １１２个三棱柱 ／四面体网格单元，
图 １３显示了圆柱表面以及一侧周期边界上的网格

加密示意图。 计算状态为马赫数 ０．２，雷诺数 １５０，
计算终止时间为 ６００ ｓ。

图 １２　 非定常三维圆柱绕流计算域示意图

图 １３　 非定常三维圆柱绕流网格加密示意图

图 １４给出了某一瞬时流场的 Ｑ⁃准则涡量等值

面云图和垂直于圆柱轴线的中垂面 Ｑ⁃准则涡量云

图。 可以看出，此状态下圆柱后面会出现卡门涡街，

但等值面沿 ｚ 方向没有可见的变化，说明没有出现

明显的三维效应。 因此，表 ４给出了文献［１３⁃１６］中
相同状态下二维非定常圆柱绕流计算结果，可知本

文计算结果与之接近。

图 １４　 非定常三维圆柱绕流计算结果（Ｑ⁃准则涡量云图）

表 ４　 非定常圆柱绕流阻力系数比较

结果来源
阻力系数

Ｃｄ 平均值

Ｃｄ 最大值与

最小值之差

本文三维结果 １．３６３ ０．０６２ ５

文献［１３］二维结果 １．３５３ ０．０５２ ７

文献［１６］二维结果 １．３４９ ０．０５２ １

３　 结　 论

本文提出了一种针对三维非结构 ／混合网格的

高精度谱差分格式求解方法。 与传统的高精度谱差

分格式求解方法相比，可以得到以下结论：
１） 运用一阶 ｈ⁃加密方法处理三棱柱 ／四面体混

合网格，运用高精度插值保证物面的曲面特性，实现

了 ＳＤ格式在混合网格上的应用；
２） 方法能够将六面体单元上 ＳＤ格式的突出优

势与混合网格良好的几何适应性完美地结合起来；
３） 数值验证表明该方法保持了 ＳＤ格式的高精

度特性；
４） 本文所采用的网格加密思路也适用于其他

高精度格式（如 ＦＲ 格式），可以避免在各种网格单

元上构造稳定格式的需求，或达到减少计算量的

效果。
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