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摘　 要：平滑的姿态规划对工业机器人工作质量、使用寿命有着重要的影响。 以对数四元数为基础，
提出一种从笛卡尔空间样条曲线映射到四元数空间的方法，从而实现四元数多姿态平滑插值。 结合

相关算例，详细介绍了笛卡尔空间 Ｈｅｒｍｉｔｅ 样条曲线映射到时四元数空间的多姿态插值方法与步骤，
验证了该方法进行四元数多姿态插值的合理性。 提出的四元数多姿态平滑插值具有构造方法简单、
易于实现、直观易理解的特点。 该方法除了适用于 Ｈｅｒｍｉｔｅ 样条曲线的四元数多姿态插值，还可延伸

到贝赛尔曲线、Ｂ 样条曲线等样条曲线上。
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　 　 工业机器人末端执行器在工作空间的运动轨迹

规划是一项重要的内容，为了确保工业机器人工作

质量和延长使用寿命，需进行平滑无冲击的运动轨

迹规划。 工业机器人运动轨迹分为位移规划和姿态

规划，姿态规划往往比位移规划复杂得多［１］，本文

的研究围绕着工业机器人的姿态规划而进行。
刚体运动姿态的表示方法主要有旋转矩阵、欧

拉角和四元数。 采用四元数描述姿态主要有如下优

点：１）避免出现转动时万向节锁死现象；２）运算效

率更高；３）便于提供平滑插值。 因为其显著的特

点，四元数目前已广泛应用于旋转的场合。 四元数

描述姿态也有其不利因素，四元数属于 ＳＯ（３）旋转

空间，是四维向量，因此笛卡尔空间的三维向量的运

算不适合四元数，三维向量空间诸多的插值理论不

能直接用于四元数姿态插值。 在旋转群空间下，单
独利用现有的姿态插补方法并不能够较好地实现多

姿态平滑插补，给四元数姿态插值带来一定困

难［２］，因此，许多相关学者围绕着简洁有效的四元

数姿态平滑插值进行大量研究工作。
广泛应用的四元数姿态插值是 Ｓｈｏｅｍａｋｅ 首次

提出的球面线性插值 ＳＬＥＲＰ，其推理过程简洁，应

用简便快捷，成熟应用于 ２ 个姿态之间的插值。 但

ＳＬＥＲＰ 对 ２ 个以上姿态进行插值时，只能保证 Ｃ０

连续，在分段点处会出现尖点，导致插值不平滑，因
此，球面线性插值 ＳＬＥＲＰ 不适合多姿态平滑插值。

为了进行 ２ 个以上的四元数多姿态平滑插值，
Ｓｈｏｅｍａｋｅ 在球面线性插值 ＳＬＥＲＰ 的基础上提出球

面立体插值 ＳＱＵＡＤ，但该方法只能保证插值姿态曲

线一阶连续性［３］，仍不能满足机器人多姿态轨迹高

阶平滑插值的需求。 虽然该方法推导与应用稍显复

杂，但也仍是一个较为成熟的算法。
为了进一步提高多姿态轨迹曲线的平滑性，有

学者将四元数样条曲线引入姿态插值中。 Ｋｉｍ 等首

次提出可以高阶可导的四元数样条曲线［４］，它由笛

卡尔空间下的样条曲线衍生而来，并保留了样条曲

线的大部分几何特性。 该方法提出样条曲线的累和

基函数概念，姿态插补以样条曲线的累和基函数作

为四元数的指数进行运算，一方面累和基函数较复

杂，另一方面四元数是属于旋转空间，四元数的指数

运算较繁锁，给插值运算带来一定的难度。 再有，用
贝赛尔、Ｂ⁃ｓｐｌｉｎｅ 四元数样条曲线姿态插值时，构造

过程中需要反算单位四元数曲线的控制顶点，但由
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于单位四元数曲线是在非欧氏空间生成，所求其控

制顶点需要解非线性方程组，因此只能够近似求解

得出曲线控制点的数值解［５］。
Ｇｅ 等［６］提出了构造二阶连续的单位四元数 Ｂ⁃

ｓｐｌｉｎｅ 曲线算法，虽然构造过程中相关约束方程是

非线性的，然而给出了 ２ 个额外四元数计算法则可

获得精确单位四元数控制顶点。 不足之处是该方法

计算比较复杂，而且单位四元数型值点局限于某种

给定的约束条件。 Ｍｉｕｒａ 等［７］ 提出了四元数样条曲

线的积分曲线，该曲线具有简单的曲率表达形式。
这两种方法都需要复杂的数值积分和大量的迭代运

算［８］，不利于工业机器人高效运作。
邢燕等［９］ 提出一种快速生成单位四元数插值

样条曲线，通过选择适当的四次多项式调配函数，然
后通过累和基函数作指数，代表关键帧方向的单位

四元数为底的指数函数的连乘形式把欧氏空间中的

样条曲线推广到单位四元数空间 Ｓ３ 中，该方法不需

要反求控制点，但插值曲线的光顺不如 Ｂ 样条

曲线。
虽然存在大量单位四元数曲线构造方法，仍然

很难判断某个方法比其他方法更好，至今也没有完

美的解决方案［１０］，相关研究人员一直努力朝着这个

方向研究探索。 本文旨在寻求一种简洁有效的四元

数多姿态平滑插值的方法。

１　 四元数与姿态

１．１　 四元数运算与性质

四元数一般表示方法为 ｑ ＝ ｗ ＋ ｘｉ ＋ ｙｊ ＋ ｚｋ，也
可写成 ｑ ＝ ［ｗ，（ｘ，ｙ，ｚ）］ ＝ ［ｗ，ｖ］，ｗ 称为四元数的

实部，ｖ称为四元数的虚部或复数部。 四元数 ｑ实部

为零，即 ｗ ＝ ０，ｑ ＝ ［０，（ｘ，ｙ，ｚ）］ 时，称 ｑ 为纯四元

数。 当 四 元 数 ｑ 的 模 等 于 １ 时， 即 ‖ｑ‖ ＝

ｗ２ ＋ ｘ２ ＋ ｙ２ ＋ ｚ２ ＝ １，称 ｑ为单位四元数。 一般情

况下，用来表示旋转的四元数就是指单位四元数。
当四元数 ｑ 的虚部 ｖ 为相反数时，称为共轭四元数，
表示为 ｑ∗，ｑ∗ ＝ ［ｗ，（ － ｘ， － ｙ， － ｚ）］ ＝ ［ｗ， － ｖ］。
四元数的逆用 ｑ －１ 表示，四元数 ｑ 乘于其逆 ｑ －１ 等于

［１，０，０，０］，即 ｑｑ －１ ＝ ［１，０，０，０］。 对于单位四元数

而言，其逆等于其共轭，即 ｑ －１ ＝ ｑ∗。
任意 ２ 个四元数：ｐ ＝ ［ｐ０，ｕ］，ｑ ＝ ［ｑ０，ｖ］ ，其乘

法可表示为

ｐｑ ＝ ｐ０ｑ０ － ｕ·ｖ ＋ ｐ０ｖ ＋ ｑ０ｕ ＋ ｕ × ｖ （１）
　 　 从（１）式中可以看出，四元数的乘法较复杂，四
元数是四维向量，其运算不能直接运用三维向量的

运算方法。 当这 ２ 个四元数是纯四元数，即 ｐ０ ＝ ｑ０

＝ ０，公式（１）可简化为

ｐｑ ＝ － ｕ·ｖ ＋ ｕ × ｖ （２）
　 　 单位四元数还可用转角与转轴矢量表示

ｑ ＝ ｃｏｓ θ
２

æ

è
ç

ö

ø
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式中， θ 为转角，ｎ ＝ （ａ，ｂ，ｃ） 为转轴矢量，也即转轴

在笛卡尔空间的坐标位置。 刚体上任一点 ｓ１ ＝ （ｘ１，
ｙ１，ｚ１），如图 １ 所示，可对应写为纯四元数 Ｓ１ ＝ ［０，
（ｘ１，ｙ１，ｚ１）］，绕转轴 ｎ 转动 θ 角之后变化到新的位

置点 ｓ２ ＝ （ｘ２，ｙ２，ｚ２），该点可对应写为纯四元数 Ｓ２ ＝
［０，（ｘ２，ｙ２，ｚ２）］，该质点转动前后的坐标关系用四

元数数学方程描述为：Ｓ２ ＝ ｑＳ１ｑ
－１。 四元数物理意

义明显，一个四元数对应一个转动。

图 １　 质点矢量旋转

１．２　 姿态描述

当刚体发生转动时，不仅是刚体上质点的位置

矢量发生变化，并且整个刚体的方位朝向也发生了

变化。 假设刚体质心固连着一个坐标系 ｏｘｙｚ，该固

连坐标系在没有转动之前与参考坐标系（即绝对坐

标系）ＯＸＹＺ 方位朝向是相同的，如图 ２ 所示。

图 ２　 刚体固连坐标系初始位置

·６６１１·
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当刚体发生转动时，坐标系方位朝向就不再与

参考坐标系重合了，也即姿态发生了改变。 参考坐

标系 ＯＸＹＺ 称为静坐标系，刚体上固连坐标系 ｏｘｙｚ
称为动坐标系，动坐标系与静坐标系之间的方位关

系称为姿态，如图 ３ 所示。

图 ３　 刚体固连坐标系转动之后的姿态

姿态一般可采用下面 ３ 种方法表示：
１） 刚体姿态采用变换矩阵表示

Ｔ ＝

ｎｘ ｏｘ ａｘ ０
ｎｙ ｏｙ ａｙ ０
ｎｚ ｏｚ ａｚ ０
０ ０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

（４）

式中， （ｎｘ，ｎｙ，ｎｚ） 是动坐标系的 ｘ 坐标轴相对于参

考坐标系 ＯＸＹＺ 的 ３ 个方向余弦，同理，（ｏｘ，ｏｙ，ｏｚ）
是 ｙ坐标轴相对于参考坐标系的３个方向余弦，（ａｘ，
ａｙ，ａｚ） 是 ｚ 坐标轴相对参考坐标系的 ３ 个方向余

弦。 变换矩阵表示刚体姿态时，需要 ９ 个元素，运算

效率低，而且不便于进行姿态平滑插值。
２） 欧拉角表示刚体姿态。 刚体绕着动坐标系

下坐标轴的转动广泛地称为欧拉角，欧拉角转动顺

序不可逆，例如，刚体欧拉角绕动坐标系轴的转动顺

序为 α ｘ → β ｙ → γ ｚ ，如果转动的次序发生改变，虽然

欧拉角没有变，但得到的最终姿态是不相同的。 无

论怎么样的转动次序，当第二个转动角为 ± ９０°
时［１１］，会出现的“Ｇｉｍｂａｌ Ｌｏｃｋ”现象，刚体失去一个

自由度，将不按预期的路径运动，称为万向节锁死现

象，因此欧拉角进行姿态插值时，如何避免万向节锁

死是个难点。
３） 四元数表示刚体姿态。 如前面所述，一个四

元数就意味着一个转角及转轴矢量，一个四元数其

物理意义就是代表着一个转动，所以四元数显然可

以用来描述刚体姿态。 四元数，只需要 ４ 个元素，运
算速度快，并且不会出现万向节锁死现象。 采用四

元数进行姿态插值优势明显，但四元数也有其弱点，

因为四元数是四维向量，不能直观地在笛卡尔空间

中表现出来，并且三维向量的运算法则与插值法则

不能直接运用在四元数上，因而给四元数姿态插值

带来一定的难度。

２　 基于对数四元数的样条曲线姿态插
值原理

２．１　 对数四元数插值原理

如前所述，四元数是四维向量，三维向量的插值

方法以及平滑的三维样条曲线不能直接用于四元数

插值，需要进行处理。
如公式（３）所示，任一个四元数 ｑ，可表示为：ｑ

＝ ［ｃｏｓ（θ ／ ２），ｓｉｎ（θ ／ ２） ·ｎ］， 其中，θ 为转角，ｎ ＝
（ａ，ｂ，ｃ） 为转轴矢量。 式中四元数代入运算的角度

值是转角 θ 的一半，即带入式中计算的角度值为

θ ／ ２。 不难证明对于单位四元数 ｑ，其对应的转轴矢

量 ｎ 为单位矢量，即转轴矢量的模为 １，‖ｎ‖ ＝ １。
对于一个单位平面复数 Ｆ ＝ Ａ ＋ Ｂｉ，其模 ‖Ｆ‖

＝ １，幅角 ϕ ＝ ａｒｃｔａｎ（Ｂ ／ Ａ），可把该单位复数写成指

数形式 Ｆ ＝ ｅϕｉ。 四元数是比平面复数更复杂的复

数，同样的道理，也可以把单位四元数 ｑ 相应写成指

数形式

ｑ ＝ ｃｏｓ θ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｓｉｎ θ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷·ｎé

ë
êê

ù

û
úú ＝ ｅθｎ （５）

　 　 当对（５）式两边取对数，得到

ｌｎｑ ＝ ｌｎ（ｅθｎ） ＝ θｎ ＝ θ·（ａ，ｂ，ｃ） ＝ （Ｘ，Ｙ，Ｚ） ＝ Ｐ
（６）

　 　 从（６）式中可以看出，四维四元数 ｑ 取对数之

后转换为笛卡尔空间的三维坐标点 Ｐ，可进行相应

的插值。 给定起始姿态 ｑｓ 与结束姿态 ｑｅ，根据（６）
式可得到三维空间起始点 Ｐｓ 与结束点 Ｐｅ，这时就可

以运用三维空间的各种插值方法进行插值，得到一

系列插值点Ｐ ｉ ＝ （Ｘ ｉ，Ｙｉ，Ｚ ｉ） ｉ ＝ ０，１，２，…，ｎ，根据相

关插值方程把插值点写成：Ｐ（ ｔ） ＝ ［Ｘ（ ｔ），Ｙ（ ｔ），
Ｚ（ ｔ）］ ｔ ∈ ［０，１］。 三维空间完成插值之后，需要转

换为四维空间的单位四元数，要保证旋转轴矢量为

单位转轴，即要对旋转轴矢量进行单位化，则改为

Ｐ（ ｔ） ＝ Ｘ２（ ｔ） ＋ Ｙ２（ ｔ） ＋ Ｚ２（ ｔ） ·

　
［Ｘ（ ｔ），Ｙ（ ｔ），Ｚ（ ｔ）］

Ｘ２（ ｔ） ＋ Ｙ２（ ｔ） ＋ Ｚ２（ ｔ）{ } 　 ｔ ∈ ［０，１］ （７）

　 　 将（７）式中 Ｐ（ ｔ） 的表达式代入到（６） 式中，然

·７６１１·



西　 北　 工　 业　 大　 学　 学　 报 第 ３７ 卷

后等式两边再取指数，得到

ｑ（ ｔ） ＝ ｅｘｐ ( Ｘ２（ ｔ） ＋ Ｙ２（ ｔ） ＋ Ｚ２（ ｔ） ·

　
［Ｘ（ ｔ），Ｙ（ ｔ），Ｚ（ ｔ）］

Ｘ２（ ｔ） ＋ Ｙ２（ ｔ） ＋ Ｚ２（ ｔ）{ } ) ｔ ∈ ［０，１］ （８）

　 　 将（８）式与（５）式进行类比，得到插值单位四元

数的旋转角与旋转轴矢量

θ（ ｔ） ＝ Ｘ２（ ｔ） ＋ Ｙ２（ ｔ） ＋ Ｚ２（ ｔ）

ａ（ ｔ） ＝ Ｘ（ ｔ）

Ｘ２（ ｔ） ＋ Ｙ２（ ｔ） ＋ Ｚ２（ ｔ）

ｂ（ ｔ） ＝ Ｙ（ ｔ）

Ｘ２（ ｔ） ＋ Ｙ２（ ｔ） ＋ Ｚ２（ ｔ）

ｃ（ ｔ） ＝ Ｚ（ ｔ）

Ｘ２（ ｔ） ＋ Ｙ２（ ｔ） ＋ Ｚ２（ ｔ）

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

　 ｔ ∈ ［０，１］

（９）
　 　 最后可以推导出插值单位四元数的实部与复

数部

ｗ（ ｔ） ＝ ｃｏｓ ( Ｘ２（ ｔ） ＋ Ｙ２（ ｔ） ＋ Ｚ２（ ｔ）
２ )

ｘ（ ｔ） ＝ ｓｉｎ ( Ｘ２（ ｔ） ＋ Ｙ２（ ｔ） ＋ Ｚ２（ ｔ）
２ )·

　 Ｘ（ ｔ）

Ｘ２（ ｔ） ＋ Ｙ２（ ｔ） ＋ Ｚ２（ ｔ）

ｙ（ ｔ） ＝ ｓｉｎ ( Ｘ２（ ｔ） ＋ Ｙ２（ ｔ） ＋ Ｚ２（ ｔ）
２ )·

　 Ｙ（ ｔ）

Ｘ２（ ｔ） ＋ Ｙ２（ ｔ） ＋ Ｚ２（ ｔ）

ｚ（ ｔ） ＝ ｓｉｎ ( Ｘ２（ ｔ） ＋ Ｙ２（ ｔ） ＋ Ｚ２（ ｔ）
２ )·

　 Ｚ（ ｔ）

Ｘ２（ ｔ） ＋ Ｙ２（ ｔ） ＋ Ｚ２（ ｔ）

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ｔ ∈ ［０，１］　 （１０）
　 　 通过上述方法， Ｓ３ 空间的四元数可转换为Ｒ３ 笛

卡尔空间的三维向量，然后进行相应的三维样条曲

线插值，各插值点经过单位化之后又可转化到旋转

空间，从而可以映射到四元数空间，完成四元数姿态

样条曲线插值。
由（５）至（６）式可得到（１１）式
ｑ ＝ ［ｃｏｓ（θ ／ ２），ｎｓｉｎ（θ ／ ２）］ ＝ ｅθｎ ＝ ｅ（Ｘ，Ｙ，Ｚ）

（１１）
　 　 从（１１）式中可以看出，样条曲线经过取指数之

后，必然保持其连续性特性，取指数就是样条曲线映

射到四元数空间的过程，因而对应的四元数也保持

相应的连续性特性，连续性的阶次不变。
２．２　 Ｈｅｒｍｉｔｅ 样条曲线插值

在曲线变化不是很剧烈的情况下，三次多项式

样条函数是一种很好的拟合插值工具，构造的曲线

可达到二阶连续［１２］，能够解决许多生产实际问题，
因此在工程中有一定的应用。 文献 ［ １２］ 介绍了

Ｈｅｒｍｉｔｅ 三次多项式插值二维平面曲线的原理推导

及相关方程，没有直接给出插值三维空间曲线的相

关方程，经过进一步的细化，可以得到三维空间中样

条曲线的 Ｈｅｒｍｉｔｅ 插值方程。
实践证明，取累加弦长作为参数变量比较理想，

且能很好的拟合弯曲变化比较剧烈的插值曲线。 累

加弦长表达如（１２）式所示

ｓ０ ＝ ０

ｓｋ ＝ ∑
ｋ

ｊ ＝ １
｜ Ｐ ｊ － Ｐ ｊ －１ ｜ ＝

　 ∑
ｋ

ｊ ＝ １
（ｘ ｊ － ｘ ｊ －１） ２ ＋ （ｙ ｊ － ｙ ｊ －１） ２ ＋ （ ｚ ｊ － ｚ ｊ －１） ２

　 　 　 　 　 　 　 ｋ ＝ １，２，…，ｎ （１２）
式中， Ｐ ｊ（ｘ ｊ，ｙ ｊ，ｚ ｊ） ｊ ＝ ０，１，２，…，ｎ是给定的型值点，
按次序排放的型值点之间距离之和也就是样条曲线

的累加弦长 ｓｋ。 按次序排放的每两个型值点就决定

一条空间样条曲线，因此可以得到多段样条曲线。
在二维平面中分段 Ｈｅｒｍｉｔｅ 三次样条曲线的基

础上，可得到分段的三维空间 Ｈｅｒｍｉｔｅ 三次样条曲

线方程。 需要说明的是，此时样条曲线取值区间发

生了变化，由 ｘ 坐标轴上的区间变成了弦长区间。

ｘｉ（ ｓ） ＝ ［１ ｔ ｔ２ ｔ３］

１ ０ ０ ０
０ ０ １ ０
－ ３ ３ － ２ － １
２ － ２ １ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

·

　

ｘｉ －１

ｘｉ

ｈｉｍｉ －１

ｈｉｍｉ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

　 ｔ ＝ ［０，１］， ｉ ＝ １，２，…，ｎ （１３）

式中， ｘｉ（ ｓ） 是指第 ｉ 段弦长区间第 ｉ 段样条插值曲

线 ｘ 坐标值，ｘｉ －１，ｘｉ 是第 ｉ段样条曲线给定型值点的

ｘ 坐标值，ｈｉ 是第 ｉ 段样条曲线弦长区间长度，可由

（１４） 式求得。 ｍｉ －１，ｍｉ 是第 ｉ 段样条曲线在型值点

处的一阶导数。 通常情况下，对于整个样条曲线，已

·８６１１·
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知首末两端型值点的一阶导数 ｍ０，ｍｎ，但中间型值

点的一阶导数 ｍ１，ｍ２，…，ｍｎ－１ 是未知的，需要通过

（１５） 式追赶法求解。
ｈｉ ＝ ｓｉ － ｓｉ －１ 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ （１４）

λ ｉｍｉ －１ ＋ ２ｍｉ ＋ μｉｍｉ ＋１ ＝ ｃｉ 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ － １
（１５）

　 　 在（１５）式中，通常情况下，对于整个区间，要给

出第一个端点和最后一端点的一阶导数，也就是

ｍ０，ｍｎ 是已知，需要求取 ｍ１，ｍ２，…，ｍｎ－１，就必须给

出（１５） 式中其他相关系数的求法，如（１６）式所示。

λ ｉ ＝
ｓｉ ＋１

ｓｉ ＋ ｓｉ ＋１
μｉ ＝ １ － λ ｉ

ｃｉ ＝ ３ λ ｉ

ｘｉ － ｘｉ －１

ｈｉ

＋ μｉ

ｘｉ ＋１ － ｘｉ

ｈｉ ＋１

æ

è
ç

ö

ø
÷

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

（１６）

　 　 需要指出的是（１６）式中， ｓｉ 是指第 １ 段样条曲

线至第 ｉ 段样条曲线的累加弦长，并不是指第 ｉ 段样

条曲线的弦长。
将（１６） 式中的系数代入（１５） 式中，就可以求

得中间型值点的一阶导数，再代入（１３） 式中，可以

求得各段插值样条曲线的 ｘｉ（ ｓ） 坐标值。
用同样的方法，只要分别将型值点的 ｙ，ｚ 坐标

值、一阶导数以及相关系数代入上述方程，就可以求

得各段插值样条曲线的 ｙｉ（ ｓ），ｚｉ（ ｓ） 坐标值，最后得

到完整的多段 Ｈｅｒｍｉｔｅ 三维空间样条插值曲线。
２．３　 基于对数四元数的 Ｈｅｒｍｉｔｅ 样条曲线姿态插

值步骤

综上所述，可将工业机器人对数四元数法的

Ｈｅｒｍｉｔｅ 样条曲线多姿态插值步骤描述如下：
步骤 １　 根据工业机器人作业任务，得到末端

执行器有限个关键姿态，将这些有限的关键姿态转

换为四元数形式 ｑ１，ｑ２，…，ｑｎ。
步骤 ２　 根据（６） 式，对四元数取对数，即可得

到笛卡尔空间相应的型值点 Ｐ１，Ｐ２，…，Ｐｎ，四元数

四维向量转化为三维向量。
步骤 ３　 运用 Ｈｅｒｍｉｔｅ 三次多项式样条曲线对

型值点 Ｐ１，Ｐ２，…，Ｐｎ 进行插值，得到 ｎ － １段插值样

条曲线。
步骤 ４　 通过（９） 至（１０） 式将 ｎ － １ 段插值样

条曲线的插值点单位化之后映射到四元数空间，从
而得到单位四元数的姿态插值。

该插值步骤的程序流程图如图 ４ 所示。

图 ４　 插值步骤的程序流程图

３　 算例验证与分析

３．１　 算例验证

为了检验本文提出方法的正确性与合理性，运
用相关算例进行验证。

算例　 工业机器人为了完成某项工作任务，末
端执行器要经历 ３ 个必要的姿态，第一个姿态为绕

参考坐标系 Ｘ 转 ３０°，第二个姿态为绕参考坐标系 Ｙ
转 ４５°，第三个姿态为绕参考坐标系 Ｚ 转 ６０°，运用

本文介绍的 Ｈｅｒｍｉｔｅ 样条曲线进行四元数多姿态插

值，均匀插补中间姿态。
该算例的姿态插值过程如下：
１） 末端执行器第一个姿态用四元数表示，ｑ１ ＝

［０．９６５ ９，０．２５８ ８，０，０］；第二个姿态用四元数表示

为，ｑ２ ＝［０．９２３ ９，０，０．３８２ ７，０］；第三个姿态用四元

数表示为，ｑ３ ＝［０．８６６， ０， ０， ０．５］。
２） 第一个四元数姿态 ｑ１ 转化为转角 θ １ 与转轴

矢量 ｎ１ 的形式，得到 θ １ ＝ ０．５２３ ６，ｎ１ ＝ ［１，０，０］，按
（６） 式得到笛卡尔坐标系中 Ｈｅｒｍｉｔｅ 样条曲线的第

一个型值点Ｐ１ ＝ θ １·ｎ１ ＝ ［０．５２３ ６，０，０］。 用同样的

方法，可以得到第二、三个姿态对应的第二、三个型

值点，Ｐ２ ＝ ［０，０．７８５ ４，０］，Ｐ３ ＝ ［０，０，１．０４７ ２］
３） 用求得的 ３ 个型值 点 Ｐ１，Ｐ２，Ｐ３， 进 行

Ｈｅｒｍｉｔｅ三次样条曲线插值。 需要给定首、末两端型

·９６１１·
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值点的一阶导数，在没有指定要求情况下，不防如此

设定，单位切矢由 ３ 个坐标轴方向平均分配，故首个

型值点一阶导数 ｘ̇１（ ｔ） ＝ ｙ̇１（ ｔ） ＝ ｚ̇１（ ｔ） ＝ ０．５７７ ４，最后

一个型值点的一阶导数可设定为 ｘ̇３（ ｔ） ＝ ｙ̇３（ ｔ） ＝
ｚ̇３（ ｔ） ＝ － ０．５７７ ４。 按前述的方法进行 Ｈｅｒｍｉｔｅ 三次

样条曲线插值，可得到相应的样条曲线方程。 两段

样条曲线的参数方程如下：
ｘ１（ ｔ） ＝ １．２３１ ９ｔ３ － ２．３３２ ９ｔ２ ＋ ０．５７７ ４ｔ ＋ ０．５２３ ６

ｙ１（ ｔ） ＝ － ０．９９３ ４ｔ３ ＋ １．２０１ ４ｔ２ ＋ ０．５７７ ４ｔ

ｚ１（ ｔ） ＝ １．３６２ ８ｔ３ － １．９４０ ２ｔ２ ＋ ０．５７７ ４ｔ

ì

î

í

ï
ï

ïï

ｔ ＝ ［０，１］ （１７）
ｘ２（ ｔ） ＝ － ０．９７０ １ｔ３ ＋ １．３６２ ８ｔ２ － ０．３９２ ７ｔ

ｙ２（ ｔ） ＝ ０．９９３ ４ｔ３ － １．７７８ ８ｔ２ ＋ ０．７８５ ４

ｚ２（ ｔ） ＝ － １．８８６ ４ｔ３ ＋ ２．１４８ ２ｔ２ ＋ ０．７８５ ４ｔ

ì

î

í

ï
ï

ïï

ｔ ＝ ［０，１］ （１８）

图 ５　 Ｈｅｒｍｉｔｅ 插值样条曲线

　 　 如图 ５ 所示，型值点 Ｐ１，Ｐ２ 之间构成第一段

Ｈｅｒｍｉｔｅ 样条曲线，型值点 Ｐ２，Ｐ３ 之间构成第二段

Ｈｅｒｍｉｔｅ 样条曲线，由（１７） 至（１８） 式可以验证，这
两段样条曲线是三阶连续的，连接这两段样条曲线

的公共型值点 Ｐ２ 处是二阶连续的，因此整个样条曲

线是二阶连续的。
４） 根据选取不同的参数 ｔ ，可在两段样条曲线

取一定数量的插值点，按（９）至（１０）式可将这些三

维空间的插值点映射到四元数空间，就可以得到相

应的插值四元数。 按（８）式将 Ｈｅｒｍｉｔｅ 三次样条曲

线经过单位化之后，就可转换到旋转空间，从而可以

映射到四元数空间。 如（１１）式所示，最终的四元数

插值过程可看成是 Ｈｅｒｍｉｔｅ 三次样条曲线取对数，
必然保持其二阶连续性，因而对应的四元数也保持

二阶连续性。
仅取 ｔ ＝ ０，０．２，０．５，１ 为例，求得第一段样条曲

线相应的插值点坐标，再把三维空间的这些插值点

映射到四元数空间得到四元数插值，运算结果列入

表 １ 中。 为了便于区分，笛卡尔空间的坐标值用大

写字母表示。
从表 １中可以看出，当 ｔ ＝ ０时，第一段样条曲线

上的第一个点映射到四元数空间，求得的四元数与

第一个姿态 ｑ１ 一致；当 ｔ ＝ １ 时，第一段样条曲线上

的最后一个点映射到四元数空间，求得的四元数与

第二个姿态 ｑ２ 一致。
同理，仅取 ｔ ＝ ０，０．２，０．５，１ 为例，求得 ４ 组第二

段样条曲线映射四元数的数据，如表 ２ 所示。
表 １　 第一段样条曲线部分映射四元数

序号
参数

ｔｉ
样条曲线坐标值

Ｘ Ｙ Ｚ

转角

θ ／ ｒａｄ
转轴矢量

ａ ｂ ｃ

插值四元数

实部 虚部

ｗ ｘ ｙ ｚ
１ ０ ０．５２３ ６ ０ ０ ０．５２３ ６ １ ０ ０ ０．９６５ ９ ０．２５８ ８ ０ ０
２ ０．２ ０．５５５ ６ ０．１５５ ６ ０．０４８ ８ ０．５７９ １ ０．９５９ ５ ０．２６８ ７ ０．０８４ ２ ０．９５８ ４ ０．２７３ ９ ０．０７６ ７ ０．０２４ １
３ ０．５ ０．３８３ １ ０．４６４ ９ －０．０２６ ０ ０．６０２ ９ ０．６３５ ３ ０．７７１ ０ －０．０４３ １ ０．９５４ ９ ０．１８８ ６ ０．２２８ ９ －０．０１２ ８
４ １ ０ ０．７８５ ４ ０ ０．７８５ ４ ０ １ ０ ０．９２３ ９ ０ ０．３８２ ７ ０

表 ２　 第二段样条曲线部分映射四元数

序号
参数

ｔｉ
样条曲线坐标值

Ｘ Ｙ Ｚ

转角

θ ／ ｒａｄ
转轴矢量

ａ ｂ ｃ

插值四元数

实部 虚部

ｗ ｘ ｙ ｚ
１ ０ ０ ０．７８５ ４ ０ ０．７８５ ４ ０ １ ０ ０．９２３ ９ ０ ０．３８２ ７ ０
２ ０．２ －０．０３１ ８ ０．７２２ ２ ０．２２７ ９ ０．７５８ ０ －０．０４１ ９ ０．９５２ ８ ０．３００ ７ ０．９２９ ０ －０．０１５ ５ ０．３５２ ５ ０．１１１ ３
３ ０．５ ０．０２３ １ ０．４６４ ９ ０．６９４ ０ ０．８３５ ６ ０．０２７ ６ ０．５５６ ３ ０．８３０ ５ ０．９１３ ９ ０．０１１ ２ ０．２２５ ７ ０．３３６ ９
４ １ ０ ０ １．０４７ ２ １．０４７ ２ ０ ０ １ ０．８６６ ０ ０ ０ ０．５

·０７１１·
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　 　 从表 ２ 中可以看出，当 ｔ ＝ ０ 时，第二段样条曲

线上的第一个点映射到四元数空间，求得的四元数

与第二个姿态 ｑ２ 一致；当 ｔ ＝ １ 时，第二段样条曲线

上的最后一个点映射到四元数空间，求得的四元数

与第三个姿态 ｑ３ 一致。
当 ｔ 在取值区间均匀取值时，例如取 Δｔ ＝ ０．０２

时，可以分别得到 ５０ 组第一段及第二段样条曲线的

插值与映射的数据，完成四元数姿态插值。
图 ６ 是本算例末端执行器姿态插值时转动角变

化曲线，从图中可以看出，初始转角为 ０．５２４，与第一

个姿态一致，序列为 ５０时，转角为 ０．７８６与第二个姿

态符合。 最后的转角为 １．０４７，与最后姿态一致。 并

且可以从图中看出转角变化曲线没有出现断点或尖

点，转角变化曲线不仅连续而且平滑。

图 ６　 转角变化曲线

用转动角与转轴矢量来表示的旋转运动可转化

为绕３个动坐标轴转动的复合欧拉角。 如图７所示，
初始欧拉角为（α ｘ，β ｙ，γ ｚ） ＝ （０．５２４，０，０），与第一个

姿态一致。 序列为 ５０ 时，欧拉角为（α ｘ，β ｙ，γ ｚ） ＝
（０，０．７８６，０），与第二个姿态一致。 最后的欧拉角为

（α ｘ，β ｙ，γ ｚ） ＝ （０，０，１．０４７），与最后一个姿

图 ７　 欧拉角变化曲线

态一致。 从图 ７ 中可以看出 ３ 个欧拉角没有出现间

断点或尖点， 说明欧拉角变化曲线是连续且平

滑的。
图 ８ 是转轴矢量变化曲线图，从图中可以看出，

初始转轴矢量为（ａ１，ｂ１，ｃ１） ＝ （１，０，０），与第一个姿

态转轴矢量一致。 中间转轴矢量为 （ａ２，ｂ２，ｃ２） ＝
（０，１，０），与第二个姿态转轴矢量一致。 最后转轴

矢量为（ａ３，ｂ３，ｃ３） ＝ （０，０，１），与第三个姿态的转轴

矢量一致。 并且从图中可以看出转轴矢量变化曲线

没有出现尖点或间断点，说明转轴矢量变化也是连

续且平滑的。

图 ８　 转轴矢量曲线

３．２　 比较分析

如上所述，对多个姿态进行四元数插值时，用本

文方法得到的转角及转轴矢量变化都是连续且平滑

的。 为了进一步比较说明，上面的算例再运用

ＳＬＥＲＰ 插值方法进行多个姿态的插值，与本文提出

的插值方法得到的结果进行对比。
ＳＬＥＲＰ 插值方法成熟地应用于 ２ 个四元数姿

态之间的插值，但如果对 ２ 个以上的四元数多姿态

插值时，ＳＬＥＲＰ 插值方法的平滑性就变得很差。
图 ９ 是用 ＳＬＥＲＰ 方法进行四元数多姿态插值

得到的转角变化曲线图，从图中可以直观看出，虽然

转角变化曲线是连续的，但在 Ｋ 点处出现明显的尖

点，曲线不平滑，在尖点处，会对机械臂产生冲击，对
工业机器人的作业质量以及使用寿命均产生不良

影响。
图 １０ 为用 ＳＬＥＲＰ 插值方法进行四元数多姿态

插值得到的转轴矢量变化曲线图，从图中也可以看

出变化曲线虽然是连续的，但在 ｎ２ 点处有明显尖

·１７１１·
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图 ９　 Ｓｌｅｒｐ 多姿态插值转角曲线

点，转轴矢量曲线不平滑。 这种姿态规划必然对机

械手末端执行器产生冲击，影响机械手的作业质量

和使用寿命。

图 １０　 Ｓｌｅｒｐ 多姿态插值转轴矢量曲线

相对比而言，本文提出的基于对数四元数样条

曲线姿态插值能保持插值的平滑性。 Ｈｅｒｍｉｔｅ 样条

曲线的分段样曲线是三阶连续的，并且在分段点处

具有二阶连续性，所以整个样条曲线是二阶连续的，
能保证曲线的平滑性。 Ｈｅｒｍｉｔｅ 样条曲线按（１１）式
取指数之后，就可映射到旋转空间，就可转化为对应

的四元数。 连续函数取指数之后仍保持其连续性，
因而对应的四元数也保持二阶连续性，所以能保证

机械手末端执行器姿态插值的平滑性，减少冲击与

震动，对工业机器人的工作质量、使用寿命等方面均

有益处。

４　 结　 论

平滑的姿态插值对工业机器人的工作质量、使
用寿命等有着明显的影响作用，四元数因为其优点

广泛用于姿态插值，但由于四元数属于旋转空间，是
四维向量，笛卡尔坐标系下平滑的三维样条曲线插

值不能直接用于四元数的插值，因而如何把笛卡尔

三维空间的样条曲线插值应用于四元数多姿态插值

有着明显的研究意义。
本文提出一种可以把三维样条曲线映射到单位

四元数空间的方法。 四元数写成转轴矢量与转轴的

指数形式，对其取对数之后四元数就可转换到三维

空间，此时就可运用三维空间的样条曲线插值方法

进行插值，得到相应的插值点之后进行向量单位化，
然后可写为转轴矢量与转角的形式，之后再取指数，
在三维空间的插值点最后就可映射到四元数空间，
实现四元数姿态平滑插值并保持其连续性。

结合文中四元数多姿态插值的算例，详细介绍

了 Ｈｅｒｍｉｔｅ 样条曲线运用该方法进行多姿态平滑插

值的原理与步骤，得到的插值结果和图形验证了该

方法进行多姿态插值的合理性与正确性。 该方法具

有构造方法简单、易于实现、直观易理解的特点。 该

方法除了适用于 Ｈｅｒｍｉｔｅ 样条曲线的四元数多姿态

插值，还可延伸到贝赛尔曲线、Ｂ 样条曲线等样条曲

线上。
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