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正方形组合可展机构的位移模态和路径跟踪研究
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摘　 要：可展机构的运动路径不仅可以掌握机构是否按预期规律运动，而且为其运动控制提供理论支

撑。 为了精确研究正方形组合机构的运动学特性，首先基于螺旋理论和图论分析了正方形组合可展

机构的可动性，然后在此基础上，推导了正方形组合可展机构的平衡矩阵，将其进行奇异值分解，得到

了正方形组合可展机构的位移模态。 其次通过位移模态的迭代，建立了正方形组合可展机构的路径

跟踪方法。 最后借助算例分析，确定了正方形组合可展机构的分岔点位置，分析了分岔点位置的变化

规律以及它和平衡矩阵奇异值的正相关性，发现增加额外约束和规划合理路径可以避免出现分岔现

象，为正方形组合可展机构的构型设计和参数优化提供了必要的参考数据。
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　 　 正方形组合可展机构具有机构的可动性和保型

性，故在航空［１］、航天［２⁃３］、建筑［４］ 和医疗［５］ 等领域

应用越来越广泛。 由于这种可展机构在运动过程中

存在奇异位型，会导致机构沿非设计路径运动的现

象，失去运动的可控性，造成严重后果，因此，开展可

展机构的路径跟踪是可展机构设计的重要内容，而
且对运动控制和稳定性控制的构建具有重要理论

意义。
路径跟踪作为正方形组合可展机构设计中的重

要环节，国内外学者对机构的路径跟踪做了大量的

研究。 沈金等［６］建立了杆系的运动控制方程，证明

了判别机构可动性的必要条件是平衡矩阵的位移模

态大于零，阐述了运动分岔的理论原因。 徐静［７］ 运

用矩阵理论和能量准则，阐述了铰接杆系的几何稳

定性，解释了协调矩阵的物理意义。 谢雅琪等［８］ 对

柔性结构的折痕展开过程进行了研究，并对其进行

分析、建模和仿真。 Ｄｅｎｇ 等［９］基于能量准则和几何

非线性理论，提出了铰接连杆的统一分类，并探讨了

机构势能的二阶变化显示其稳定性，对没有内力的

无穷小机构则考虑其势能高阶变化。 张春等［１０］ 基

于有限元法建立可展天线的动力学模型，得到了天

线展开速度对可展机构的稳定性影响较大的规律。
Ｌｉ 等［１１］基于线弹性分析和子结构方法，研究了单元

个数、展开角度以及杆长在展开结束后对结构失稳

的影响，研究结果有利于减少预算并提高计算效率。
目前对正方形组合可展机构的研究主要集中在刚体

动力学、柔体动力学和瞬时动态特性等方面的研

究［２⁃３］，关于其路径跟踪的公开研究成果尚未发现。
研究正方形组合可展机构的路径跟踪，就要先

分析正方形组合可展机构的自由度。 本文根据正方

形组合可展机构的几何特性，基于螺旋理论和图论

求解正方形组合可展机构的自由度［１２⁃１４］。 由于正

方形组合可展机构是可动系统，运动路径就不能唯

一确定。 该机构的位移模态就大于 １，各个杆件的

位移模态的线性组合是组合结构的位移增量。 杆件

发生形变的方向不能唯一确定，因此正方形组合可

展机构的运动路径具有不确定性。 本文运用该机构

的平衡矩阵［１５］奇异值分解，求出位移模态并进行迭

代，建立了该机构的路径跟踪方法，通过实例仿真分

析验证了路径跟踪方法的正确性。
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１　 正方形组合可展机构

可动性分析是路径规划的前提，正方形组合可

展机构是一个具有大量冗余约束的串并联多闭环结

构。 本文首先根据正方形单元组合结构的几何特

性，建立其空间笛卡尔坐标系，如图 １ 所示。 然后运

用图论把正方形组合可展机构进行分解，并绘制相

应的几何约束拓扑图，如图 ２ 所示。 杆件用圆圈表

示，机构的运动副用线条表示，最后求出基本单元的

自由度，再进行组装得到正方形组合可展机构的自

由度。 根据正方形单元及其组合机构的螺旋方程组

的线性相关性，其矩阵的形式为［１７］：
ωＳ ＝ ０ （１）

式中， ω 为各运动副的角速度，Ｓ 为各运动副的

旋量。

图 １　 正方形组合可展机构的笛卡尔坐标系

图 ２　 正方形组合结构的约束拓扑图

将正方形单元组合机构相应的数值代入（１）
式，可得约束矩阵 Ｓ 的秩为 １４，而其维数为 １５，所以

正方形单元及其组合结构的自由度为 １。
当正方形单元及其组合结构中存在丝杆铰接转

动副时，可展机构的约束就会增加 ２ 个冗余约束。
对于ｍ行 ｎ 列正方形单元及其组合结构的自由度公

式修正为

Ｆ ＝ Δ（ｎ － ｇ － １） ＋ ∑
ｇ

ｉ ＝ １
ｆｉ ＋ ｖ － ζ ＝ ３ ×

　 ｛２ｍｎ － ［２（ｍ － １） ＋ ２（ｎ － １） ＋ ｍｎ ＋
　 ３（ｍ － １）（ｎ － １） － １］｝ ＋
　 ［２（ｍ － １） ＋ ２（ｎ － １） ＋ ｍｎ ＋
　 ３（ｍ － １）（ｎ － １）］ ＋ ２（ｍ － １）（ｎ － １） ＋ ０ ＝ １
式中， Ｆ 表示正方形组合可展机构的自由度，Δ 表示

阶数，ｇ表示运动副的数目，ｆｉ 表示第 ｉ个运动副的自

由度数，ｖ 表示闭合冗余约束，ζ 表示局部自由度。
正方形单元及其组合结构的冗余约束为 ｒ ＝ ２（ｍ －
１）（ｎ － １）。

２　 位移模态求解

分析正方形组合可展机构的系统的运动路径，
首先需要研究该系统是否可动；其次需要分析该系

统具有确定性运动；最后再对该系统进行路径跟踪。
只有正方形组合可展机构系统稳定，才能求出其平

衡状态，进而求出其位移模态。
２．１　 系统稳定性

拉格朗日－狄利克雷定理是解决结构稳定性最

有效的方法。 如果系统的势能最小，可以保证系统

的稳定性，即系统处于平衡状态。 平衡状态的势能

增量展开为泰勒级数

ΔΠ ＝ Π（ｄ ＋ δｄ，λ） － Π（ｄ，λ） ＝
　 δΠ ＋ δ２Π ＋ δ３Π ＋ … （２）

δΠ ＝ １
１！ ∑

ｑ

ｉ ＝ １

∂Π（ｄ１，…，ｄｉ，λ）
∂ｄｉ

δｄｉ （３）

δ２Π ＝ １
２！ ∑

ｑ

ｉ ＝ １
∑

ｑ

ｊ ＝ １

∂Π（ｄ１，…，ｄｉ，λ）
∂ｄｉ∂ｄ ｊ

δｄｉδｄ ｊ （４）

δ３Π ＝ １
３！ ∑

ｑ

ｉ ＝ １
∑

ｑ

ｊ ＝ １
∑

ｑ

ｉ ＝ １

∂Π（ｄ１，…，ｄｉ，λ）
∂ｄｉ∂ｄ ｊ∂ｄｋ

δｄｉδｄ ｊδｄｋ

（５）
式中，Π 表示系统势能的广义坐标的函数，ｄ 为广义

坐标，λ 为控制参数，ｄｉ 表示第 ｉ个杆件的节点位移，
ｑ 表示广义坐标的维数。

通常情况下，势能函数的二阶变分大于零时，即
满足下式时系统处于稳定的平衡状态。

δ２Π ＝ １
２
δｄＴＫＴδｄ ＞ ０

·１０２１·
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式中， ＫＴ 表示切向刚度矩阵。 势能函数的 δ ２Π就是

ＫＴ 的二次型，判断系统是否稳定，即判断 ＫＴ 是否

正定。
ＫＴδｄ ＝ δｐ

　 　 对于图 １ 所示的正方形单元及其组合结构，假
设其节点数为 ｊ、杆件数为 ｂ 以及支座约束数为 ｃ，则
此结构的总自由度数为 ｎｊ － ｃ（ｎ 对平面和空间问题

分别取 ２ 或 ３）。 根据虚功原理，其平衡方程可表

示为

δｅＴ ｔ － δｄＴｐ ＝ ０ （６）
式中， ｔ 表示轴力向量，ｅ 表示虚拟伸长向量。 根据

（６） 式和有限元的基本理论，正方形单元及其组合

结构处于平衡状态时，需要满足的条件如（７） ～ （９）
式所示。

力的平衡方程：
Ａｔ ＝ Ｐ （７）

式中， Ａ（（ｎｊ － ｃ） × ｂ） 为平衡矩阵。
形变的几何方程

δｔ ＝ Ｍδｅ （８）
式中， Ｍ 表示为对角矩阵，Ｍ ＝ ｄｉａｇ｛ｍ１，ｍ２，…，ｍｋ，

…，ｍｂ｝，ｍｋ ＝
ＥｋＡｋ

Ｌｋ
，Ｅｋ 表示第 ｋ根杆的杨氏模量， Ａｋ

表示第 ｋ 根杆的截面面积，Ｌｋ 表示第 ｋ 根杆的长度，
（ｋ ＝ １，…，ｂ）。

材料的物理方程

Ｂδｄ ＝ δｅ （９）
Ｂ ＝ ＢＬ ＋ ＢＮＬ ＝ ＢＬ ＋ ＢＮＬ１ ＋ ｏ（ｄ２） （１０）

式中， Ｂ 为协调矩阵，ＢＬ ＝ ＡＴ 为协调矩阵的线性部

分，ＢＮＬ 为协调矩阵的非线性部分，ＢＮＬ１ 是 ｄ 的一阶

线性部分。
２．２　 平衡矩阵

根据矩阵分析的基本理论，假设矩阵 Ａ ∈ Ｃｍ×ｎ
ｒ

（ ｒ ＞ ０），若 ＡＴＡ 的特征值满足

λ１ ≥ λ２ ≥ λ３… ≥ λｒ ＞ λｒ＋１ ＝ …λｎ ＝ ０

　 　 则称 σ ｉ ＝ λ ｉ （ ｉ ＝ １，２，…，ｒ） 为Ａ的奇异值；当
Ａ 为零矩阵时，它的奇异值都是 ０，则矩阵 Ａ 的非零

奇异值的个数和矩阵 Ａ 的秩相等。
设 Ｃｍ×ｎ

ｒ （ ｒ ＞ ０），则存在ｍ阶酉矩阵Ｕ和 ｎ阶酉

矩阵 Ｖ ，使得

ＵＴＡＶ ＝
Σ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ （１１）

式中， Σ ＝ ｄｉａｇ（σ １，σ ２，…，σ ｒ），而σ ｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｒ）
为矩阵 Ａ 的全部非零奇异值。

设 Ｈｅｒｍｉｔｅ 矩阵 ＡＴＡ 的特征值为

λ１ ≥ λ２ ≥ λ３… ≥ λｒ ＞ λｒ＋１ ＝ …λｎ ＝ ０
　 　 则存在 ｎ 阶酉矩阵 Ｖ ，使得

ＶＴ（ＡＴＡ）Ｖ ＝
λ１

⋱
λｎ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
＝ Σ ２ ０

０ ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ （１２）

　 　 将酉矩阵 Ｖ 进行分块

Ｖ ＝ ［Ｖ１…Ｖ２］，Ｖ１ ∈ Ｃｎ×ｒ
ｒ ，Ｖ２ ∈ Ｃｎ×（ｎ－ｒ）

ｎ－ｒ

（１１）式可变化为： ＡＴＡＶ ＝ Ｖ
Σ ２ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ 。

则有：
由此可得：
ＶＴ

１ＡＴＡＶ２ ＝ Σ 或（ＡＶ１Σ
－１） Ｔ（ＡＶ１Σ

－１） ＝ Ｉ
（ＡＶ２） Ｔ（ＡＶ２） ＝ ０ 或 ＡＶ２ ＝ ０

　 　 设 Ｕ１ ＝ ＡＶ１Σ
－１，则 ＵＴ

１Ｕ１ ＝ １，即 Ｕ１ 的 ｒ个列式

两两正交的单位向量，记作 Ｕ１ ＝ （ｕ１，ｕ２，…，ｕｒ），且
可将 ｕ１，ｕ２，…，ｕｒ 扩充为 Ｃｍ 的标准正交基，记增添

的向量为 ｕｒ＋１，…，ｕｍ，并构造矩阵 Ｕ２ ＝ （ｕｒ＋１，…，
ｕｍ），则 Ｕ ＝ ［Ｕ１，┋，Ｕ２］ ＝ （ｕ１，ｕ２，…，ｕｒ，ｕｒ＋１，…，
ｕｍ） 是 ｍ 阶酉矩阵，且有 Ｕ１ＵＴ

１ ＝ Ｉｒ，Ｕ２ＵＴ
１ ＝ ０。

从而可得

ＵＴＡＶ ＝ ＵＴ［ＡＶ１┋ＡＶ２］ ＝
ＵＴ

１

ＵＴ
２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
［Ｕ１Σ┋０］ ＝

　
ＵＴ

１Ｕ１Σ ０

ＵＴ
２Ｕ１Σ ０

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
＝

Σ ０
０ ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

　 　 综上可得， Ａ的奇异值由 Ａ唯一决定，Ａ的所有

特征值全是非负实数，Ａ 对应的酉矩阵 Ｕ 和 Ｖ 不唯

一确定。 因此， 矩阵 Ａ 的奇异值分解方式也不

唯一。
对矩阵 Ａ 进行奇异值分解，可以得到

Ａ ＝ ＵＳＶＴ

　 　 如果将奇异矩阵写成子矩阵的形式，即

Ａ ＝ ［Ｕｒ 　 Ｕｍ］
Ｓ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ［Ｖｒ 　 Ｖｓ］

式中， ｒ为矩阵Ａ的秩，Ａ中非零对角元素的个数，Ｕｒ

＝ ［ｕ１，ｕ２，…，ｕｒ］ 为正方形组合可展机构的所有的

非几何协调位移的模态，也是其能够平衡外部节点

荷载的模态，Ｕｍ ＝ ［ｕｒ＋１，…，ｕｎｊ－ｃ］ 为正方形组合可

展机构所有几何协调位移的模态，也是其不能平衡

节点荷载模态，Ｖｒ ＝ ［ｖ１，ｖ２，…，ｖｒ］ 为正方形组合可

展机构的非自平衡的内力模态，也是其杆件产生非

协调变形的模态，Ｖｓ ＝ ［ｖｒ＋１，ｖｒ＋２，…，ｖｓ］，为正方形

·２０２１·
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组合可展机构的自应力模态，也是其杆件产生协调

变形的模态。
由于平衡协调矩阵可以相互转化，酉矩阵 Ｕ 和

Ｖ 的子空间具有双重的静力学和动力学解释。

３　 路径跟踪方法

根据前述平衡矩阵的理论，做如下假设：正方形

组合可展机构的初始构型处于平衡状态 Ｒ ｉ，对正方

形组合可展机构的平衡矩阵的奇异值进行分解以实

现数据降维，从而得到正方形组合结构的位移模

态。 把该机构的位移模态方向作为位移增量的方

向，令正方形组合可展机构的全部节点产生了位移

是 δＵｒ＋１，Ｕｒ＋１ 是表征了位移的方向矢量，即正方形

组合可展机构的位移模态。 完成以上位移后，正方

形组合可展机构处于Ｒ′ｉ 的假想状态，Ｒ′ｉ 这个状态是

为了数学计算的方便而插入状态，真实运动中不存

在这个状态。 因而对 Ｒ′ｉ 状态下正方形组合可展机

构的平衡矩阵进行奇异值分解，可得 Ｒ′ｉ 的位移模

态，对 Ｒ′ｉ 时刻的位移模态进行组合和迭代计算，得
到所求未知量。 完成 Ｒ′ｉ 时刻位移，正方形组合可展

机构处于新平衡状态 Ｒ ｉ ＋１。 求下一个平衡状态

Ｒ ｉ ＋２，可以重复上述 Ｒ ｉ 到 Ｒ ｉ ＋１ 的步骤求解，即开始新

一轮的循环。 最终得到正方形组合可展机构的完整

运动轨迹。

图 ３　 正方形组合可展机构路径跟踪

如图 ３ 所示，正方形组合可展机构的所有节点

从状态 Ｒ ｉ 迭代到状态 Ｒ ｉ ＋１ ，需满足协调方程：
ＢｉＵ ＝ ｅ

式中， Ｂｉ 表示 Ｒ ｉ 时刻的初始状态，Ｕ 表征状态 Ｒ ｉ 迭

代到状态 Ｒ ｉ ＋１ 正方形组合可展机构所有节点位移

向量

Ｕ ＝ δＵｒ＋１ － ｄ
式中， δ 表示增量系数，Ｕｒ＋１ 表示状态Ｒ ｉ 时刻的正方

形组合可展机构的位移模态，ｄ 表示状态 Ｒ′ｉ 迭代到

状态 Ｒ ｉ ＋１ 正方形组合可展机构所有节点位移向量。
为了计算的方便，假定

ｄ ＝ ∑
ｒ

ｉ ＝ １
Ｕ′ｉ βｉ （１３）

　 　 Ｕ′ｉ 是状态 Ｒ′ｉ 时刻下正方形组合可展机构的平

衡矩阵奇异值分解后得到的位移模态。
对于正方形组合可展机构，其平衡状态不仅无

内力而且无变形的。 从平衡状态 Ｒ ｉ 迭代到平衡状

态 Ｒ ｉ ＋１ 正方形组合可展机构的所有杆件的长度都是

定值，其杆件的变形量 ｅ ＝ ０。
假定正方形组合可展机构处于状态 Ｒ ｉ 时刻，其

节点的坐标向量为

Ｘｉ ＝ ｛ｘ１，ｙ１，ｘ２，ｙ２，…，ｘｎｊ－ｃ，ｙｎｊ－ｃ｝ Ｔ

　 　 正方形组合可展机构的所有节点从状态 Ｒ ｉ 迭

代到状态 Ｒ′ｉ 的位移增量为

Ｕ１ ＝ βＵｒ＋１ ＝ β｛ｕ１
ｒ＋１，ｖ１ｒ＋１，ｕ２

ｒ＋１，ｖ２ｒ＋１，…，ｕｎｊ－ｃ
ｒ＋１ ，ｖｎｊ

－ｃ
ｒ＋１ ｝ Ｔ

（１４）
　 　 状态 Ｒ′ｉ 所有节点坐标向量为

Ｘ′ｉ ＝ Ｘｉ ＋ Ｕ１

式中， Ｘ′ｉ ＝ ｛ｘ′１，ｙ′１，ｘ′２，ｙ′２，…，ｘ′ｎｊ－ｃ，ｙ′ｎｊ－ｃ｝ Ｔ。
从正方形组合可展机构的状态 Ｒ ｉ 到状态 Ｒ′ｉ ，令

杆件的变形量为 ｂ × １ 维列向量 ｅ ，可得

ｅ ＝ ＢＵ１ ＝ （ＢＬ ＋ ＢＮＬ）Ｕ１

式中， Ｂ 为状态 Ｒ ｉ 时刻的协调矩阵，ＢＬ，ＢＮＬ 分别为

状态 Ｒ ｉ 时刻的协调矩阵的线性部分和非线性部分；
对 ｉｊ 杆有

ｅｉｊ ＝ Ｌ′ － Ｌ ＝ ｛（ｘ′ｉ － ｘ′ｊ ） ＋ （ｙ′ｉ － ｙ′ｊ ） ２｝
１
２ －

｛（ｘｉ － ｘ ｊ） ＋ （ｙｉ － ｙ ｊ） ２｝
１
２ （１５）

　 　 根据正方形组合可展机构的位移模态物理含义

分析可得

ＢＬＵ１ ＝ ０ （１６）
　 　 代入（１４）式可得 ｅ ＝ ＢＮＬＵ１。

由（１６） 式可知，正方形组合可展机构的所有节

点从状态 Ｒ ｉ 到状态 Ｒ′ｉ 时刻杆件的变化量产生于协

调矩阵的非线性部分。
正方形组合可展机构运动过程是无内力和无变

形的，因此正方形组合可展机构的杆件变形量为零，
要使得该机构的杆件从状态 Ｒ′ｉ 迭代到状态 Ｒ ｉ ＋１ 杆

件变形量就必须减少 ｅ。
从状态 Ｒ′ｉ 迭代到状态 Ｒ ｉ ＋１ 杆件位移增量为

Ｕ２ ＝ － ｄ （１７）

·３０２１·
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　 　 状态 Ｒ ｉ ＋１ 时刻正方形组合可展机构所有节点的

坐标向量为

Ｘ′ｉ ＋１ ＝ Ｘ′ｉ ＋ Ｕ２

Ｘｉ ＋１ ＝ ｛ｘ″１，ｙ″１，ｘ″２，ｙ″２，…，ｘ″ｎｊ－ｃ，ｙ″ｎｊ－ｃ｝ Ｔ

　 　 正方形组合可展机构从状态 Ｒ′ｉ 到状态 Ｒ ｉ ＋１ 需

满足协调方程

Ｂ′Ｕ２ ＝ （Ｂ′Ｌ ＋ Ｂ′ＮＬ）Ｕ２ ＝ － ｅ （１８）
　 　 为了提高运算效率，令正方形组合结构的杆件

沿变形方向返回，此时需满足（１３）式。
若（１８）式中 Ｂ′ＮＬ 仅为高阶无穷小量，则

Ｂ′ＮＬＵ２ ≈ ０ （１９）
　 　 将（１３）、（１７）、（１９）式代入（１８）式可以得到

Ｂ′Ｌ (∑
ｒ

ｉ ＝ １
Ｕ′ｉ βｉ） ＝ ｅ （２０）

　 　 由于 Ｂ′ 和 Ｕ′ｉ 都在状态 Ｒ′ｉ 下求得，所以 Ｂ′ 和
Ｕ′ｉ 具有相关性，代入（１０） 式可得

Ｂ′Ｌ ＝ Ｖ′Ｓ′Ｕ′ （２１）
　 　 假设

Ｕ′ ＝ ［Ｕ′１，Ｕ′２，…，Ｕ′ｒ ，Ｕ′ｒ＋１，…，Ｕ′（ｎｊ－ｃ）］ （２２）
Ｖ′ ＝ ［Ｖ′１，Ｖ′２，…，Ｖ′ｒ ，Ｖ′ｒ＋１，…，Ｖ′ｂ］ （２３）

Ｓ′ ＝

Ｓ′１ ０
⋱ ０

Ｓ′ｒ ０
０ ０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

（２４）

　 　 将（２１）式代入（２０）式的左边，可得

Ｂ′Ｌ (∑
ｒ

ｉ ＝ １
Ｕ′ｉ βｉ） ＝ Ｖ′Ｓ′Ｕ′ (∑

ｒ

ｉ ＝ １
Ｕ′ｉ βｉ） ＝

　 ［Ｖ′１，Ｖ′２，…，Ｖ′ｒ ，Ｖ′ｒ＋１，…，Ｖ′ｂ］

Ｓ′１ ０
⋱ ０

Ｓ′ｒ ０
０ ０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

·

　

Ｕ′Ｔ１
︙
Ｕ′Ｔｒ
︙

Ｕ′Ｔ（ｎｊ－ｃ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

［Ｕ′１β１ ＋ … ＋ Ｕ′ｒ βｒ］ （２５）

式中

Ｕ′Ｔ１
︙
Ｕ′Ｔｒ
︙

Ｕ′Ｔ（ｎｊ－ｃ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

［Ｕ′１β１ ＋ … ＋ Ｕ′ｒ βｒ］ ＝

Ｕ′Ｔ１ Ｕ′１β１

︙
Ｕ′Ｔｒ Ｕ′１β１

︙
０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

＋ … ＋

Ｕ′Ｔ１ Ｕ′ｒ βｒ

︙
Ｕ′Ｔｒ Ｕ′１βｒ

︙
０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

（２６）

　 　 Ｕ 中的列是全部两两正交的单位向量，可得

Ｕ′Ｔｉ Ｕ′ｊ ＝ １，（ ｉ ＝ ｊ）

Ｕ′Ｔｉ Ｕ′ｊ ＝ ０，（ ｉ ≠ ｊ）{ （２７）

将（２６）式代入（２４）式可得

Ｕ′Ｔ１
︙
Ｕ′Ｔｒ
︙

Ｕ′Ｔ（ｎｊ－ｃ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

［Ｕ′１β１ ＋ … ＋ Ｕ′ｒ βｒ］ ＝

Ｕ′Ｔ１ Ｕ′１β１

︙
Ｕ′Ｔｒ Ｕ′１β１

︙
０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

＋ … ＋

Ｕ′Ｔ１ Ｕ′ｒ βｒ

︙
Ｕ′Ｔｒ Ｕ′１βｒ

︙
０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

＝

β１

︙
βｒ

︙
０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

（２８）

将（２８）式代入（２５）式右侧，得

Ｂ′Ｌ (∑
ｒ

ｉ ＝ １
Ｕ′ｉ βｉ）［Ｖ′１，Ｖ′２，…，Ｖ′ｒ ，Ｖ′ｒ＋１，…，Ｖ′ｂ］·

Ｓ′１ ０
⋱ ０

Ｓ′ｒ ０
０ ０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

β１

︙
βｒ

︙
０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

（２９）

　 　 设 β ＝ ［β １，β ２，…β ｒ，０，…，０］ Ｔ，将（１８）、（２１）、
（２３） 式代入（２９） 式后，可得

Ｂ′Ｌｄ ＝ Ｖ′Ｓ′β ＝ ｅ
　 　 Ｖ 中的列是全部两两正交的单位向量，可得

Ｖ′ＴＶ′ ＝ Ｉ （３０）
将（３０）式两边同乘单位向量 ＶＴ 可得

Ｖ′ＴＶ′Ｓβ ＝ ＶＴｅ （３１）
由（３０）式和（３１）式可得

Ｓ′β ＝ ＶＴｅ （３２）
解（３２）式可得

βｉ ＝
Ｖ′Ｔｉ ｅ
Ｓ′ｉ

（３３）

将（１３）、（１５）式代入（３３）式得：

Ｕ２ ＝ － ｄ ＝ － ∑
ｒ

ｉ ＝ １

Ｖ′Ｔｉ ｅ
Ｓ′ｉ

Ｕｉ

·４０２１·
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　 　 从而可得： Ｘｉ ＋１ ＝ Ｘｉ ＋ Ｕ１ ＋ Ｕ２。 即

Ｘｉ ＋１ ＝ Ｘ′ｉ ＋ Ｕ２ ＝ Ｘ′ｉ － ｄ （３４）

４　 算例分析

为了验证前述路径跟踪方法的有效性，需建立

数字仿真模型，从而进行验证。
图 ４ 所示正方形组合可展机构中，假设每根杆

件的长度均为 ｌ，杆件 ３ 与 ｘ 轴的夹角为 θ，正方形组

合可展机构中所有剪式单元的杆件的铰接于质心

处。 杆件 ２ 和杆件 ３ 满足几何约束方程式

（ｘＢ２
－ ｘＡ１）

２ ＋ （ｙＢ２
－ ｙＡ１）

２ ＝ ｌＡ１Ｂ２

（ｘＢ１
－ ｘＡ２）

２ ＋ （ｙＢ１
－ ｙＡ２）

２ ＝ ｌＡ２Ｂ１

ｘＡ１
＋ ｘＢ２

－ ｘＡ２
－ ｘＢ１

＝ ０

ｙＡ１
＋ ｙＢ２

－ ｙＡ２
－ ｙＢ１

＝ ０

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（３５）

图 ４　 正方形组合结构及坐标系

对上述几何约束方程求偏导，得到正方形组合

可展机构中剪式单元的雅克比矩阵

Ｊ ＝ ｕ１１ ｕ１２[ ]

式中

ｕ１１ ＝

ｘＡ１
－ ｘＢ２

ｌＡ１Ｂ２

ｙＡ１
－ ｙＢ２

ｌＡ１Ｂ２

０ ０

０ ０
ｘＡ２

－ ｘＢ１

ｌＡ２Ｂ１

ｙＡ２
－ ｙＢ１

ｌＡ２Ｂ１

１ ０ － １ ０
０ １ ０ － １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

ｕ１２ ＝

０ ０
ｘＢ２

－ ｘＡ１

ｌＡ１Ｂ２

ｙＢ２
－ ｙＡ１

ｌＡ１Ｂ２

ｘＢ１
－ ｘＡ２

ｌＡ２Ｂ１

ｙＢ１
－ ｙＡ２

ｌＡ２Ｂ１

０ ０

－ １ ０ １ ０
０ － １ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

根据剪式单元在正方形组合可展机构中的位置关

系，对雅克比矩阵进行组装得到正方形组合可展机

构的总体雅克比矩阵。
对于图 ４ 正方形组合可展机构进行路径跟踪，

先根据前述自由度求解方法，此时， ｍ ＝ ３，ｎ ＝ ３，正
方形组合可展机构含有的冗余约束数

ｒ ＝ ２（ｍ － １）（ｎ － １） ＝ ８
　 　 正方形组合结构中独立的自由度个数

ｆ ＝ ４ｍｎ － ｒ ＝ ２８
　 　 正方形组合结构的节点的自由度个数

Ｆ ＝ ２（ｍ － １）（ｎ － １） － ３ ＝ ２９
　 　 假设正方形组合可展机构路径跟踪时，其初始

状态 Ｒ ｉ 所有节点坐标向量为 Ｘｉ

Ｘｉ ＝ ［０，０，１，０，２，０，３，０，０，１，１，１，２，１，３，１，０，２，

　 １，２，２，２，３，２，０，３，１， ３， ２，３，３，３］ Ｔ

　 　 设定 δ ＝ ０．００５，机构学中的雅克比矩阵就是协

调矩阵的线性部分 ＢＬ，由（９） 式得

Ｊ ＝ ＢＬ ＝ ＡＴ

　 　 根据（１２）式对正方形组合可展机构的平衡矩

阵的奇异值分解以实现数据降维，即此时平衡矩阵

的秩为 ２９，从而得到正方形组合结构的位移模态 Ｕ
Ｕ ＝ ［０．０９４ ５，０，０．１８９ ０，０，０．２８３ ５，０，
　 － ０．０９４ ５，０．０９４ ５， － ０．０９４ ５，０．１８９ ０，
　 － ０．０９４ ５，０．２８３ ５， － ０．０９４ ５，０，
　 － ０．１８９ ０，０．０９４ ５， － ０．１８９ ０，０．１８９ ０，
　 － ０．１８９ ０，０．２８３ ５， － ０．１８９ ０，０，
　 － ０．２８３ ５，０．０９４ ５， － ０．２８３ ５，０．１８９ ０，
　 － ０．２８３ ５，０．２８３ ５， － ０．２８３ ５］

　 　 此时正方形组合可展机构的节点位移为

ΔＵ ＝ ［０．０００ ５，０，０．０００ ９，０，０．００１ ４，０，
　 － ０．０００ ５，０．０００ ５， － ０．０００ ５，０．０００ ９，
　 － ０．０００ ５，０．００１ ４， － ０．０００ ５，０，
　 － ０．０００ ９，０．０００ ５， － ０．０００ ９，０．０００ ９，
　 － ０．０００ ９，０．００１ ４， － ０．０００ ９，０，
　 － ０．００１ ４，０．０００ ５， － ０．００１ ４，０．０００ ９，
　 － ０．００１ ４，０，００１ ４， － ０．００１ ４］

·５０２１·
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当正方形组合可展机构处于状态 Ｒ′ｉ 所有节点

坐标向量为

Ｘ′ｉ ＝ ［０，０，１．０００ ５，０，２．０００ ９，０，３．００１ ４，
　 ０，０，０．９９９ ５，１．０００ ５，０．９９９ ５，
　 ２．０００ ９，０．９９９ ５，３．００１ ４，０．９９９ ５，０，
　 １．９９９ １，１．０００ ５，１．９９９ １，２．０００ ９，１．９９９ １，
　 ３．００１ ４，１．９９９ １，０，２．９９８ ６，１．０００ ５，２．９９８ ６，
　 ２．０００ ９，２．９９８ ６，３．００１ ４，２．９９８ ６］ Ｔ

　 　 同理，可以得到正方形组合可展机构处于状态

Ｒ′ｉ 是的雅克比矩阵 Ｊ′。
经过迭代后，得到正方形组合可展机构状态 Ｒ′ｉ

下的位移模态为

Ｕ′ ＝ ［０．０９４ ４，０，０．１８８ ９，０，０．２８３ ３，０， － ０．０９４ ５，
　 ０．０９４ ４， － ０．０９４ ５，０．１８８ ９， － ０．０９４ ５，
　 ０．２８３ ３， － ０．０９４ ５，０， － ０．１８９ １，０．０９４ ４，
　 － ０．１８９ １，０．１８８ ９， － ０．１８９ １，０．２８３ ３，
　 － ０．１８９ １，０， － ０．２８３ ６，０．０９４ ４， － ０．２８３ ６，
　 ０．１８８ ９， － ０．２８３ ６，０．２８３ ３， － ０．２８３ ６］
　 　 正方形组合可展机构从状态 Ｒ′ｉ 迭代到状态

Ｒ ｉ ＋１ 的过程中，全部杆件的变形量为

ｅ ＝ ［１．５７８ ４，１．５７８ ４，０，０，１．５７８ ４，１．５７８ ４，
　 ０，０，１．５７８ ４，１．５７８ ４，０，０，１．５７８ ４，１．５７８ ４，
　 ０，０，１．５７８ ４，０，１．５７８ ４，０，１．５７８ ４，
　 １．５７８ ４，０，０，１．５７８ ４，０，１．５７８ ４，０］ Ｔ × １０ －７

　 　 正方形组合可展机构从状态 Ｒ′ｉ 到状态 Ｒ ｉ ＋１ 的

过程中，可得其全部节点坐标的变化量为

Ｕ２ ＝ ［ － ０．８２３ ７，５．２５２ ７， － ５．２７０ ３，４．２２３ ６，
　 － ９．９１４ ８， － ９．０２４ ５， － ４．０７７ ９，
　 － ４．５７５ ０，５．９４３ ９， － ４．２７５ ８，７．０９０ ９，
　 － ７．２２１ ４，４．２９２ ０， － ２３．１４２ １， － １１．８０６ ３，
　 － １７．０８２ ５，１．６８１ １， － ０．９６３ ７，２．５５０ ６，
　 ３．７１４ ５， － ０．８１７ ９， － ３８．２５３ ６， － １９．０５５ ５，
　 － ３１．６７４ ９， － ４．５５９ ４， － １１．７３５ ４， － ３．９８１ ０，
　 ９．６１８ ３， － ７．８０１ ６］ Ｔ × １０ －８

由（３４） 式可得，正方形组合可展机构状态 Ｒ ｉ ＋１

的所有节点的坐标向量为

Ｘｉ ＋１ ＝ ［０，０，１．０００ ５，０，２．０００ ９，０，
　 ３．００１ ４，０，０，０．９９９ ５，１．０００ ５，
　 ０．９９９ ５，２．０００ ９，０．９９９ ５，３．００１ ４，
　 ０．９９９ ５，０，１．９９９ １，１．０００ ５，１．９９９ １，
　 ２．０００ ９，１．９９９ １，３．００１ ４，１．９９９ １，０，
　 ２．９９８ ６，１．０００ ５，２．９９８ ６，２．０００ ９，
　 ２．９９８ ６，３．００１ ４，２．９９８ ６］ Ｔ

运用上述迭代方法，对正方形组合可展机构进

行路径跟踪。 首先求出正方形组合可展机构中剪刀

单元的雅克比矩阵，再运用有限元的理论对单元的

雅克比矩阵进行组装，从而得到正方形组合可展机

构的雅克比矩阵。 根据前述求解平衡矩阵的方法，
设定相应的参数，求出正方形组合可展机构在迭代

次数为１，５００，１ ０００和１ ６８０次时的位形如图５ ～ 图

８ 所示。 图 ９ 为正方形组合可展机构平衡矩阵的最

小特征值变化情况。

　 　 　 　 图 ５　 正方形组合可展机构　 　 　 　 　 图 ６　 正方形组合可展机构 图 ７　 正方形组合可展机构

１ 次迭代后的位形 ５００ 次迭代后的位形 １ ０００ 次迭代后的位形

　 　 由图 ５～图 ８ 可以看出，运用位移模态的方法得

到位形变化和正方形组合可展机构仿真的规律是一

致的，说明运用平衡矩阵的分析正方形组合可展机

构的路径跟踪是可行的。 由图 ９ 可以看出，正方形

组合可展机构的正方形组合可展机构的所有节点从

平衡状态 Ｒ ｉ 迭代到平衡状态 Ｒ′ｉ ，再从状态 Ｒ′ｉ 迭代

到状态 Ｒ ｉ ＋１ 的过程中，正方形组合结构的非零特征

值在经过循环迭代 １ ６８０ 次后，非零特征值的变化

·６０２１·
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图 ８　 正方形组合可展机构迭代 １ ６８０ 次后的位形

图 ９　 正方形组合结构迭代 １ ６８０ 次时

平衡矩阵的最小非零特征值

规律逐渐减小达到 ０ 附近，即正方形组合可展机构

运动的路径接近奇异点，该机构在奇异点会发生分

岔现象。 正方形组合可展机构的自由度不为 １，无
法按照规划路径运行，失去控制性和稳定性，甚至导

致重大安全事故。

　 　 为了避免正方形组合可展机构路径中奇异现象

的出现，采用增加额外约束使得自由度为 １，规划合

理路径的方法避开奇异点。 由于正方形组合可展机

构在特定的位置才会发生奇异现象，通过位移跟踪

的方法可以找到发生奇异现象的特殊位置，对正方

形组合可展机构的各杆件的铰接点限定旋转方向和

限制在某一特定位置。 正方形组合可展机构的平衡

矩阵即雅克比矩阵是病态矩阵，运用额外约束和规

划合理路径就是截断和修正病态矩阵的奇异值，使
得平衡矩阵在奇异点的奇异特性发生改变，从而使

正方形组合可展机构运动避开奇异点。

５　 结　 论

１）针对正方形组合可展机构其约束数目难以

精确确定的问题，提出了运用图论和螺旋理论相结

合求解正方形组合可展机构的自由度的方法。
２）推导出正方形组合可展机构的平衡矩阵，并

对雅克比矩阵进行奇异值分解达以达到降秩目的，
从而求得正方形组合可展机构的位移模态。 通过位

移模态迭代，最后得到了正方形组合可展机构的路

径，并使用仿真方法验证了路径跟踪方法的有效性。
３）通过仿真得到正方形组合可展机构分岔点

的位置，分析路径跟踪过程，发现其雅克比矩阵是病

态矩阵。 通过增加额外约束和规划合理路径可以改

变平衡矩阵的奇异性，从而避免分岔现象。
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