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摘　 要：基于线性倒立摆（ＬＩＰ）模型，将双足机器人的多步行走等效成三维倒立摆的多次摆动，在运

动发散分量（ＤＣＭ）概念的基础上，研究了以质心（ＣＯＭ）和 ＤＣＭ 表示的动力学方程。 设计了 ２ 种

ＤＣＭ 闭环控制器：一步 ＤＣＭ 终值不变抗扰动控制器和实时 ＤＣＭ 轨迹跟踪闭环控制器。 ２ 种控制器

都可以有效地抑制扰动，使实际机器人的 ＤＣＭ 不发散，并使用其规划出了双足行走过程中的 ＣＯＭ 轨

迹。 依据 ＣＯＭ 轨迹和双腿末端轨迹推导了求解双足机器人逆运动学的数值方法，整体上完成了双足

行走过程中从输入脚印到输出关节角度的整套求解问题，使双足步态规划的方法体系化。 最后，结合

一个普适机器人模型，针对文中的算法在ＭＡＴＬＡＢ 平台上进行了仿真，仿真结果验证了该新方法的有

效性。
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　 　 双足机器人腿部运动由于其混合动力学、接触

力的单向性约束以及双足机器人一般动力学的高维

和非线性，使其步态规划与平衡控制相当复杂。 一

般双足的步态规划分为离线规划和实时在线规划 ２
种方式，由于实时规划具有更好的鲁棒性，所以目前

表现突出的知名机器人都采用实时规划进行运动控

制。 实时规划一个常用的思想是主要关注机器人的

ＣＯＭ 动力学。 依据该思想，较常用的方法是将双足

的走动简化成线性倒立摆（ＬＩＰ） ［１］ 的摆动。 ＬＩＰ 模

型较好地描述了双足步行的“宏观”动力学行为。
基于 ＬＩＰ 模型的 ＣＯＭ 动力学规划方法实现了几种

双足步行机器人的有效行走［２⁃３］。
Ｖｕｋｏｂｒａｔｏｖｉｃ 等［４］１９７２ 年提出了 ＺＭＰ（ｚｅｒｏ ｍｏ⁃

ｍｅｎｔ ｐｏｉｎｔ）的概念，ＺＭＰ 作为脚与地之间的垂直压

力分布的抽象描述，可以有效地判定双足行走的稳

定性。 结合 ＬＩＰ 模型，Ｗｉｅｂｅｒ［５］ 提出了一种无轨迹

模型预测控制器（ＭＰＣ），该控制器最小化 ＣＯＭ 抖

动，实现了双足从强扰动中恢复。
根据 ＬＩＰ 的动力学方程，可以计算特定的立足

点，使双足 ＣＯＭ 的运动停止，系统动能等于 ０，双足

处于完全静止状态，这一点被 Ｐｒａｔｔ 等人称为“ＣＰ”
（ｃａｐｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔ） ［６］。 ＣＰ 又被 Ｔａｋｅｎａｋａ 和 Ｅｎｇｌｓｂｅｒｇｅｒ
等［７⁃８］称作运动发散分量 ＤＣＭ。 Ｔａｋｅｎａｋａ 提出了一

种基于 ＬＩＰ 动力学特征值分解的实时行走模式生成

方法，给出了“收敛”和“发散”分量的定义，证明了

“发散”分量等价于 ＣＰ。 Ｈｏｐｋｉｎｓ 等［９］ 又将 ＤＣＭ 的

概念扩展到时变系统。 目前 ＣＯＭ 的轨迹规划普遍

采用事先样条插值将其插值出来［１０］。 本文基于

ＤＣＭ 动力学，找到了一套从行走脚印到 ＣＯＭ 轨迹，
再到关节角度求解的在线规划方法。 具体完成了以

下工作：①基于 ＬＩＰ 模型推导了 ＤＣＭ 动力学方程，
在此方程的基础上，设计了 ２ 种抗干扰控制器，使运

动发散分量在机器人行走过程中以及受到扰动后都

不发散。 ②基于不发散的 ＤＣＭ，规划出了双足行走



西　 北　 工　 业　 大　 学　 学　 报 第 ３７ 卷

过程中的 ＣＯＭ 轨迹，在此轨迹约束下采用三次样条

插值法又规划出了摆动腿末端的摆动轨迹。 ③基于

规划出的 ＣＯＭ 和两腿末端轨迹，推导出了使用广义

逆计算逆运动学的方法，行之有效地求出了在以上

约束下的关节角度向量。 基于 ＬＩＰ 模型的 ＤＣＭ 方

法抓住了双足行走的主要矛盾，进而设计出相对简

单的控制器，结合高效的逆运动学求解方法完成了

双足的整套行走规划。 本文的研究使双足步态规划

的方法体系化，最后在一个普适机器人模型上验证

了方法的有效性。

１　 ＬＩＰ 动力学与 ＤＣＭ 的推导

１．１　 ＬＩＰ 模型

将机器人抽象成图 １ 所示的平面二维倒立摆，
倒立摆的摆杆长度可以伸缩并保持整体质心高度 ｚｃ
不变。 应用如下假设：

１） 机器人的质量被集中于质心 ＣＯＭ 点；
２） 质心保持在恒定的高度 ｚｃ；
３） 机器人踝关节无力矩输入，看成自由状态。

图 １　 平面二维倒立摆模型

在二维 ｘ⁃ｚ 平面中，ＣＯＭ 的位置坐标为 Ｐｃｏｍ ＝

［ｘ，ｚｃ］ Ｔ，支点Ｐ的位置坐标为Ｐ ＝ ［ｐ，０］ Ｔ，点Ｐ等效

于机器人的 ＺＭＰ 点［１１］，ｙ⁃ｚ 平面同理可得。
可以列写出倒立摆的动力学模型

ｍｘ̈ ＝ Ｆｓｉｎθ
ｍｚ̈ ＝ Ｆｃｏｓθ － ｍｇ （１）

解出

ｘ̈ ＝ ｇ ＋ ｚ̈
ｚｃ

（ｘ － ｐ）

ｚ̈ ＝ Ｆ
ｍ
ｃｏｓθ － ｇ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（２）

如果 Ｆ可控，使其满足 Ｆｃｏｓθ ＝ ｍｇ，则 ｚ̈ ＝ ０。 又因为

ｚｃ ＝ ｃｏｎｓｔ，ＬＩＰ 模型 ｘ 轴方向上线性化为

ｘ̈ ＝ ω２（ｘ － ｐ） （３）

式中， ω ＝ ｇ ／ ｚｃ 。
系统写成的二阶微分方程形式，选择不同的 ｐ

和系统初值都会得到一组 ｘ（ ｔ），如果将多次摆动拼

接在一起，选择合适的 ｐ 和系统初值可以组成一组

连续的倒立摆行走步态。 将（３）式写成状态空间

形式

ζ̇ ＝
０ １
ω２ ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ζ ＋

０
－ ω２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｐ （４）

式中， ζ ＝ ｘ ｘ̇[ ] Ｔ 求出上式的解析解为

ζ（ ｔ） ＝
ｃｏｓｈ（ωｔ） １

ω
ｓｉｎｈ（ωｔ）

ωｓｉｎｈ（ωｔ） ｃｏｓｈ（ωｔ）

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ζ０ ＋

　
１ － ｃｏｓｈ（ωｔ）
－ ωｓｉｎｈ（ωｔ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｐ （５）

式中， ζ０ ＝ ［ｘ０ 　 ｘ̇０］ Ｔ。
１．２　 ＤＣＭ 的定义与推导

根据 ＣＰ 点的定义得

ｐ ＝ ｘ（ ｔ） ｜ ｔ→∞ ＝ ｃｏｓｈ（ωｔ）（ｘ０ － ｐ） ＋

　 １
ω
ｓｉｎｈ（ωｔ） ｘ̇０ ＋ ｐ （６）

得到 ｐ ＝ ｘ０ ＋
ｘ̇０

ω
（７）

将（３）式进行拉氏变换得到

Ｇ（ ｓ） ＝ ω２

ω２ － ｓ２
（８）

系统传递函数具有右半平面的极点，系统不是渐进

稳定。 将 Ｇ（ ｓ） 改写为（９）式并画出系统框图（见图

２）

Ｇ（ ｓ） ＝ ω
ω － ｓ

ω
ω ＋ ｓ

（９）

根据稳定部分传递函数 Ｇ２（ ｓ） 求出 ξ 和 ｘ 的关系

ξ ＝ ｘ（ ｔ） ＋ ｘ̇（ ｔ）
ω

（１０）

　 　 对比（７）式和（１０）式，可以发现 ξ 和 ＣＰ 点具有

相同的数学表达形式。 图 ２中 ｘ追踪 ξ过程稳定，而
ξ 追踪 ｐ 过程不稳定， 故 ξ 被称为运动发散分量

（ＤＣＭ）。 由于 ｘ 追踪 ξ 过程稳定，所以双足步态规

划时只要 ξ 不发散，机器人就可以稳定摆动下去。

图 ２　 ＬＩＰ 模型动力学拆分

·６８２１·
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２　 ＤＣＭ 参考轨迹生成及跟踪控制

２．１　 ＤＣＭ 参考轨迹的生成

选择 ｘ 和 ξ 作为系统状态变量，系统动力学方

程写成状态空间形式为

σ̇ ＝
－ ω ω
０ ω

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú σ ＋

０
－ ω

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｐ （１１）

式中， σ ＝ ｘ ξ[ ] Ｔ。
机器人一步摆动中支点 ｐ不变，ｐ点即为机器人

的行走脚印。 ＤＣＭ 参考轨迹的生成需要一组规划

好的脚印坐标 ｐｋ，人为设定双足机器人多步连续行

走的最后一步结束时刻 ξ点正好和 ｐ点重合，误差为

０。 然后依据 Ｇ１（ ｓ） 就可反推回第一步，那么双足整

个行走步态中 ξ 都是不发散的。

图 ３　 ＤＣＭ 规划方法

将（１１） 式中的第二行即 Ｇ１（ ｓ） 写成离散状态

方程 ξ ｋ ＝ Ｆ（ξ ｋ＋１，ｐｋ） 形式

ξｋ ＝ ｅ －ωＴ（ξｋ＋１ － ｐｋ） ＋ ｐｋ （１２）
　 　 给出第 ｋ步的落脚点 ｐｋ 和第 ｋ ＋ １步 ξ的起始值

ξ ｋ＋１，依据规则 Ｆ 可以算出一个时间跨度 Ｔ前第 ｋ 步

ξ 的起始值 ξ ｋ，以此类推。 第 ｋ步 ξ 的终止值等于第

ｋ ＋ １步 ξ 的起始值（见图 ３）。 求出了每一步 ξ 的起

始值和落脚点 ｐｋ 依据 Ｇ１（ ｓ） 可以推出 ξ ｋ→ｋ＋１（ ｔ），这
里求出的每一个 Ｔ 时间段内的 ξ ｋ→ｋ＋１（ ｔ） 都受控。

将（１１） 式中的第一行即 Ｇ２（ ｓ） 写成离散状态

方程 ｘｋ＋１ ＝ Ｈ（ｘｋ，ξ ｋ） 形式

ｘｋ＋１ ＝ ｅ －ωＴ（ｘｋ － ξｋ） ＋ ξｋ （１３）
　 　 依据 ｘｋ 和 ξ ｋ 就可以推出 Ｔ 时间后的 ｘｋ＋１，求出

了每一步 ｘ 的起始值 ｘｋ 依据 Ｇ２（ ｓ） 可以推出

ｘｋ→ｋ＋１（ ｔ）。
概括基于后项递推方法规划 ＤＣＭ 和 ＣＯＭ 轨迹

的算法为：
１） 给出目标落脚点（脚印） Ｐ ＝ ［ｐ１…ｐｋ…ｐｎ］；
２） 由 ξ ｋ＋１ 和 ｐｋ 反推 ξ ｋ，ξ ｋ ＝ Ｆ（ξ ｋ＋１， ｐｋ），ｋ≥１；
３） 根 据 第 ｋ 步 初 值 ξ ｋ，ｐｋ 和 Ｇ１（ ｓ）， 求

出 ξ ｋ→ｋ＋１（ ｔ）；

４） 由 ｘｋ 和 ξ ｋ 推出 ｘｋ＋１，ｘｋ＋１ ＝ Ｈ（ｘｋ， ξ ｋ）；
５） 根据 ｘｋ 和 ξ ｋ→ｋ＋１（ ｔ） 求出 ｘｋ→ｋ＋１（ ｔ）。
由 ξ ｋ ＝ Ｆ（ξ ｋ＋１，ｐｋ） 还 可 以 推 出 ξ ｋ，ξ ｋ＋１，

ξ ｋ→ｋ＋１（ ｔ） 和 ｐｋ 时刻都在同一条直线上，由 Ｇ２（ ｓ） 可

知 ｘ̇ ＝ ω（ξ － ｘ），即 ｘ̇与 ξ － ｘ同向，ｘ（ ｔ） 的速度方向

始终指向 ξ ｋ（ ｔ），大小等于 ω ｜ ξ － ｘ ｜ ，如图 ４ 所示。

图 ４　 三维 ＤＣＭ 和 ＣＯＭ 的基本移动

下面结合具体算例，仿真算法的实际效果。 在

ｘ⁃ｙ 平面中选择系统摆动 ５ 步，取脚印 ｐｋ ＝ ［（０．０，
０．０）， （０．２５，０．３）， （０．５，０．０）， （０．７５，０．３）， （１．０，
０．０）， （１．２５，０．３）］（ｍ），Ｔ ＝ １ ｓ，ω ＝ ４．４２７，ξ ６ ＝
（１．２５，０．３） 带入 ξ ｋ ＝ Ｆ（ξ ｋ＋１， ｐｋ） 可以求出 ξ １→５，使
用递推算法，算出 ξ ｋ→ｋ＋１（ ｔ） 和 ｘｋ→ｋ＋１（ ｔ） 轨迹如图 ５
所示，实线为ＣＯＭ轨迹，虚线为ＤＣＭ轨迹。 ＤＣＭ是

分段曲线，每一段表示一次摆动。 可以看出图中

ξ ｋ→ｋ＋１（ ｔ） 一直处于可控状态，经过一个时间跨度 Ｔ
趋于发散时进入下一摆。

图 ５　 二维 ＤＣＭ 和 ＣＯＭ 步态间的移动

２．２　 一步 ＤＣＭ 终值不变抗扰动控制

针对 ＬＩＰ 动力学方程的不稳定部分，有必要设

·７８２１·
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计增强系统鲁棒性的负反馈控制器，使双足系统在

第 ｋ 步受到扰动后依然能在一个时间跨度 Ｔ 内重回

规划的 ξｋ＋１ 点处。
使用图 ６ 来说明一步 ＤＣＭ 终值不变抗扰动控

制的思想。 开始阶段 ｐｋ 在 ｐｋ→ｋ＋１（０） 处，依据 ｐｋ 保持

不变规划出的 ξｋ、ξｋ＋１ 和 ｐｋ 在同一条直线上如图６左
侧实线所示。 如果系统不受外界扰动 ξｋ→ｋ＋１（ ｔ） 将

随时间的推移沿直线从 ξｋ 运动到 ξｋ＋１ 处。 但是如果

系统受到了外界的扰动，ξｋ→ｋ＋１（ ｔ） 偏移了左侧实

线。 扰动撤除后，系统如果仍然希望 ξｋ→ｋ＋１（ ｔ） 能够

在一个时间跨度 Ｔ 内运动到 ξｋ＋１，那么 ｐｋ 必然需要

移动以保持 ξｋ→ｋ＋１（ ｔ）、ξｋ＋１ 和 ｐｋ→ｋ＋１（ ｔ） 在同一条直

线上， 如图 ６ 所示。 在这个 ｐｋ→ｋ＋１（ ｔ） 作用下，
ξｋ→ｋ＋１（ ｔ） 将会随时间的推移运动回 ξｋ＋１ 处，与不受

扰动相比能以相同的 ξ 初值进入下一摆，下一摆系

统继续依照规划运行下去。

图 ６　 一步 ＤＣＭ 终值不变抗扰动控制思想

依据 Ｇ１（ ｓ） 求出 ξ̇ ＝ ω（ξ － ｐ） ，解出其通解为

ξｋ→ｋ＋１（ ｔ） ＝ ｅωｔξｋ ＋ （１ － ｅωｔ）ｐｋ （１４）
将 ξｋ→ｋ＋１（ ｔ） 用 ξｋ＋１ 代替，ξｋ 用当前实测系统的 ξｘ（ ｔ）
代替，（１４） 式进而可以改写为

ｐｋ→ｋ＋１（ ｔ） ＝
ξｋ＋１ － ｅω（Ｔ－ｔ） ξｘ（ ｔ）

１ － ｅω（Ｔ－ｔ）
＝

　 １
１ － ｂ

ξｋ＋１ － ｂ
１ － ｂ

ξｘ（ ｔ） （１５）

式中， ξｋ＋１ 为第 ｋ 步系统期望到达的终值，为一常

值，ξｘ（ ｔ） 为系统实时反馈 ξ 值，ｂ ＝ ｅω（Ｔ－ｔ），Ｔ 为一步

所需时间跨度。 可以算出目标 ｐｋ→ｋ＋１（ ｔ） 值，也即是

期望 ＺＭＰ 轨迹，控制 ＺＭＰ 点跟踪该 ｐｋ→ｋ＋１（ ｔ） 即可

保证 ξｋ→ｋ＋１（ ｔ） 随着时间的推移仍归于 ξｋ＋１。 画出系

统的闭环系统框图如图 ７ 所示。
采用 ２．１ 节算例，ｍａｔｌａｂ 仿真得到

ξｘ，ｋ ＝ ［０．００３，０．２５３，０．５０３，０．７５３，１．００３，１．２５］，
ξｙ，ｋ ＝ ［０．００３ ５，０．２９６ ５，０．００３ ５，０．２９６ ５，

　 　 　 ０．００３ ６，０．３］，
ｘｘ，ｋ ＝ ［０，０．１２６ ５，０．３７５ ０，０．６２５ ０，
　 　 　 ０．８７５ ０，１．１２３ ５］，
ｘｙ，ｋ ＝ ［０，０．１４８ ２，０．１５，０．１５，０．１５，０．１５１ ８］

图 ７　 一步 ＤＣＭ 终值不变抗扰动控制框图

以第一步 ｘ 方向为例，ξ１→２（ ｔ） 从 ０．００３ 运动到 ０．２５３
完成一次 ｘ 方向摆动，如果系统受到外界扰动，扰动

力 ｆ′ 沿 ｘ 轴正方向作用，系统的动力学方程变为

ｘ̈ ＝ ｇ
ｚ ( ｘ － ｐ ＋ ｚｆ′

ｍｇ ) （１６）

最终体现在对支点 ｐ 的扰动。

图 ８　 闭环控制前后 ｘ 方向 ＤＣＭ 波形

应用 ＤＣＭ 终值不变闭环控制算法，使 ＬＩＰ 在

ｘ，ｙ 正方向仍均受到相同大小的外界扰动力。 按

（１５） 式设计框图 ７ 所示的控制器。 仿真结果如图 ８
所示，可以看到：受到扰动力后，ＤＣＭ 轨迹偏离规

划，接入控制器后的 ＤＣＭ 随着时间的推移重回规

划。 曲线最终回到了 ξｘ，２ ＝ ０．２５３ 处。 在 ｘ⁃ｙ 平面上

ＤＣＭ 的轨迹如图 ９ 所示，在图中同时做出了未受扰

动时的曲线，可以看到一步结束时刻 ξｋ→ｋ＋１（ ｔ） 随着

时间的推移仍归于规划的 ξｋ＋１。
２．３　 实时 ＤＣＭ 轨迹跟踪闭环控制

相对于 ２．２ 节，实时 ＤＣＭ 轨迹跟踪闭环控制思

想体现在：在一个行走步态中保证反馈 ξｘ（ ｔ） 实时

跟踪规划的 ξｋ→ｋ＋１（ ｔ）。 （１４） 式中令 ξｋ→ｋ＋１（ ｔ） 保持

不变，ξｋ 使用反馈 ξｘ（ ｔ） 代替，求出

·８８２１·
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图 ９　 闭环控制前后 ＤＣＭ 和 ＣＯＭ 波形

ｐｋ→ｋ＋１（ ｔ） ＝
ξｋ→ｋ＋１（ ｔ） － ｅωｄＴξｘ（ ｔ）

１ － ｅωｄＴ
＝

　 １
１ － ｂ

ξｋ→ｋ＋１（ ｔ） － ｂ
１ － ｂ

ξｘ（ ｔ） （１７）

式中，ξｋ→ｋ＋１（ ｔ） 为第 ｋ步系统规划出的ＤＣＭ轨迹，为
一时间序列，ξｘ（ ｔ） 为实时系统反馈 ξ 值，ｂ ＝ ｅｄＴ，ｄＴ
为系统跟踪上目标 ξ 值所需要的时间，注意 ｄＴ 和一

步所需时间跨度 Ｔ 的区别。 将图 ７ 中的控制器部分

写成数学公式的形式会发现：从 ξｋ→ｋ＋１（ ｔ） 到 ξｘ（ ｔ）
转变成了一个一阶惯性环节

Ｇ′（ ｓ） ＝ ω′
ｓ ＋ ω′

（１８）

式中， ω′ ＝ ω
ｂ － １

。

所以由于一阶惯性环节的存在，不管 ω′ 取何

值，ξｘ（ ｔ） 在同一时刻都无法跟踪上 ξｋ→ｋ＋１（ ｔ），ξｘ（ ｔ）
滞后 ξｋ→ｋ＋１（ ｔ）ｄＴ 时间。 因此为了保证一步时间跨

度 Ｔ后，不影响下一步的摆动，可以将 ξｋ→ｋ＋１（ ｔ ＋ ｄＴ）
作为 ｔ 时刻的指令值，即使系统滞后 ｄＴ，也能保证 ｔ
时刻反馈 ξｘ（ ｔ） ＝ ξｋ→ｋ＋１（ ｔ）。

图 １０　 实时跟踪控制前后 ｘ 方向 ＤＣＭ 轨迹

图 １０ 说明了 ２．１ 节算例的第 ２ 步 ｘ 方向加入扰

动信号后控制器的控制效果。 这里取 ｂ ＝ １．１，推出

ｄＴ ＝ ０．０２１ ５ ｓ。 可以看到：受到扰动后 ξｘ（ ｔ） 开始偏

离 ξｋ→ｋ＋１（ ｔ），但是扰动去除后系统很快会在控制器

的作用下重回规划。 图中还给出了 ｐｋ→ｋ＋１（ ｔ） 的轨

迹，算出的 ｐｋ→ｋ＋１（ ｔ） 受到扰动偏离了 ｐｋ 点，然后扰

动去除后又重回 ｐｋ 点。

３　 指定 ＣＯＭ 目标轨迹逆运动学数值
解法

在本节中，将寻找依据规划出的 ＣＯＭ 轨迹和双

脚运动轨迹求解机器人逆运动学的方法，机器人模

型如图 １１ 所示。

图 １１　 用于动态行走的双足机器人

选择机器人髋关节中的一个坐标系作为机器人

随体基坐标系 ｏ。 世界坐标系固定于地面上某一

点，则基坐标系 ｏ 相对于世界坐标系的位置为 ｒｏ。
将从坐标系 ｏ 分出的 ２ 个运动链分别称为第一肢体

和第二肢体，单腿支撑阶段支撑腿称为第一肢体，另
一条腿称为第二肢体。 双脚支撑阶段任选一条腿为

第一肢体。 第 ｉ 肢体上具有 ｎｉ ≥ ６ 个活动关节。
第 ｉ 肢体末端坐标系在世界坐标系中的位置为

ｒｉ ＝ ｒｏ ＋ Ｒｏ
ｏｒｉ （１９）

式中， ｒｉ ∈Ｒ３×１，Ｒｏ ∈Ｒ３×３ 是坐标系 ｏ到世界坐标系

的转移矩阵，ｒｏ ∈ Ｒ３×１ 是坐标系 ｏ 在世界坐标系中

的位置。
第 ｉ 肢体末端在坐标系 ｏ 中的速度

ｏ ｘ̇ｉ ＝ ｏＪｉ ｑ̇ｉ （２０）
上标 ｏ表示相对于坐标系 ｏ而言，ｏＪｉ ∈ Ｒ６×ｎｉ 是雅克

比矩阵，ｏ ｘ̇ｉ ＝ ［ ｏ ｒ̇ｉ；ω ｉ］ Ｔ ∈Ｒ６，ｑ̇ｉ ∈Ｒｎｉ 是第 ｉ肢体的

·９８２１·
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关节角速度向量。
３．１　 肢体运动约束条件

接下来求取第 ｉ 个肢体末端在世界坐标系中的

速度 ｘ̇ｉ ＝ ［ ｒ̇Ｔｉ ；ωＴ
ｉ ］ Ｔ

ｒ̇ｉ ＝ ｒ̇ｏ ＋ Ｒｏ
ｏ ｒ̇ｉ ＋ ［ωｏ ×］Ｒｏ

ｏｒｉ
ωｉ ＝ ωｏ ＋ Ｒｏ

ｏωｉ （２１）
式中， ［（·） ×］ 是矢量积的反对称矩阵，将其归一

化写成

ｘ̇ｉ ＝ Ｘ －１
ｉ ｘ̇ｏ ＋ Ｊｉ ｑ̇ｉ （２２）

ｘ̇ｏ ＝ ［ ｒ̇Ｔｏ ；ωＴ
ｏ ］ Ｔ 是坐标系 ｏ 相对于世界坐标系的

速度。

Ｘｉ ＝
Ｉ３ ［Ｒｏ

ｏｒｉ ×］
０３ Ｉ３

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
∈ Ｒ６×６，Ｘｏ ＝

Ｒｏ ０
０３ Ｒｏ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

∈ Ｒ６×６，Ｊｉ ≜ Ｘｏ
ｏＪｉ，Ｉ３ 和 ０３ 分别是三维单位阵和三

维 ０ 阵。
对于机器人不同的肢体，都应该具有相同的坐

标系 ｏ相对于世界坐标系的速度，换句话说，从（２２）
式可以看出，所有的肢体都应该满足坐标系 ｏ 速度

相同的约束条件，因此，第 ｉ 肢体和第 ｊ 肢体肢体应

该满足以下关系

Ｘｉ（ ｘ̇ｉ － Ｊｉ ｑ̇ｉ） ＝ Ｘ ｊ（ ｘ̇ ｊ － Ｊ ｊ ｑ̇ ｊ） （２３）
特别的有

Ｘ１（ ｘ̇１ － Ｊ１ ｑ̇１） ＝ Ｘｉ（ ｘ̇ｉ － Ｊｉ ｑ̇ｉ） （２４）
所以

ｑ̇ｉ ＝ Ｊ†
ｉ ｘ̇ｉ － Ｊ†

ｉ Ｘｉ１（ ｘ̇１ － Ｊ１ ｑ̇１） （２５）
式中， Ｊ†

ｉ 为 Ｊｉ 的 Ｍｏｏｒｅ⁃Ｐｅｎｒｏｓｅ 广义逆矩阵

Ｘｉ１ ＝ Ｘ －１
ｉ Ｘ１ ＝

Ｉ３ ［Ｒｏ（ ｏｒ１ － ｏｒｉ） ×］
０３ Ｉ３

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（２６）

所以，基于（２５）式找到的 ｑ̇ｉ 和 ｑ̇１ 关系可以求出其他

肢体的逆运动学解， 而与坐标系 ｏ 的运动没有关

系。
３．２　 指定质心运动轨迹的逆运动学求解

在世界坐标系中全身质心坐标可以表示为

ｃ ＝ ｒｏ ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｒｏ

ｏｃｉ （２７）

式中， ｃ∈Ｒ３，ｏｃｉ 表示第 ｉ肢体的质心在 ｏ 坐标系中

的坐标。 接下来求取质心在世界坐标系中的速度

ｃ̇ ＝ ｒ̇ｏ ＋ Ｒｏ∑
ｎ

ｉ ＝ １

ｏ
ｃ̇ｉ ＋ ωｏ × ∑

ｎ

ｉ ＝ １
Ｒｏ

ｏｃｉ ＝

　 ｒ̇ｏ ＋ ωｏ × （ｃ － ｒｏ） ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｒｏ

ｏＪｃｉ ｑ̇ｉ （２８）

式中， ｃ̇∈Ｒ３，ｏＪｃｉ 表示第 ｉ肢体的质心相对于 ｏ坐标

的雅克比矩阵，令 Ｊｃｉ ≜ Ｒｏ
ｏＪｃｉ

显然

ｏｃｉ ＝ ∑
ｎｉ

ｋ ＝ １
αｉ，ｋ

ｏｃｉ，ｋ （２９）

式中， ｏｃｉ，ｋ ∈Ｒ３ 表示第 ｉ肢体中第 ｋ连杆的质心在 ｏ
中的坐标向量。 又根据雅克比矩阵的定义

ｏＪｃｉ ＝ ∑
ｎｉ

ｋ ＝ １
αｉ，ｋ

∂ ｏｃｉ，ｋ

∂ｑｉ
（３０）

式中

αｉ，ｋ ＝
ｍｉ，ｋ

∑
ｎｉ

ｋ ＝ １
ｍｉ，ｋ

ｍｉ，ｋ 表示第 ｉ 肢体中第 ｋ 连杆的质量。 并将（２５） 式

带入（２８） 式，化简得

ｃ̇ ＝ ｒ̇ｏ ＋ ωｏ × （ｃ － ｒｏ） ＋ Ｊｃ１ ｑ̇１ ＋

　 ∑
ｎ

ｉ ＝ ２
ＪｃｉＪ†

ｉ（ ｘ̇ｉ － Ｘｉ１ ｘ̇１） ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ ２
ＪｃｉＪ†

ｉ Ｘｉ１Ｊ１ ｑ̇１ （３１）

又因为

ｘ̇ｏ ＝ Ｘ１（ ｘ̇１ － Ｊ１ ｑ̇１） （３２）
ｒ̇ｏ
ωｏ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

Ｉ３ ［Ｒｏ
ｏｒ１ ×］

０３ Ｉ３

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｒ̇１
ω１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
－

Ｊｖ１

Ｊω１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｑ̇１}{

（３３）
式中，ω ｏ 表示坐标系 ｏ的旋转，ω ｉ 表示坐标系 ｉ的旋

转，Ｊｖ１ 和 Ｊω１ 分别为在世界坐标系上表示的基肢（第
一肢体） 雅可比 Ｊ１ 的线速度部分和角速度部分。
所以

ｃ̇ ＝ ｒ̇１ ＋ ω１ × （ｃ － ｒ１） ＋ （ｃ － ｒ１） × Ｊω１ ｑ̇１ － Ｊｖ１ ｑ̇１ ＋

　 Ｊｃ１ ｑ̇１ ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ ２
ＪｃｉＪ†

ｉ（ ｘ̇ｉ － Ｘｉ１ ｘ̇１） ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ ２
ＪｃｉＪ†

ｉ Ｘｉ１Ｊ１ ｑ̇１

（３４）
又因为基肢 ｘ̇１ ＝ ［ ｒ̇Ｔ１；ωＴ

１］ Ｔ ＝ ０，所以（３４）式简化为

ｃ̇ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ ２
ＪｃｉＪ†

ｉ ｘ̇ｉ ＋

（ｃ － ｒ１） × Ｊω１ － Ｊｖ１ ＋ Ｊｃ１ ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ ２
ＪｃｉＪ†

ｉ Ｘｉ１Ｊ１( ) ｑ̇１

（３５）
改写（３５）式

ｃ̇ｔ ＝ Ｊｔ ｑ̇１ （３６）
式中

ｃ̇ｔ ＝ ｃ̇ － ∑
ｎ

ｉ ＝ ２
ＪｃｉＪ†

ｉ ｘ̇ｉ

Ｊｔ ＝ （ｃ － ｒ１） × Ｊω１ － Ｊｖ１ ＋ Ｊｃ１ ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ ２
ＪｃｉＪ†

ｉ Ｘｉ１Ｊ１

·０９２１·
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将旋转 ω ｏ ＝ － Ｊω１ ｑ̇１ 增广入（３６） 式中得

ｑ̇１ ＝
Ｊｔ

－ Ｊω１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

† ｃ̇ｔ

ωｏ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（３７）

　 　 这样就找到了基肢关节空间与质心坐标空间之

间的关系，结合（２５）式，即可求出在指定的质心运

动轨迹下的逆解。
特别的对于双足步行机器人，其只有 ２ 个运动

链，且质心保持平动， ｎ１ ＝ ｎ２ ＝ ６，ω ｏ ＝ ０ 有

ｃ̇ｔ ＝ ｃ̇ － Ｊｃ２Ｊ†
２ ｘ̇２

Ｊｔ ＝ （ｃ － ｒ１） × Ｊω１ － Ｊｖ１ ＋ Ｊｃ１ ＋ Ｊｃ２Ｊ†
２Ｘ２１Ｊ１

ｑ̇１ ＝
Ｊｔ

－ Ｊω１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

† ｃ̇ｔ

ωｏ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｑ̇２ ＝ Ｊ†
２（ ｘ̇２ ＋ Ｘ２１Ｊ１ ｑ̇１） （３８）

　 　 直接求解（３８）式是很难完成的。 这里采用数

值解法，将其写成差分形式

ｄｃｔ ＝ ｄｃ － Ｊｃ２Ｊ†
２ｄｘ２

Ｊｔ ＝ （ｃ － ｒ１） × Ｊω１ － Ｊｖ１ ＋ Ｊｃ１ ＋ Ｊｃ２Ｊ†
２Ｘ２１Ｊ１

ｄｑ１ ＝
Ｊｔ

－ Ｊω１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

† ｄｃｔ

０３

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

　 　 ｄｑ２ ＝ Ｊ†
２（ｄｘ２ ＋ Ｘ２１Ｊ１ｄｑ１） （３９）

对于给定了质心和双腿末端运动轨迹的双足机

器人，第一肢体末端与地面接触并保持不动，由第二

肢体参考轨迹和 ＣＯＭ 参考轨迹应用图 １２ 可以快速

求解出 ｑ１ 和 ｑ２。

图 １２　 双足机器人逆运动学的数值解法

４　 仿真试验

本节将会在无扰动的情况下（有扰动时同理可

得）对上述方法进行全面的仿真。 运动学模型采用

改进 Ｄ⁃Ｈ 法则建立，具体结构尺寸参数以及质量属

性见表 １。

表 １　 机器人机构质量属性表

部

位
坐标系 αｉ－１ ／ ｒａｄ ａｉ－１ ／ ｍｍ ｄｉ ／ ｍｍ θｉ ／ ｒａｄ

质心在相应连杆处的位置

（ｘ，ｙ，ｚ） ／ ｍｍ
质量 ／ ｋｇ

右

腿

０（末端） ０ ０ ０ ０ （－５８．４２１，０，７８．２１２）（脚） ０．９７２

１（踝关节） ０ ８０ ０ ｑ１

２（踝关节） π ／ ２ ０ ０ ｑ２ （２５９．０５６，２７．２１０，０）（小腿） ３．９４１

３（膝关节） π ４３０．６ ０ ｑ３ （２２４．９９９，１２．２７１，０）（大腿） ４．４７

４（髋关节） ０ ４４０ ０ ｑ４

５（髋关节） π ／ ２ ０ ０ ｑ５

６（髋关节） ９０ ０ １２４．９ ｑ６ （１５０．１３５，０，０）（身板） ７．７５７

左

腿

７（髋关节） ０ ３００ －１２４．９ ｑ７

８（髋关节） π ／ ２ ０ ０ ｑ８

９（髋关节） π ／ ２ ０ ０ ｑ９ （１５０．１３５，０，０）（大腿） ４．４７

１０（膝关节） π ４４０ ０ ｑ１０ （１５０．１３５，０，０）（小腿） ３．９４１

１１（踝关节） π ４３０．６ ０ ｑ１１

１２（踝关节） －π ／ ２ ０ ０ ｑ１２

１３（末端） ０ ８０ ０ ０ （１５０．１３５，０，０）（脚） ０．９７２
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　 　 依据第 ２ 节方法，从 ｐｋ ＝ ［（０．０，０．０）， （０．３，
０．３）， （０．６，０．０）， （０．９，０．３）， （１．２，０．０）］（ｍ） 脚印

得到了 ＤＣＭ 轨迹，进而生成了 ｘ⁃ｙ 平面 ＣＯＭ 轨迹，
对于步行单脚支撑阶段，第一肢体末端与地面接触，
并固定不动，第二肢体末端轨迹采用三次样条插值

法生成，所以在空间中会有如图 １３ 所示参考轨迹。

图 １３　 双足机器人步行目标轨迹

规划出了所需目标轨迹后，就可以应用第 ３ 节

图 １２ 所示逆运动学的数值解法，求出具体的关节角

度，由于双足的行走具有周期性，所以不妨以一次摆

动为例见图 １４。 图中实线为参考轨迹，点画线展示

了通过逆运动学求解得到关节角度后计算正运动学

在操作空间中的实际 ＣＯＭ 和摆动脚轨迹。 可以看

到任意给出一个系统初始姿态，通过几次迭代后，２

条曲线都收敛到参考轨迹上。

图 １４　 一步行走逆运动学求解轨迹跟踪曲线

５　 结　 论

本文详细研究了一种基于 ＤＣＭ 动力学的双足

机器人步行规划与控制方法。 ＤＣＭ 方法直观地将

ＬＩＰ 描述为 ２ 个级联的一阶系统，通过设置期望的

行走脚印和期望的 ＤＣＭ 步尾位置，规划出期望的

ＤＣＭ 轨迹，然后设计了 ２ 种 ＤＣＭ 闭环控制器求出

了期望的 ＺＭＰ 轨迹。 利用 ＺＭＰ 作为控制信号，可
以稳定双足机器人，并将 ＤＣＭ 移动到所需位置。 讨

论研究了基于规划的 ＣＯＭ 轨迹求解机器人逆运动

学的问题。 最终方法解决了机器人步行从脚印到关

节角度的整套求解问题。
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