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摘　 要：随着现代工程结构跨度和高度的不断增长，索缆结构正变得愈加复杂，其动力问题已成为结

构设计、运营期性能监控与维护以及振动控制的关键，因此有必要研究发展一套高精度、高效率的复

杂索缆体系动力分析方法。 为此，基于动刚度理论，首次推导出了考虑抗弯刚度和倾角等因素影响

后，小垂度拉索系统动刚度矩阵的显式解；对原 Ｗｉｔｔｒｉｃｋ⁃Ｗｉｌｌｉａｍｓ 算法进行改进，使其适用于非线性系

统频率方程的求解，克服了已有研究在频率求解时的“漏根”现象；由于中间推导过程均是以解析形式

给出的，因此很大程度上提高了计算精度和效率，最后结合数值案例分析验证了所提出方法的正

确性。

关　 键　 词：索缆系统；小垂度；动力分析；动力刚度法；频率方程
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　 　 索缆结构是现代结构承力体系的一个重要类

型，凭借其优美的建筑造型和良好的结构性能，被广

泛应用于大型工业厂房、大型场馆、高耸和大跨度桥

梁等各类建筑结构中［１］。 随着社会需求的增加，大
跨和高耸建筑大量出现，结构用索的长度也在不断

突破。 随着长度的增加，拉索及由其构成的索缆结

构产生了一个突出问题：由于长细比大，索结构的横

向刚度和内阻尼很小，因此在风荷载、移动荷载等的

影响下，容易产生各种类型的振动现象［２⁃３］。 这些

振动不仅会导致结构的动力稳定性和安全性问题，
而且会影响结构的疲劳耐久性和适用性。 可见，对
于索缆结构体系，其动力分析已成为此类工程结构

的设计、运营期性能监控与维护以及振动控制的关

键问题。 随着索缆体系的结构日趋复杂，其动力分

析模型已经由最初基于不可伸长假定的张紧弦模

型［４］、考虑垂度［５］ 和倾角［６］ 影响的弦模型，发展至

可伸长的弹性索模型，以及考虑拉索抗弯刚度［７］、
垂度［８］等多因素影响的欧拉梁模型。

已有索缆体系的动力分析理论按分析方法以及

解的形式的不同可分为解析法、数值法、以及半解析

半数值法，其中解析法能够给出拉索系统动力特性

或响应的显式解，其解的形式简洁、直观，因此在对

拉索进行动力特性分析及参数识别时，解析法有着

广泛的应用［９⁃１２］。 然而传统的解析分析方法只能就

拉索体系中的某些结构参数进行动力分析，而无法

全面考虑这些因素的影响，故而所得结果的准确性、
适用性也势必受到不同程度的影响；为了全面考虑

多种因素的影响，与其他类型的工程结构一样，索缆

结构也可使用一些数值方法来解决其动力学分析问

题，包括有限元法［１３］、Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法［１４］ 以及有限差分

法［１５⁃１７］等，其中有限元法使用较多。 数值法的计算

精度受限于索缆的离散程度和形函数的形式，其精

度和计算效率是难以调和的一对矛盾，因此难以进

行索缆结构的参数分析。 鉴于此，有必要提出一种

既能全面考虑拉索设计参数影响，又能兼顾计算精

度和计算效率的分析方法。
为此，本文将以动力刚度法为基础，给出一种能

同时考虑拉索抗弯刚度、垂度以及振动过程中索力

增量等因素影响的分析方法。 与此同时，首次给出

了小 垂 度 拉 索 动 刚 度 矩 阵 的 显 式 解， 并 通 过
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Ｗｉｔｔｒｉｃｋ⁃Ｗｉｌｌｉａｍｓ 算 法 对 频 率 方 程 进 行 精 确 求

解［１８］，从而有效避免了已有研究方法在频率求解中

存在的“漏根”现象。

１　 小垂度拉索力学模型

索缆结构作为一种常见的工程结构，其结构形

式复杂，对于类似输电电缆、系泊索等可被看作弦结

构的拉索，其抗弯刚度可以忽略，此时几何大变形因

素需要考虑。 对于该类拉索，需要从非线性运动方

程出发研究其动力问题。 然而，对于短索或中长索，
常见的如拱桥和悬索桥的吊杆、斜拉桥的拉索等，其
抗弯刚度的影响必须考虑。 该类拉索在自重作用下

垂度较小，垂跨比通常小于 １ ／ ８，即本文研究的小垂

度索。 在研究小垂度索的动力特性时通常采用小变

形假定，不考虑几何大变形的问题。
对于小垂度拉索系统，已有研究工作已经可以

考虑结构抗弯刚度、垂度、倾角中部分因素的影响，
但尚无法以解析或半解析的形式全面地考虑这些因

素。 鉴于此，本文基于欧拉梁理论建立如图 １ 所示

的考虑多参数影响的精细化拉索模型。 图中， ＥＩ 为
索的抗弯刚度，Ｈ为索力，ｍ为单位长度线质量，θ为

拉索倾角，ｌ 为索长。 由于实际工程中拉索通常较

长，其内阻尼往往可以忽略，则小垂度索的控制微分

方程为［８］

ＥＩ ∂
４ｕ（ｘ，ｔ）
∂ｘ４

－ Ｈ ∂２ｕ（ｘ，ｔ）
∂ｘ２

－ ｈ ｄ２ｙ（ｘ）
ｄｘ２

＋

　 ｍ ∂２ｕ（ｘ，ｔ）
∂ｔ２

＝ ０ （１）

式中， ｈ 为由于拉索振动弹性伸长引起的附加索

力。 根据Ｒｉｃｃｉａｒｄｉ等人的研究，如图 １所示，在拉索

二次抛物线静构型假设 ｙ（ｘ） ＝ ４ｅ
ｌ
ｘ（ｘ － ｌ） 下，附加

索力 ｈ 可表示为［８］

ｈ ＝ ８ＥＡｅ
ｌｅ ｌ ∫

ｌ

０
ｕ（ｘ，ｔ）ｄｘ （２）

式中： ｕ（ｘ，ｔ） 为拉索的动构型；垂跨比 ｅ ＝ ｍｇｌｃｏｓθ
８Ｈ

；

ｇ 为重力加速度；ｌｅ 为索的有效长度，可由下式计

算［８］

ｌｅ ＝ ∫ｌ
０

ｄｓ
ｄｘ
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３

ｄｘ ≌ ｌ（１ ＋ ８ｅ２） （３）

式中， ｓ 代表拉索弧长。

图 １　 同时考虑多参数影响的小垂度索力学模型

对 ｕ（ｘ，ｔ） 进行变量分离可得

ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ϕ（ｘ）ｅｉωｔ （４）
令 ｈ ＝ 􀭹ｈｅｉωｔ，得到与时间无关的附加索力 􀭹ｈ ，即

􀭹ｈ ＝ ８ＥＡｅ
ｌｅ ｌ ∫

ｌ

０
ϕ（ｘ）ｄｘ （５）

将（４）式代入（１）式可得系统以幅值函数 ϕ（ｘ） 描

述的控制微分方程

ϕⅣ（ｘ） － Ｈ
ＥＩ

ϕ″（ｘ） － ｍω２

ＥＩ
ϕ（ｘ） ＝ － ｈ ８ｅ

ＥＩｌ
（６）

　 　 引入无量纲参数： ξ ＝ ｘ
ｌ
，ｈ^ ＝

􀭹ｈｃｏｓθ
Ｈ

，ϕ^（ξ） ＝

ϕ（ｘ）· ＥＩ
（ｍｇｌ４）

，则可得到系统无量纲化后的控制微

分方程如下

ϕ^Ⅳ（ξ） － γ２ϕ^″（ξ） － 􀭾ω２ϕ^（ξ） ＝ － ｈ^ （７）

式中： γ２ ＝ Ｈｌ２

ＥＩ
为拉索轴力与抗弯刚度之比；􀭾ω ＝ ω·

ｌ２

ＥＩ
ｍ

为无量纲化频率。

由此，（７） 式的通解可表示为

ϕ^（ξ） ＝ Ａ１ｅ
－ｐξ ＋ Ａ２ｅ

－ｐ（１－ξ） ＋ Ａ３ｃｏｓ（ｑξ） ＋

　 Ａ４ｓｉｎ（ｑξ） ＋ ｈ^
􀭾ω２ （８）

　 　 需要说的是，（８）式中 ４ 个待定常数由拉索的

边界条件决定。 本文分析方法的一大优势是在分析

时可对这些待定常数“设而不求”。 如（１６）式所示，
可将其用节点位移向量表示出来。 而边界条件的影

响则可方便地在集组总体动力刚度矩阵时考虑

·２５４·
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进来。
（８）式的矩阵形式为

ϕ^（ξ） ＝ Φ（ξ）· Ａ１ Ａ２ Ａ３ Ａ４{ } Ｔ ＋ ｈ^
􀭾ω２ （９）

式中

Φ（ξ） ＝ ｅ －ｐξ ｅ －ｐ（１－ξ） ｃｏｓ（ｑξ） ｓｉｎ（ｑξ）[ ]

（１０）
式中

ｐ
ｑ{ } ＝ γ２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ 􀭾ω２ ± γ２

２
（１１）

而

ｈ^ ＝
􀭹ｈｃｏｓθ
Ｈ

＝ η∫１
０
ϕ^（ξ）ｄξ ＝

　 η∫１
０
Φ（ξ）ｄξ·｛Ａ１ 　 Ａ２ 　 Ａ３ 　 Ａ４｝ Ｔ ＋ ηｈ^

􀭾ω２（１２）

式中， η ＝ ６４Ａｌ３ｅ２

Ｉｌｅ
。 由（１２） 式可得

ｈ^
􀭾ω２

＝ Ｂ·｛Ａ１ 　 Ａ２ 　 Ａ３ 　 Ａ４｝ Ｔ （１３）

式中， Ｂ ＝ ｂ０·［ｂ１ 　 ｂ２ 　 ｂ３ 　 ｂ４］，ｂ０ ＝ η
􀭾ω２ － η

，ｂ１ ＝

ｂ２ ＝ １ － ｅ －ｐ

ｐ
，ｂ３ ＝ ｓｉｎｑ

ｑ
，ｂ４ ＝ １ － ｃｏｓｑ

ｑ
将（１３） 式代入

（９） 式，可得由待定常数阵｛Ａ１ 　 Ａ２ 　 Ａ３ 　 Ａ４｝ Ｔ 表达

的无量纲化振型函数如下

ϕ^（ξ） ＝ （［ｅ －ｐξ 　 ｅ －ｐ（１－ξ） 　 ｃｏｓ（ｑξ）　 ｓｉｎ（ｑξ） ］ ＋ Ｂ）·
　 ｛Ａ１ 　 Ａ２ 　 Ａ３ 　 Ａ４｝ Ｔ （１４）
　 　 根据节点力和位移函数的关系，可以得到系统

由振型函数表征的节点位移

αａ

θａ ｌ
αｂ

θｂ ｌ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

＝
ｍｇｌ４０
ＥＩ

ϕ^（ξ ｜ ＝ ０）

ϕ^′（ξ ｜ ＝ ０）

ϕ^（ξ ｜ ＝ １）

ϕ^′（ξ ｜ ＝ １）

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï
ï

ï
ï
ï

＝

　
ｍｇｌ４０
ＥＩ

Φ（ξ ｜ ＝ ０） ＋ Ｂ
Φ′（ξ ｜ ＝ ０）

Φ（ξ ｜ ＝ １） ＋ Ｂ
Φ′（ξ１ ｜ ＝ １）

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

Ａ１

Ａ２

Ａ３

Ａ４

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

＝ １
ζ
Ｇ·

Ａ１

Ａ２

Ａ３

Ａ４

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

（１５）

式中， ζ ＝ ＥＩ
ｍｇｌ４０

，Ｇ ＝ ［Φ（ξ ｜ ＝ ０） ＋ ＢΦ′（ξ ｜ ＝ ０）·

Φ（ξ ｜ ＝ １） ＋ ＢΦ′（ξ ｜ ＝ １）］ Ｔ 因 此 常 数 向 量

［Ａ１ 　 Ａ２ 　 Ａ３ 　 Ａ４］ Ｔ 可表示为

Ａ１

Ａ２

Ａ３

Ａ４

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

＝ ζＧ －１

αａ

θａ ｌ
αｂ

θｂ ｌ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

（１６）

　 　 结合结点力和位移的关系

Ｖ（ｘ，ｔ） ＝ ＥＩ ∂
３ϕ
∂ｘ３

－ Ｈ ∂ϕ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷·ｅｉωｔ ＝

　 ｍｇｌ（ ϕ^‴（ξ） － γ２ϕ^′（ξ））·ｅｉωｔ

Ｍ（ｘ，ｔ） ＝ ＥＩ ∂
２ϕ
∂ｘ２ ｅ

ｉωｔ ＝ ｍｇｌ２ϕ^″（ξ）ｅｉωｔ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

（１７）

　 　 以及振型函数（９）式可得

Ｖａ

Ｍａ

ｌ
Ｖｂ

Ｍｂ

ｌ{ }
Ｔ

＝

　 ｍｇｌζ·Ｄ·Ｇ －１· α ａ θａ ｌ αｂ θｂ ｌ{ } Ｔ （１８）

式中， Ｄ ＝

（Φ‴（ξ ｜ ＝ ０）） － γ ２（Φ′（ξ ｜ ＝ ０））
－ （Φ″（ξ ｜ ＝ ０））

－ （Φ‴（ξ ｜ ＝ １）） ＋ γ ２（Φ′（ξ ｜ ＝ １））
（Φ″（ξ ｜ ＝ １））

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

。

从而可得系统的动刚度矩阵为

Ｋ ＝ ｍｇｌζ·Ｄ·Ｇ －１ ＝ ＥＩ
ｌ３
Ｄ·Ｇ －１ （１９）

２　 频率方程求解

在求得系统动刚度矩阵 Ｋ 后，则系统的模态频

率通常可由如下频率方程进行求解

ｄｅｔ（Ｋ（ω）） ＝ ０ （２０）
式中， ｜· ｜表示行列式的值。 满足上述频率方程的

ω 值即为系统的模态频率。 通常情况下，该频率方

程为一复杂的超越方程，在早期的研究中，一些数学

技巧被用来解决特定的简单结构的频率方程，但实

质上是通过零根搜索法来确定结构的各阶模态频

率。 这类方法是通过判断每次搜索的相邻 ２ 个试探

解的函数值是否变号来求解频率，不仅计算量大，难
于区分距离非常靠近的两阶模态频率，亦无法区分

零点和正负无穷处变号的情况，因此很可能导致漏

根的情况，Ｍｕｌｌｅｒ 搜索法就属于此类方法范畴。 为

此，就需要引入 Ｗｉｔｔｒｉｃｋ⁃Ｗｉｌｌｉａｍｓ（Ｗ⁃Ｗ）算法。
Ｗ⁃Ｗ 是 Ｗｉｔｔｒｉｃｋ 和 Ｗｉｌｌｉａｍｓ 在 ２０ 世纪 ７０ 年代

提出的一种精确算法，该方法可用于分析结构自由

振动、屈曲问题和波传递问题。 Ｗ⁃Ｗ 算法在理论上

·３５４·
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解决了频率方程求解的漏根问题，使得困扰 ＤＳＭ 法

多年的瓶颈问题得以解决，推进了 ＤＳＭ 理论的发展

和工程应用。 由于该方法可使动刚度矩阵保持

Ｓｔｕｒｍ 序列特性，能保证方程求解过程中不遗漏根，
其稳定性和正确性也在理论上被证明，这是大多数

解析法和近似解法所不具备的优点［２０］。
应用 Ｗ⁃Ｗ 算法计算结构模态频率问题的关键

步骤是确定结构的模态频率计数 Ｊ，它表示结构小

于 ω∗ 的模态频率的个数。 Ｊ 一般难以直接求解，但
可通过另外 ２ 种计数之和来表示，即

Ｊ ＝ Ｊ０ ＋ ｓ｛ＫΔ（ω∗）｝ ＝ Ｊ０ ＋ ＪＫ （２１）
式中： ＪＫ 是和结构整体动刚度矩阵有关的计数，它
等于三角阵 ＫΔ（ω∗） 主对角线上负元素的个数；
ＫΔ（ω∗） 代表将结构的动刚度矩阵 Ｋ（ω∗） 进行

Ｇａｕｓｓ 消元后形成的上三角矩阵；ｓ｛｝ 为计数符号；
Ｊ０ 是结构的固端频率计数，它小于等于试探频率ω∗

的结构固端频率个数。 结构固端频率是指将结构的

边界条件全部固结后（称该结构为与原结构对应的

固端结构） 的模态频率，可通过求解固端结构的频

率方程（称为固端频率方程） 得出。 当结构因材料

或截面不连续需要被分为若干个单元 ｋ 时，仿照结

构固端频率计数 Ｊ０ 的定义，若用 Ｊｍ 表示单元的固端

频率计数，则二者的关系可表示为：Ｊ０ ＝ ∑
ｋ
Ｊｍ。

当求出结构在试探频率 ω∗ 下的固端频率计数

Ｊ０（ω∗） 后，即可按照（２１） 式求出结构小于试探频

率 ω∗ 的模态频率的个数 Ｊ（ω∗）。 此后若想计算结

构的第 ｉ 阶模态频率 ω ｉ，则只需首先粗略地确定出

该阶模态频率的上下界 ω ｌ 和 ω ｕ，使满足

Ｊ（ωｌ） ≤ ｉ － １，　 Ｊ（ωｕ） ≥ ｉ （２２）
　 　 则结构的第 ｉ 阶模态频率满足 ω ｉ ∈ （ω ｌ，ω ｕ），
此后可采用二分法、牛顿法等数值方法，通过不断调

整上下界的值来逼近真实频率ω ｉ，当满足ω ｌ － ω ｕ ≤
Ｔｏｌ·（１ ＋ ω ｕ） 时，可以得到允许误差范围 Ｔｏｌ 内的模

态频率。
由于 ＤＳＭ 适用于线性系统，当考虑拉索垂度效

应后系统将具有非线性特征，此时系统动刚度矩阵

不再严格对称，也就无法直接应用 Ｗ⁃Ｗ 算法进行

频率计算。 然而对于小垂度拉索系统，由于其弱非

线性特点，垂度对各阶模态频率的影响有限，尤其对

于高阶模态的影响几乎可以忽略。
基于这一特点，可以做出如下假设：相比于无垂

度系统（即 ｈ ＝ ０），小垂度索缆系统的各阶模态频率

ω ｓａｇ 与无垂度系统的模态频率 ω ０ 具有一一对应的

关系，即第 ｎ 阶模态频率 ω （ｎ）
ｓａｇ 将出现在 ω （ｎ）

０ 的邻域

内，这一假设也是符合实际工程情况的。
基于上述假设，本文结合改进 Ｗ⁃Ｗ 算法给出

了一种适用于小垂度拉索体系的频率方程解法，具
体计算步骤如下：

１） 分别计算有无垂度系统和有垂度系统的系

统动刚度矩阵 Ｋ（ω） 和 Ｋｓａｇ（ω）；
２） 应用改进 Ｗ⁃Ｗ 算法计算无垂度系统的第 ｎ

阶模态频率 ω （ｎ）
０ ，从而“锁定” 小垂度系统的第 ｎ 阶

模态频率 ω （ｎ）
ｓａｇ 可能落在的区间，并以 ω （ｎ）

０ 为初值在

其邻域开始搜索 ω （ｎ）
ｓａｇ ；

３） 将 ω （ｎ）
０ 代 入 动 刚 度 阵 Ｋｓａｇ 并 计 算

ｄｅｔ（Ｋｓａｇ（ω （ｎ）
０ ）），若 ｄｅｔ（Ｋｓａｇ（ω （ｎ）

０ ）） ≤ Ｔｏｌ 则认为

ω （ｎ）
ｓａｇ ＝ω （ｎ）

０ ，这说明该垂度对系统该阶模态频率的影

响很小。 其中 Ｔｏｌ 为用户指定的误差限；
４） 若 ｄｅｔ（Ｋｓａｇ（ω （ｎ）

０ ）） ＞ Ｔｏｌ，则需进一步判断

搜索方向，即判断 ｜ ｄｅｔ（Ｋｓａｇ（ω （ｎ）
０ ）） ｜ 和 ｜ ｄｅｔ（Ｋｓａｇ

（ω （ｎ）
０ ＋ Ｔｏｌ）） ｜ 的大小。 若 ｜ ｄｅｔ（Ｋｓａｇ（ω （ｎ）

０ ）） ｜ ＞
｜ ｄｅｔ（Ｋｓａｇ（ω （ｎ）

０ ＋ Ｔｏｌ）） ｜ 则不断增加初值直到相邻２
步内有 ｄｅｔ（Ｋｓａｇ（ω （ｎ）

０ ＋ （ｍ － １）Ｔｏｌ）） × ｄｅｔ（Ｋｓａｇ

（ω （ｎ）
０ ＋ ｍＴｏｌ）） ＜ ０。 此时停止搜索并输出 ω （ｎ）

ｓａｇ ＝
ω （ｎ）

０ ＋ （ｍ － ０．５）Ｔｏｌ，其中 ｍ 为计算次数；
５） 若 ｜ ｄｅｔ（Ｋｓａｇ（ω （ｎ）

０ ）） ｜ ＜ ｜ ｄｅｔ（Ｋｓａｇ（ω （ｎ）
０ ＋

Ｔｏｌ）） ｜ ，则不断减小初值直到相邻 ２ 个搜索步内有

ｄｅｔ（Ｋｓａｇ（ω （ｎ）
０ － （ｍ － １）Ｔｏｌ）） × ｄｅｔ（Ｋｓａｇ（ω （ｎ）

０ －
ｍＴｏｌ）） ＜ ０此时停止搜索并输出ω （ｎ）

ｓａｇ ＝ ω （ｎ）
０ － （ｍ ＋

０．５）Ｔｏｌ。
在上述求解步骤中，首先通过 Ｗ⁃Ｗ 算法对小

垂度系统的各阶模态频率进行了“定位”，大大缩小

了搜索范围，从而提高了计算效率且避免了漏根的

可能。

３　 准确性验证

为了说明本文所提出的改进 Ｗ⁃Ｗ 算法在计算

小垂度拉索时的准确性，方便起见，以文献［８］中给

出的 ２ 个拉索为例，其参数见表 １，文献［８］、原 Ｗ⁃
Ｗ 算法以及本文提出的改进 Ｗ⁃Ｗ 算法的计算结果

见表 ２。

·４５４·
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表 １　 参考文献中两组索的参数

拉索 ｍ ／ ｋｇｍ－１ ｇ ／ Ｎｋｇ－１ ｌ ／ ｍ Ｈ ／ １０６Ｎ Ｅ ／ Ｐａ Ａ ／ ｍ２ Ｉ ／ ｍ４

１ ４００ ９．８ １００ ２．９０３ ６ １．５９８×１０１０ ７．８５０×１０－３ ４．９５３ ５×１０－６

２ ４００ ９．８ １００ ２６．１３２ ５ ２．０８２×１０１３ ７．８６３×１０－３ ４．９２０ ４×１０－６

表 ２　 参考文献中两组索的参数

模态
拉索 １

文献［８］ 原 Ｗ⁃Ｗ 改进 Ｗ⁃Ｗ

拉索 ２

文献［８］ 原 Ｗ⁃Ｗ 改进 Ｗ⁃Ｗ

１ ０．４４１ ０．４２７ ０．４３４ １．４００ １．３３３ １．３６６

２ ０．８５５ ０．８５５ ０．８５５ ２．６８２ ２．６８２ ２．６８２

３ １．２８３ １．２８２ １．２８３ ４．０６２ ４．０６３

４ １．７１０ １．７１０ １．７１０ ５．４８６ ５．４８６ ５．４８６

５ ２．１３８ ２．１３７ ２．１３８ ６．９７０ ６．６９６ ６．９７０

６ ２．５６６ ２．５６５ ２．５６６ ８．５２４ ８．５２４ ８．５２４

　 　 从表 ２ 可以看出，由于原Ｗ⁃Ｗ 算法由于无法计

入垂度影响，其在计算低阶模态时容易产生较大误

差，而本文提出的改进 Ｗ⁃Ｗ 算法所得结果与文献

结果更加接近，从而说明了本文提出方法的计算精

度。 需要说明的是，对于偶数阶模态而言，由于拉索

振型具有反对称特点，其弹性伸长及附加索力 ｈ 为

０，因此垂度将不会引起模态频率的改变，此时 ３ 种

方法的计算结果一致；而对于奇数阶模态，垂度对低

阶模态的影响更为显著。
为了进一步说明本文提出方法在频率方程求解

时的准确性，以及以文献［８］为代表的一类解法在

频率方程求解时存在的漏根可能性，仍以上述拉索

为例，表 ３ 同时给出了文献［８］、有限元解、以及张

紧弦模型解。
表 ３　 不同方法计算出来的前六阶模态频率对比

模态
拉索 １

文献［８］ 弦理论 有限元 本文解

拉索 ２

文献［８］ 弦理论 有限元 本文解

１ ０．４４１ ０．４２６ ０．４２９ ０．４３４ １．４００ １．２７８ １．３３３ １．３６６

２ ０．８５５ ０．８５２ ０．８５３ ０．８５５ ２．６８２ ２．５５６ ２．６８２ ２．６８２

３ １．２８３ １．２７８ １．２８１ １．２８３ ５．４８６ ３．８３４ ４．０６２ ４．０６３

４ １．７１０ １．７０４ １．７０８ １．７１０ ６．９７０ ５．１１２ ５．４８６ ５．４８６

５ ２．１３８ ２．１３０ ２．１３５ ２．１３８ ８．５２４ ６．３９０ ６．９６９ ６．９７０

６ ２．５６６ ２．５５６ ２．５６３ ２．５６６ １０．１６２ ７．６６８ ８．５２４ ８．５２４

　 　 从表 ３ 中可以看出：相比文献［８］方法，本文提

出的方法与有限元解吻合得很好，说明本文提出方

法在进行频率方程求解时具有更高的精度。 此外，
对于表中拉索 ２ 的第三阶频率，本文方法与有限元

解一致，同时参照弦理论可以判断出文献［８］算法

遗失了第三阶模态，所得频率实为该索的第四阶

模态。

从上述分析可以看出，本文提出方法较文献

［８］不仅具有更高的计算精度，还能够有效地避免

在求解超越频率方程时的漏根可能性。 此外，当采

用有限元法求解结构的高阶模态特性时往往需要加

密单元划分，这将导致计算效率的降低且计算精度

难以保证；与有限元不同的是，本文采用方法在对结

构进行动力分析时，仅需在约束位置以及几何不连

·５５４·
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续处增设节点，以本文讨论的拉索为例，全索只需建

立一个单元即可求解出各阶模态频率，因此本文方

法相比有限元法具有更高的计算效率。

４　 结　 论

本文基于动刚度理论首次推导出了考虑抗弯刚

度和倾角等因素影响后，小垂度拉索系统动刚度矩

阵的显式解，对原 Ｗ⁃Ｗ 算法进行改进，使其适用于

非线性系统频率方程的求解，克服了已有研究在求

解时的“漏根”现象。 由于中间推导过程均是以解

析形式给出的，因此很大程度上提高了计算精度和

效率。 通过数值案例分析，参考已有研究结果和有

限元解验证了本文提出方法的正确性，同时说明了

已有分析方法在频率方程求解时存在的 “漏根”
现象。

需要说明的是，本文旨在给出工程中一类小垂

度拉索的动力分析方法，而相关的参数分析不是本

文的重点，且由于本文的推导过程全部是解析的，因
此在推广至拉索的各类反问题时，常见的如索力识

别，仍具有明显的理论优越性，因此具有很好的工程

应用价值。
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