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摘　 要：针对利用 Ｃｒａｍｅｒ⁃Ｒａｏ 不等式下界评价集群 ＡＵＶ 定位性能不直观的问题，基于几何椭圆提出

了定位性能评价标准的几何解释方法。 利用 Ｆｉｓｈｅｒ 信息矩阵代替 Ｃｒａｍｅｒ⁃Ｒａｏ 不等式， 通过奇异值分

解将先验信息矩阵与量测信息矩阵合成为后验信息矩阵，并利用椭圆对其进行几何表示，基于后验信

息椭圆面积建立定位性能评价函数。 通过分析性能评价函数，设计了单主、双主以及三主 ＡＵＶ 集群

的最优编队构型，并对三主 ＡＵＶ 集群编队提出了特殊编队构型，其较最优编队构型的定位性能相差

不大的情况下，更容易实现。 仿真实验验证了最优编队构型具有更高的定位精度以及特殊编队构型

的有效性。
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　 　 集群 ＡＵＶ 协作系统执行能力和执行效率的显

著提升，都建立在 ＡＵＶ 自身的精确定位基础之上。
为了提高 ＡＵＶ 的定位精度，近年来，利用 ＡＵＶ 间的

相对距离信息，实现集群 ＡＵＶ 的协同定位，成为协

同导航定位的重要研究方向［１⁃２］。
目前，基于距离量测的协同导航定位技术的研

究，主要关注于定位算法的设计。 张立川和杨建

等［３⁃４］分别基于扩展卡尔曼滤波与容积卡尔曼滤波

理论研究了多 ＡＵＶ 协同导航定位算法，主要融合

内部和外部传感器信息，并且显著提高集群中 ＡＵＶ
的导航定位精度。 文献［５］通过研究集群 ＡＵＶ 协

作系统的可观测性表明，若系统可观测，可以有效利

用量测信息进行协同定位，若不可观测，协同定位误

差将趋于发散。 文献［６⁃８］研究表明通过改变控制

输入（设计复杂航行路径）可增加系统的可观测性，
进而提高定位精度。 文献［９］在可观测性分析的基

础上，对单主 ＡＵＶ 编队进行可观测度分析，研究表

明控制相邻两时刻主从 ＡＵＶ 之间角度的变化量，可
以提高协同定位系统的可观测度，进而提高协同定

位精度。
除此之外，集群 ＡＵＶ 的编队构型与定位性能的

关系被少数学者所研究。 ＡＵＶ 的定位过程可以看

作是状态预测过程，利用预测状态的协方差阵评价

协同定位性能的优劣， Ｃｒａｍｅｒ⁃Ｒａｏ 不等式下界

（ＣＲＬＢ，其下界的倒数为 Ｆｉｓｈｅｒ 信息量）从理论上给

出了未知参数无偏估计的协方差矩阵下界，文献

［１０］在未考虑先验信息的情况下，利用此理论建立

与编队构型参数有关的定位性能评价函数，并得出

双主 ＡＵＶ 的最优编队构型。 文献［１１］将先验信息

考虑在性能评价函数中，对单主以及双主 ＡＵＶ 的最

优队形进行了讨论；提出利用误差椭圆代替后验协

方差阵，并选取误差椭圆面积建立性能评价函数的

思想，但是没有对误差椭圆和融合观测量信息过程

进行详细说明与几何解释，实质依旧利用协方差矩

阵的行列式建立性能评价函数。 文献［１２］研究了

最优编队构型的敏感性问题。 当集群 ＡＵＶ 以最优

编队构型进行运动时，较小的角度值偏差不会对定

位性能产生明显的影响。
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可以看出，对于评价协同定位性能的研究，主要

基于协方差阵建立的性能评价函数进行分析，通过

性能评价函数的最大化得到最优编队构型，从而实

现定位误差最小化。 虽然此方法可以应用于评价定

位误差优劣以及设计编队构型，但是不能直观理解

协同定位误差变化，也不能作为编队构型的直观设

计工具。 针对这一问题，本文基于 ＣＲＬＢ ／ Ｆｉｓｈｅｒ 信

息量对协同定位过程的误差变化进行了几何解释，
详细阐述了协方差阵转化为信息椭圆的过程，基于

信息椭圆解释了观测量对先验误差的影响，分析得

出集群 ＡＵＶ 协同定位过程最优量测信息来源。 除

此之外，本文以信息椭圆面积为基础，建立性能评价

函数，对单主、双主以及三主集群 ＡＵＶ 编队构型进

行了深入研究，并对相应编队构型的定位系统性能

进行几何解释以及实验仿真分析。

１　 基于距离量测的集群 ＡＵＶ 协同定
位系统

１．１　 基于距离量测的协同定位原理

基于距离量测的协同定位方法是近年来发展起

来的一种定位技术，通过量测主从 ＡＵＶ 之间相对距

离信息对自身航位推算的状态信息进行修正，原理

如图 １ 所示。 协同定位系统中主 ＡＵＶ 配备高精度

惯性导航系统，可以实现精确定位，从 ＡＵＶ 配备低

精度航位推算系统、ＧＰＳ 与水声通信设备。 为实现

协同导航定位，集群 ＡＵＶ 协同定位系统往往配备一

艘或几艘主 ＡＵＶ。 执行任务前，主、从 ＡＵＶ 利用

ＧＰＳ 进行时钟同步，确保量测信息准确性；航行过

程中，主 ＡＵＶ 周期性发射声脉冲信号，从 ＡＵＶ 利用

此信号解算两者相对位置，并融合主 ＡＵＶ 位置信息

进行协同定位对从 ＡＵＶ 位置误差进行校正。
图 １ 为基于距离量测的协同导航定位原理示意

图，图中几何椭圆表示 ＡＵＶ 的位置误差。 当从

ＡＵＶ 与主 ＡＵＶ 进行距离量测后，从 ＡＵＶ 对自身的

位置误差进行协同校正，使得自身位置的不确定性

减小。
对于在水中稳态航行的 ＡＵＶ 而言，求解其位置

信息是一个三维问题。 然而深度信息可以通过压力

传感器精确测量，并且 ＡＵＶ 的俯仰角与横滚角变化

较小，进而将三维问题转化为二维问题。 对于二维

平面定位问题，一般至少需要 ２ 个量测量确定从

图 １　 基于距离量测的协同定位原理

ＡＵＶ 的位置。 对于多主 ＡＵＶ 的协同定位系统，已
经满足 ２ 个量测量的要求，但是对于单主 ＡＵＶ，要
满足此要求，主要依据移动矢径原理并利用相邻两

时刻的量测信息进行协同定位，原理如图 ２ 所示。

图 ２　 基于移动矢径的协同定位原理

１．２　 系统模型

建立从 ＡＵＶ 的二维运动学方程

ｘｋ＋１ ＝ ｘｋ ＋ ｕｋΔｔｃｏｓφｋ

ｙｋ＋１ ＝ ｙｋ ＋ ｕｋΔｔｓｉｎφｋ

φｋ＋１ ＝ φｋ

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１）

式中， ｕｋ，φｋ 与 Δｔ分别为从 ＡＵＶ 在 ｋ 时刻的前向航

速、航向角与航位推算的采样时间。 前向航速与航

向角均受高斯白噪声干扰，且系统噪声方差阵为 Ｑｋ

＝ ｄｉａｇ［σ ２
μｋ，σ ２

φｋ］。
进而将从 ＡＵＶ 的二维运动学方程进行简写

ｘｋ＋１ ＝ ｆ（ｘｋ，ｕｋ） ＋ Ｇｋｗｋ （２）
式中： ｘｋ ＝ （ｘｋ，ｙｋ，φ ｋ） Ｔ 为状态向量；ｆ为非线性状态

方程函数；ｕｋ ＝ （ｕｋ，φ ｋ） Ｔ 为输入向量；ｗｋ 表示 ｋ时刻

从 ＡＵＶ 的过程噪声序列为高斯白噪声；Ｇｋ 是过程

噪声驱动矩阵。
建立主、从 ＡＵＶ 的距离量测方程为

·６５７·
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ｚｋ＋１ ＝ ｈ（ｘｋ＋１） ＋ Ｎｉ
ｋ＋１ｖｉ

ｋ＋１ ＝
ｒ１ｋ＋１
︙
ｒｍｋ＋１

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＋ Ｎｉ
ｋ＋１ｖｉ

ｋ＋１

（３）

式中， ｒｉｋ＋１ ＝ （ｘｋ＋１ － ｘｉＬ
ｋ＋１） ２ ＋ （ｙｋ＋１ － ｙｉＬ

ｋ＋１） ２ ，为 ｋ
＋ １时刻第 ｉ个主ＡＵＶ与从ＡＵＶ的量测信息， ｉ ＝ １，
…，ｍ。 其中上标 ｉＬ表示第 ｉ个主ＡＵＶ，ｖｋ 为从ＡＵＶ
的量测噪声序列为高斯白噪声，Ｎｋ 为量测噪声矩

阵，ｈ 为非线性量测方程函数。
当 ｉ ＝ １ 时，即单主 ＡＵＶ 协同定位系统，量测距

离信息为相邻两时刻的量测信息，具体为

ｒｋ ＝

（ｘｋ＋１ － Ｄｘｋ，ｋ＋１
－ ｘＬ

ｋ ） ２ ＋ （ｙｋ＋１ － Ｄｙｋ，ｋ＋１
－ ｙＬ

ｋ ） ２

ｒｋ＋１ ＝ （ｘｋ＋１ － ｘＬ
ｋ＋１） ２ ＋ （ｙｋ＋１ － ｙＬ

ｋ＋１） ２

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（４）
式中： ｒｋ 与 ｒｋ＋１ 为相邻时刻量测量；Ｄｘｋ，ｋ＋１ 与Ｄｙｋ，ｋ＋１ 为

从 ＡＵＶ 由 ｋ 至 ｋ ＋ １ 时刻的移动矢径。
１．３　 基于扩展卡尔曼的协同导航算法

集群 ＡＵＶ 协作系统为非线性系统，必须首先利

用泰勒级数展开为线性系统，随后利用卡尔曼滤波

算法进行 ＡＵＶ 状态的最优估计，即为扩展卡尔曼的

协同导航算法。 具体步骤为：
状态一步预测

ｘ^ｋ，ｋ＋１ ＝ ｆ（ ｘ^ｋ，ｕ^ｋ） （５）
　 　 一步预测协方差阵

Ｐｋ，ｋ＋１ ＝ Ｆｋ，ｋ＋１Ｐｋ，ｋＦＴ
ｋ，ｋ＋１ ＋ Ｃｋ，ｋ＋１ＱｋＣＴ

ｋ，ｋ＋１ （６）
式中： Ｑｋ 为系统噪声方差阵；Ｆｋ，ｋ＋１ 表示 ｆ关于 ｘｋ 的

雅可比矩阵，为 ｆ 关于 ｘｋ 在点（ ｘ^ｋ，ｕ^ｋ） 处的偏导数；
Ｃｋ，ｋ＋１ 表示 ｆ关于 ｕｋ 的雅可比矩阵，表示 ｆ关于 ｕｋ 在

点（ ｘ^ｋ，ｕ^ｋ） 处的偏导数，两者表示为

Ｆｋ，ｋ＋１ ＝ ∂ｆ
∂ｘｋ （ ｘ^ｋ，ｕ^ｋ）

＝
１ ０ － ｕｋΔｔｓｉｎφｋ

０ １ ｕｋΔｔｃｏｓφｋ

０ ０ １

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

（７）

Ｃｋ，ｋ＋１ ＝ ∂ｆ
∂ｕｋ （ ｘ^ｋ，ｕ^ｋ）

＝
Δｔｃｏｓφｋ － ｕｋΔｔｓｉｎφｋ

Δｔｓｉｎφｋ ｕｋΔｔｃｏｓφｋ

０ １

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

（８）
　 　 滤波增益矩阵

Ｋｋ＋１ ＝ Ｐｋ，ｋ＋１ＨＴ
ｋ＋１［Ｈｋ＋１Ｐｋ，ｋ＋１ＨＴ

ｋ＋１ ＋ Ｒｋ＋１］
－１ （９）

式中： Ｒｋ＋１ 为量测噪声方差阵；Ｈｋ＋１ 为距离量测方

程的雅克比矩阵，表示为

Ｈｋ＋１ ＝ ∂ｈ
∂ｘｋ ｘ^ｋ，ｋ＋１

＝
ｃｏｓθ１

ｋ＋１ ｓｉｎθ１
ｋ＋１

︙ ︙
ｃｏｓθｍ

ｋ＋１ ｃｏｓθｍ
ｋ＋１

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

（１０）

式中， θ ｉ
ｋ＋１ 为 ｋ ＋ １ 时刻第 ｉ 个主 ＡＵＶ 与从 ＡＵＶ 的

夹角。
单主 ＡＵＶ 协同定位时，利用相邻两时刻距离量

测信息，类比于从 ＡＵＶ 与双主 ＡＵＶ 的量测信息。
对于量测方程的雅克比矩阵，利用相邻两时刻从

ＡＵＶ 与主 ＡＵＶ 的夹角信息取代从 ＡＵＶ 与双主

ＡＵＶ 的夹角信息即可，表示为

Ｈｋ＋１ ＝ ∂ｈ
∂ｘｋ ｘ^ｋ，ｋ＋１

＝
ｃｏｓθｋ ｓｉｎθｋ

ｃｏｓθｋ＋１ ｓｉｎθｋ＋１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（１１）

式中， θ ｋ 与 θ ｋ＋１ 为相邻两时刻主从 ＡＵＶ 的夹角，分
别取代了 θ １

ｋ＋１与 θ ２
ｋ＋１。

状态与协方差阵更新为

ｘ^ｋ＋１ ＝ ｘ^ｋ，ｋ＋１ ＋ Ｋｋ＋１（ｚｋ＋１ － ｈ（ ｘ^ｋ，ｋ＋１）） （１２）
Ｐｋ＋１ ＝ ［Ｉ － Ｋｋ＋１Ｈｋ＋１］Ｐｋ，ｋ＋１ （１３）

　 　 通过（５） ～ （１３）式，对从 ＡＵＶ 的状态信息进行

最优估计。 其中 ｘ^ｋ＋１ 为协同定位估计的状态信息，
Ｐｋ＋１ 为衡量利用算法估计出的状态信息精度。 为了

更清楚地理解位置状态信息精度， 将（９） 式代入

（１３） 式，并求逆可得

Ｐ －１
ｋ＋１ ＝ Ｐ －１

ｋ，ｋ＋１ ＋ ＨＴ
ｋ＋１Ｒ

－１Ｈｋ＋１ （１４）
　 　 将（１４）式利用 Ｆｉｓｈｅｒ 信息矩阵表示

Ｊｋ＋１ ＝ Ｊｋ，ｋ＋１ ＋ ＪＨ
ｋ＋１ （１５）

式中： Ｊｋ＋１ 为后验信息矩阵；Ｊｋ，ｋ＋１ 为先验信息矩阵；
ＪＨ
ｋ＋１ 为信息增益矩阵，是对先验信息矩阵的修正。

对于位置状态信息的精度，本文利用 Ｄ⁃最优标

准衡量，即后验信息矩阵的行列式最大时，定位性能

最优

ｍａｘ｛ｄｅｔ（Ｊｋ＋１）｝ （１６）

２　 几何解释理论基础

２．１　 信息椭圆

本文在考虑协方差阵时，只考虑状态量 ｘ 与 ｙ
的误差，并且其为正定矩阵。 因而对于（１５）式中信

息矩阵，可利用信息椭圆对其进行几何解释。 本文

以后验信息矩阵为例，对其信息椭圆进行说明。 首

先为了方便，可以将后验信息矩阵转化为对角阵

Ｊ′ｋ＋１ ＝ Ｐϕ
ａ ０
０ ｂ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú Ｐ

Ｔ
ϕ （１７）

·７５７·
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式中： ａ 与 ｂ 为后验信息矩阵的特征值（ａ ＞ ｂ）；Ｐϕ

为特征向量组成的旋转矩阵，其定义为

Ｐϕ ＝
ｃｏｓϕ － ｓｉｎϕ
ｓｉｎϕ ｃｏｓϕ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú （１８）

　 　 因而，定义后验信息椭圆为 Ｅ（ａ，ｂ，ϕ），ａ 与 ｂ
为椭圆长短轴参数，ϕ 为旋转角，具体如图 ３ 所示。

图 ３　 后验信息椭圆示意图

由于信息椭圆参数求解较为繁琐，因而本文给

出信息椭圆的长半轴、短半轴以及旋转角的直接计

算形式。 若后验信息矩阵如（１９）式所示

Ｊｋ＋１ ＝
Ａ１１ Ａ１２

Ａ２１ Ａ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（１９）

　 　 则椭圆长短轴参数和椭圆长轴与 ｘ轴的夹角 ａ，
ｂ，ϕ 为

ａ ＝ Ａ１１ ＋ Ａ２２ ＋ （Ａ１１ － Ａ２２） ２ ＋ ４Ａ１２Ａ２１

ｂ ＝ Ａ１１ ＋ Ａ２２ － （Ａ１１ － Ａ２２） ２ ＋ ４Ａ１２Ａ２１

ϕ ＝ １
２
ａｒｃｔａｎ

２Ａ１２

Ａ１１ － Ａ２２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（２０）

２．２　 协同定位误差的几何解释

由 ２．１ 节分析，可以求得先验信息椭圆 Ｅ１（ａ′，
ｂ′，ϕ′） 与信息增益椭圆 Ｅ２（μ，η，θ） 的所有参数。
进而可将（１５） 式利用椭圆参数表示为

Ｅ（ａ，ｂ，ϕ） ＝ Ｅ１（ａ′，ｂ′，ϕ′） ＋ Ｅ２（μ，η，θ） （２１）
　 　 对于后验信息椭圆参数，可根据矩阵的奇异值

分解得到，具体为

ａ ＝ Ａ ＋ ０．５ Ｂ２ ＋ Ｃ２

ｂ ＝ Ａ － ０．５ Ｂ２ ＋ Ｃ２

ϕ ＝ ϕ′ ＋ ０．５ａｒｃｔａｎ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２２）

式中： Ａ ＝ ０．５（ａ′ ＋ ｂ′ ＋ μ ＋ η）；Ｂ ＝ （ａ′ － ｂ′） ＋ （μ －
η）ｃｏｓ（２（θ － ϕ′））；Ｃ ＝ （μ － η）·ｓｉｎ（２（θ － ϕ′））。

进而协同定位误差的几何解释，如图 ４ 所示。

图 ４　 协同定位误差的几何解释

图 ４ 中点划线为信息增益椭圆，虚线为先验信

息椭圆，实线为前两者合成的后验信息椭圆。 对于

Ｄ⁃最优标准而言，后验信息椭圆面积越大，定位性

能越优，进而可直观从后验信息椭圆面积确定协同

定位性能的优劣，并且从增加量可确定量测信息的

优劣。 根据（２１）与（２２）式对后验信息椭圆的面积

进行分析，为了简化分析，定义其如（２３）式所示

Ｓ ≜ ４ａｂ ＝ （ａ′ ＋ ｂ′ ＋ μ ＋ η） ２ －
　 （（（ａ′ － ｂ′） ＋ （μ － η）ｃｏｓ（２ϑ）） ２ ＋
　 （μ － η） ２ｓｉｎ（２ϑ） ２） （２３）

　 　 在先验条件已知的条件下，根据（２３）式可对观

测信息进行选择或者对集群 ＡＵＶ 的编队构型进行

规划，使得观测信息最优，即确定角 ϑ 与椭圆面积 Ｓ
之间的关系，最终使得估计状态信息最优。

３　 集群 ＡＵＶ 协同定位误差的几何解
释及编队构型分析

根据（１４）式可知，后验信息矩阵由先验信息矩

阵与信息增益矩阵组成，然而根据（６）式可知，先验

信息由此时刻之前的所有后验信息和此时刻的状态

信息组成，难以确定具体的形式。 为了更好地分析，
对后验信息矩阵进行简化，其中 Ｒ 为量测噪声，一
般取常值，可以忽略不计［１３⁃１４］，进而后验信息矩阵

可定义为

Ｊｋ＋１ ≜ ＨＴ
ｋ＋１Ｈｋ＋１ ＝ ＪＨ

ｋ＋１ （２４）
根据（１０）式，可以得到

·８５７·
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Ｊｋ＋１ ≜
∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｃｏｓ２θｉ

ｋ＋１ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｃｏｓθｉ

ｋ＋１ ｓｉｎθｉ
ｋ＋１

∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｃｏｓθｉ

ｋ＋１ ｓｉｎθｉ
ｋ＋１ ∑

ｍ

ｉ ＝ １
ｓｉｎ２θｉ

ｋ＋１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

（２５）
　 　 可根据（２０）式，求出若干主 ＡＵＶ 的后验信息

椭圆参数 ａ，ｂ 与 ϕ ，并进行几何解释。 并根据（２３）
式，定义协同定位性能的评价标准

Γ ≜ ａｂ （２６）
３．１　 单主 ＡＵＶ 的协同定位分析

根据第一节分析可知，对于基于距离量测的单

主 ＡＵＶ 协同定位系统，从 ＡＵＶ 主要通过移动矢径

原理，使用相邻两时刻量测信息对位置误差进行修

正。 结合（１１）式与（２５）式，可以得到单主 ＡＵＶ 协

同定位的后验信息矩阵表达式为

Ｊｋ＋１ ≜
∑
ｋ＋１

ｉ ＝ ｋ
ｃｏｓ２θｉ ∑

ｋ＋１

ｉ ＝ ｋ
ｃｏｓθｉｓｉｎθｉ

∑
ｋ＋１

ｉ ＝ ｋ
ｃｏｓθｉｓｉｎθｉ ∑

ｋ＋１

ｉ ＝ ｋ
ｓｉｎ２θｉ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

（２７）

　 　 进而根据（２０）式可得到后验信息椭圆 Ｅ（ａ，ｂ，

ϕ） 的所有参数：ϕ ＝
θ ｋ ＋ θ ｋ＋１

２
，ａ ＝ ２ ＋ ２ ｜ ｃｏｓ（θ ｋ －

θ ｋ＋１） ｜ ，ｂ ＝ ２ － ２ ｜ ｃｏｓ（θ ｋ － θ ｋ＋１） ｜ 。
进而根据（２６）式，可定义单主 ＡＵＶ 协同定位

系统的性能评价标准为

Γ１ ≜ ４ｓｉｎ２（θｋ － θｋ＋１） （２８）
　 　 进而对单主 ＡＵＶ 协同定位系统的后验信息矩

阵进行几何说明。 对于椭圆面积而言，若长轴与短

轴的和为定值时，当且仅当长轴与短轴相等时，椭圆

面积最大，即性能指标 Γ１ 最大。 即 ２ ＋ ２ ｜ ｃｏｓ（θ ｋ －
θ ｋ＋１） ｜ ＝ ２ － ２ ｜ ｃｏｓ（θ ｋ － θ ｋ＋１） ｜ 时，定位性能最优，
信息椭圆的几何形状为圆。 考虑到实际情况，因此

可得当 θ ｋ － θ ｋ＋１ ＝ ± ９０ｏ 时，定位性能最优，Γ１ ≜ ａｂ
＝ ４，最优编队构型如图 ５ 所示，几何解释如图 ６ 所

示。 图 ６ 中虚线表示后验信息椭圆，实线表示最优

后验信息椭圆。 当量测信息最优时，其几何形状变

为半径为 ２ 的圆。 为了证明几何分析的正确性，对
（２８）式进行仿真，取 θ ｋ，θ ｋ＋１ ∈ ［ － １８０°，１８０°］ ，如
图 ７ 所示。 由图 ７ 可知，当相邻两时刻的量测夹角

差的绝对值越接近 ９０°，定位性能越优，反之，定位

性能越差。 当相邻两时刻的量测夹角绝对值为 ９０°

图 ５　 单主 ＡＵＶ 协同定位最优编队构型

图 ６　 单主 ＡＵＶ 最优协同定位系统几何解释示意图

图 ７　 单主 ＡＵＶ 协同定位性能评价仿真示意图

时，椭圆面积最大，定位性能最优，当相邻两时刻的

量测夹角差为 ０°或±１８０°时，椭圆面积最小，定位性

能最差。 此分析结果与文献［９］基于可观测度分析

结果一致，即随着协同定位系统的可观测度越大，定
位性能越优，并且当定位性能最差时，相当于主从

ＡＵＶ 的航行路径为不可观测路径，从侧面证明了性

能评价函数的正确性。
３．２　 多主 ＡＵＶ 集群的协同定位分析

对于二维平面的 ＡＵＶ 协同定位，从 ＡＵＶ 仅使

用单一时刻的量测信息不能进行状态预测，至少需

要 ２ 个量测信息对其位置进行无偏估计。 此外，已
有研究表明在一定程度上，主 ＡＵＶ 数量的增加可以

抑制协同定位误差的增长［１５⁃１６］。 因此，在设计协同

定位系统时，往往利用多主 ＡＵＶ 达到状态预测的要

求。 根据 １．３ 节的分析，对于双主 ＡＵＶ 的距离量测

方程的雅克比矩阵，只需要将从 ＡＵＶ 与单主 ＡＵＶ
相邻两时刻的量测信息转换成从 ＡＵＶ 与双主 ＡＵＶ

·９５７·
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的量测信息，双主 ＡＵＶ 与单主 ＡＵＶ 协同定位分析

过程及结论一致，此处不再进行推导。 但是实际中，
单主 ＡＵＶ 需要设计复杂的航行路径，使从 ＡＵＶ 的

状态预测性能更优，但是一般不能达到最优解。 而

对于双主 ＡＵＶ 只需通过设计编队构型，即可达到理

论分析的最优解。 本节主要讨论在 ２ 个量测信息基

础上，融合第 ３ 个量测信息的协同定位系统，即对三

主 ＡＵＶ 集群协同定位误差进行几何解释与编队构

型进行研究。
本文认为使用 ２ 个观测量的量测信息矩阵为先

验量测信息，当第 ３ 个量测信息被引入协同定位系

统时，其为后验量测信息。 因而根据（２４）式，三主

ＡＵＶ 协同定位的后验信息矩阵表示为

Ｊｋ＋１ ≜ ＪＨ１
ｋ＋１ ＋ ＪＨ２

ｋ＋１ （２９）
　 　 进而后验信息矩阵利用几何椭圆表示为

　 Ｅ（ａ，ｂ，ϕ） ＝ Ｅ１（μ′，η′，θ′） ＋ Ｅ２（μ″，η″，θ″） （３０）
　 　 进而根据（２２） 式可得到三主 ＡＵＶ协同定位系

统的后验信息椭圆 Ｅ（ａ，ｂ，ϕ） 的特征值为

ａ ＝ ３ ＋ ４∑
２

ｉ
∑

３

ｊ ＝ ｉ ＋１
ｃｏｓ２（θ ｉ － θ ｊ） － ３

ｂ ＝ ３ － ４∑
２

ｉ
∑

３

ｊ ＝ ｉ ＋１
ｃｏｓ２（θ ｉ － θ ｊ） － ３

ϕ ＝ １
２
ａｒｃｔａｎ

ｓｉｎ２θ １ ＋ ｓｉｎ２θ ２ ＋ ｓｉｎ２θ ３

ｃｏｓ２θ １ ＋ ｃｏｓ２θ ２ ＋ ｃｏｓ２θ ３

æ

è
ç

ö

ø
÷

式中，θ １，θ ２ 与 θ ３ 分别为三主 ＡＵＶ 与从 ＡＵＶ 的夹

角，并且对于后验量测信息椭圆而言，椭圆短半轴为

０，定义为退化信息椭圆［１７］，只能提供一个方向的信

息量，为实现后验信息椭圆面积最大化，确定退化信

息椭圆方向尤为重要。
根据（２６）式，定义三主 ＡＵＶ 集群协同定位系

统的性能评价标准为

Γ３ ≜ ４∑
２

ｉ
∑

３

ｊ ＝ ｉ ＋１
ｓｉｎ２（θｉ － θ ｊ） （３１）

　 　 对三主 ＡＵＶ 集群协同定位系统的后验信息矩

阵进行几何说明，令其长轴与短轴相等，椭圆面积最

大，即性能指标 Γ３ 最大。 求得三主 ＡＵＶ 的最优量

测信息角，如表 １ 所示。
表 １ 中 ϑ１，ϑ２ 与 ϑ３ 分别为三主 ＡＵＶ 的量测信

息夹角，定义为 ϑ１ ＝ θ １ － θ ２，ϑ２ ＝ θ １ － θ ３，ϑ３ ＝ θ ２ －
θ ３ 并且 ϑ１ ＋ ϑ２ ＋ ϑ３ ＝ ３６０°。

对于此 ４ 种最优位置状态，考虑实际情况，后 ３
种可归属为同一种编队构型。 因此，三主 ＡＵＶ 集群

协同定位系统最优的编队构型有 ２ 种，如图 ８ 至 ９
所示，几何解释如图 １０ 所示。

表 １　 最优量测信息角

序号
量测信息夹角

ϑ１ ／ （°） ϑ２ ／ （°） ϑ３ ／ （°）
Γ３

ａ １２０ １２０ １２０ ９

ｂ ６０ ６０ ２４０ ９

ｃ ６０° ２４０ ６０ ９

ｄ ２４０ ６０ ６０ ９

图 ８　 三主 ＡＵＶ 协同定位　 　 　 　 　 图 ９　 三主 ＡＵＶ 协同定位　 　 　 　 　 图 １０　 三主 ＡＵＶ 最优协同定位

最优编队构型－ １ 最优编队构型－ ２ 系统几何解释示意图

　 　 图 １０ 中虚线表示先验量测信息椭圆，实线表示

最优后验信息椭圆。 从图中可以看出，此种情况相

当于第 ３ 个观测量只使得先验量测信息椭圆的短轴

增加，而长半轴没有变化，使其几何形状变为半径为

３ 的圆。
此外，对于（３１）式及 ϑ１ ＋ ϑ２ ＋ ϑ３ ＝ ３６０° 而言，

倘若 ３ 个主 ＡＵＶ 中有 ２ 个主 ＡＵＶ 的夹角差绝对值

为 ９０° 时，性能评价函数为恒值，Γ３ ≜ ８，几何解释

如图 １１ 所示。
图 １１ 中虚线为表示最优的先验量测信息椭圆，

即 ３ 个主 ＡＵＶ 中有 ２ 个主 ＡＵＶ 的夹角差绝对值为

９０°，其几何形状是半径为 ２ 的圆，相当于双主 ＡＵＶ

·０６７·
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图 １１　 三主 ＡＵＶ 特殊协同定位系统几何解释示意图

最优协同定位系统的后验信息椭圆。 实线表示特殊

编队构型的后验信息椭圆，从图中可以看出，其几何

形状的一个方向的轴增加变为椭圆。 对于圆形而

言，所有方向的轴长相等，无论任何方向轴长增加，
其面积增加量将一致，因此从几何角度证明了理论

分析的正确性。
为了对此恒值 Γ３ ≜８，更深入理解，本文分 ２种

实际情况进行讨论：
第 １ 种：若 ２ 个主 ＡＵＶ 的夹角绝对值已为 ９０°，

在确定第 ３ 个主 ＡＵＶ 在协同定位系统中的位置时，
则可以忽略具体位置，只需考虑 ＡＵＶ 之间避障，从
ＡＵＶ 的位置状态预测性能将一致。 此情况的编队

构型如图 １２ 所示。

图 １２　 三主 ＡＵＶ 协同定位特殊编队构型－ １

第 ２ 种：若 ２ 个主 ＡＵＶ 的夹角为任意值时，在
确定第 ３ 个主 ＡＵＶ 在协同定位系统中的位置时，只
需使其与其他任意一个主 ＡＵＶ 的夹角绝对值为

９０°，从 ＡＵＶ 的状态预测性能将达到一个较优的状

态。 此情况的编队构型如图 １３ 所示。
为了证明几何分析的正确性，对（３１）式进行仿

真。 根据（３１）式可知，椭圆面积只与两两主 ＡＵＶ
的量测信息的夹角绝对值有关，因此当定义一个主

ＡＵＶ 与从 ＡＵＶ 的夹角时，对椭圆面积的评价函数

图 １３　 三主 ＡＵＶ 协同定位特殊编队构型－ ２

没有影响。 本文假定从 ＡＵＶ 在原点，主 ＡＵＶ１ 相对

于从 ＡＵＶ 的夹角 θ １ ＝ １０° 时，主 ＡＵＶ２ 与主 ＡＵＶ３
相对于从 ＡＵＶ 的夹角分别取 θ ２， θ ３ ∈ ［０°，３６０°］ ，
仿真结果如图 １４ 至 １５ 所示。

图 １４　 三主 ＡＵＶ 协同定位性能评价仿真示意图

图 １５　 三主 ＡＵＶ 协同定位性能评价仿真平面图

由图 １４ 和 １５ 可知，椭圆面积最大值为 ９，最小

值为 ０。 当椭圆面积最大时，位置状态预测性能最

优，如图 １５ 中黑点所示，共有 ８ 个点，代表 ３ 个主

ＡＵＶ 的 ８ 种不同位置状态，具体如表 ２ 所示。
表 ２　 最优位置状态

序号
位置状态

θ２ ／ （°） θ３ ／ （°）
量测信息夹角

ϑ１ ／ （°） ϑ２ ／ （°） ϑ３ ／ （°）
ａ １３０ ２５０ １２０ １２０ １２０
ｂ ２５０ １３０ １２０ １２０ １２０
ｃ ７０ ３１０ ６０ ６０ ２４０
ｄ ３１０ ７０ ６０ ６０ ２４０
ｅ ７０ １３０ ６０ ２４０ ６０
ｆ １３０ ７０ ６０ ２４０ ６０
ｇ ２５０ ３１０ ２４０ ６０ ６０
ｈ ３１０ ２５０ ２４０ ６０ ６０
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根据表 ２ 的 ８ 种不同位置状态可知，其与表 １
分析的 ４ 种最优量测信息角相对应，都对应着图 ８
至 ９ 中 ２ 种编队构型，验证了上文分析的正确性。

当椭圆面积最小时，此位置状态预测性能最差，
如图 １５ 中菱形点所示，共有 ４ 个点，代表了 ３ 个主

ＡＵＶ ４ 种不同的位置状态，具体如表 ３ 所示。
表 ３　 最差位置状态

序号
位置状态

θ２ ／ （°） θ３ ／ （°）

量测信息夹角

ϑ１ ／ （°） ϑ２ ／ （°） ϑ３ ／ （°）

ａ １０ １０ ０ ０ ０

ｂ １０ １９０ ０ １８０ １８０

ｃ １９０ １０ １８０ ０ １８０

ｄ １９０ １９０ １８０ １８０ ０

根据表 ３ 中 ３ 个 ＡＵＶ 的位置状况可知，当三主

ＡＵＶ 与从 ＡＵＶ 的航行路径为同一直线时，从 ＡＵＶ
的预测位置状态将最差，此情况类比于单主 ＡＵＶ 的

不可观测路径，实际航行时，应该避免此类编队

构型。
对于 ３．２ 节分析的特殊情况，如图 １５ 中 ４ 条虚

线所示，其直线表达式分别为 θ ２ ＝ １００°，θ ２ ＝ ２８０°，
θ ３ ＝ １００° 与 θ ３ ＝ ２８０° ，椭圆面积恒为 ８。 此 ４ 条虚

线表示的实际情况为：对于基于三主 ＡＵＶ 集群协同

定位系统而言，任意两主 ＡＵＶ 的量测信息夹角差的

绝对值为 ９０°时，无需考虑第 ３ 个领航艇的位置，其
椭圆面积始终为 ８。 此情况较三主 ＡＵＶ 的最优情

况椭圆面积虽有减少，但是此特殊情况只需要保证

协同定位系统中的一个夹角差为 ９０°，较最优的编

队构型少确定 ２ 个夹角差，因而此编队构型将更容

易实现。

４　 数值仿真

基于扩展卡尔曼算法设计了 ３ 组仿真实验对不

同状态的协同定位性能进行仿真比较分析。 对于单

主 ＡＵＶ 与双主 ＡＵＶ 可参考文献［９⁃１１］对本文的理

论结果进行验证。 本节主要对三主 ＡＵＶ 集群协同

定位系统的理论分析结果进行仿真分析。
仿真过程中，所有主、从 ＡＵＶ 间的距离量测噪

声为 σ ２
ｒ ＝ （５ ｍ） ２ 的零均值高斯白噪声；从 ＡＵＶ 的

速度量测噪声为 σ ２
ｕ ＝ （０．４ ｍ ／ ｓ） ２，与航向角量测噪

声为 σ ２
φ ＝ （２°） ２ 的零均值高斯白噪声，并且两者独

立互不相关。 采用蒙特卡洛法估算协同定位系统的

从 ＡＵＶ 的定位误差，重复仿真计算 １００ 次，取其统

计平均值。
实验一 　 主 ＡＵＶ１、主 ＡＵＶ２、主 ＡＵＶ３ 与从

ＡＵＶ 分别由（０，５００）ｍ，（０，１ ０００）ｍ，（０，１ ５００）ｍ
和（０，０）ｍ 出发，航向角均为 ９０°并且沿同一直线航

行，航行速度均为 ２ ｍ ／ ｓ，仿真实验的采样周期为

１ ｓ，此情况为不可观测路径，椭圆面积为 ０。 图 １６
给出了从 ＡＵＶ 的航位推算与协同定位误差比较图，
协同定位误差随时间增大趋于发散，协同导航算法

失效。

图 １６　 从 ＡＵＶ 定位误差图

实验二　 三主 ＡＵＶ 分别按照表 ４ 的位置状态

出发，航向角均为 ９０°并且沿平行直线航行，航行速

度均为 ２ ｍ ／ ｓ，仿真实验的采样周期为 １ ｓ。 并且表

４ 中给出了不同位置状态的椭圆面积及仿真后的平

均定位误差。 图 １７ 为主 ＡＵＶ 在不同位置状态时，
从 ＡＵＶ 的协同定位误差比较图。

图 １７　 从 ＡＵＶ 定位误差图

表 ４　 三主 ＡＵＶ 位置状态

序号
量测信息夹角

ϑ１ ／ （°） ϑ２ ／ （°） ϑ３ ／ （°）
椭圆面积

平均滤波

误差

ａ １２０ １２０ １２０ ９ ２．０３４
ｂ ３０ ３０ ６０ ５ ２．７０５
ｃ １５ １５ ３０ １．５４ ３．８９６
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根据表 ４ 与图 １７ 可知，随着椭圆面积的增大，
协同定位误差减小。

实验三 　 主 ＡＵＶ１、主 ＡＵＶ２、主 ＡＵＶ３ 与从

ＡＵＶ 分别由 （ － ７０７， ７０７） ｍ， （ ７０７， ７０７） ｍ， （ ０，
１ ０００）ｍ 和（０，０）ｍ 出发，航向角均为 ９０°并且沿平

行直线航行，航行速度均为 ２ ｍ ／ ｓ，仿真实验的采样

周期为 １ ｓ。 此情况的主 ＡＵＶ１ 与主 ＡＵＶ２ 的夹角

为 ９０°，随后始终保持此两主 ＡＵＶ 的位置不变，通
过改变主 ＡＵＶ３ 的位置，使得其与另外两主 ＡＵＶ 的

夹角改变，从而设置一系列实验，验证理论分析正确

性。 表 ５ 给出了主 ＡＵＶ３ 的不同位置状态，椭圆面

积及平均滤波误差值。 图 １８ 给出了主 ＡＵＶ３ 在不

同位置状态时，从 ＡＵＶ 的协同定位误差比较图。

图 １８　 从 ＡＵＹ 定位误差图

表 ５　 主 ＡＵＶ３ 的不同位置状态

性能
ＡＵＶ３ 的位置

（０，１ ０００） （－７０７，－７０７） （１ ０００，０）
ϑ２ ／ （°） １３５ ９０ ４５
ϑ３ ／ （°） １３５ １８０ ２２５
椭圆面积 ８ ８ ８

平均滤波误差 ２．２０７ ２．１８７ ２．１９２

　 　 从表 ５ 与图 １８ 中可以看出，当两主 ＡＵＶ 的量

测信息夹角为 ９０°时，ＡＵＶ３ 位于不同位置时，从
ＡＵＶ 的协同定位误差基本一致。

因此，在基于三主 ＡＵＶ 集群协同定位时，应避

免不可观测路径，并且可以通过本文中的后验信息

椭圆面积计算公式（性能指标函数），事先对协同定

位误差有初步的了解。 除此之外，可以按照本文给

出的最优编队构型设计 ＡＵＶ 的具体位置，并且在

ＡＵＶ 的构型不能达到最优时，给出了一种特殊情

况，只需要使 ２ 个主 ＡＵＶ 的夹角差达到 ９０ｏ，而不必

考虑第 ３ 个主 ＡＵＶ 的具体位置，协同定位误差也能

达到一个较优的等级，但是其编队构型较最优编队

构型更容易实现，进而验证了理论分析的正确性。

５　 结　 论

本文从 Ｆｉｓｈｅｒ 信息矩阵角度研究了基于距离量

测的集群 ＡＵＶ 协同定位算法，提出了协同定位误差

的几何解释方法；基于后验信息椭圆面积建立了编

队构型的性能评价函数，通过增大后验信息椭圆面

积以降低协同定位误差，从而估计最优的编队构型，
并指出当椭圆长短轴相等时，编队构型最优。 仿真

结果表明，通过最大化后验信息椭圆面积求取的最

优编队构型，相比其他编队构型，定位性能有明显的

提升。 此外，对于三主集群 ＡＵＶ 协同定位系统，以
本文提出的特殊编队构型航行时，定位性能较最优

定位性能相差不大的情况下，更容易实现。
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第 ４ 期 张立川，等：基于几何解释的集群 ＡＵＶ 协同定位误差及编队构型分析
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