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摘　 要：采用广义多辛数值算法研究不可压饱和多孔弹性 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的流固耦合动力响应特性，
构造梁动力响应方程的广义多辛形式，给出其 Ｐｒｅｉｓｓｍａｎｎ Ｂｏｘ 离散格式及各种广义多辛局部守恒律

误差离散格式。 数值模拟两端可渗透多孔弹性 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 悬臂梁的动力响应过程，并分析其动力响

应特性。 发现两相耦合作用系数增大，梁各横截面的孔隙流体压力等效力偶、固相挠度和固相有效应

力达到稳态值所需的时间缩短；梁长细比增大，所需时间加长，且挠度稳态值越接近相应经典单相弹

性 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 梁的静挠度值；随时间的推移，梁固相骨架承担所有外荷载，孔隙流体压力等效力偶

最终将为零。 表征耗散效应的参数取值减小，各种广义多辛数值误差的数量级也减小。
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　 　 多孔介质是存在于自然界的重要介质之一，在
各类工程实际中均有广泛的应用。 在土木工程领

域，大量多孔介质结构以承担横向荷载为主，其动力

响应以横向弯曲变形为主，例如混凝土梁、木质结构

梁等。 近些年来，学术界已对多孔介质梁的各类动

力响应问题做了大量的研究［１⁃４］。 Ｌｉ 等［１］ 通过变分

原理，给出流体饱和多孔弹性梁轴向扩散的混合有

限元格式，并数值分析其位移和孔隙压力随时间的

响应。 Ｗａｎｇ 等［３］给出了饱和多孔弹性梁纯弯曲变

形的三维解析解。 周凤玺等［４］ 基于不可压多孔介

质理论和弹性地基模型理论，利用 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数展开

法研究了饱和多孔弹性梁的自由振动特性。
然而，对于短粗梁，由于剪切变形效应显著，应

当采用考虑剪切效应的梁模型。 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁模型

理论是被广泛应用于各种工程结构的分析和研究中

的梁模型［５⁃９］。 吴峰等［７］ 研究了 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的波

传播问题，分析了 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的能带结构和波散

射特性。 Ｋｉａｎｉ 等［８］ 基于 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁理论和 Ｂｉｏｔ
固结模型，研究了横向移动荷载作用下的饱和多孔

弹性梁结构的横向振动，结果揭示了剪切变形效应

对某些多孔介质梁结构的重要性。 Ｃｈｏｕｉｙａｋｈ 等［９］

研究了移动质量荷载作用下 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的振动

和多裂隙检测问题。
对于多孔介质梁结构的动力响应问题，目前的

研究方法多数为积分变换、有限元法等，在解决实际

问题的过程中，也会出现诸如求解过程复杂繁长、数
值结果的稳定性较差等情况，特别是已有算法对多

孔介质流固耦合系统的固有几何性质鲜有涉及。 基

于这一点，本文采用其他数值方法研究饱和多孔弹

性短粗梁的动力问题。
对于保守哈密顿动力学系统，辛算法和多辛算

法因其良好的精确性、有效性和保结构性，受到众多

研究者的广泛关注［１０⁃１４］。 高强等［１０］ 采用保辛数值

积分方法，研究了拉压刚度不同的桁架非线性动力

问题。 Ｍｃｄｏｎａｌｄ 等［１１］ 采用多辛离散格式研究了半

线性波动方程的行波解。 彭海军等［１２］ 采用标准辛

格式解决了基于线性时变系数的滚动时域控制问

题。 胡伟鹏等［１３⁃１４］采用多辛算法，分析和模拟了Ⅱ
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类超导体混合态的电磁特性和拟 Ｄｅｇａｓｐｅｒｉｓ⁃Ｐｒｏｃｅｓｉ
方程的非线性特性。 对于大量存在耗散效应的无限

维非保守哈密顿动力学系统的求解问题，近年来，广
义多辛算法应运而生，其相关研究成果已经被广泛

报道［１５⁃１８］。 胡伟鹏［１６］基于多辛积分理论，将多辛数

学方法推广到可应用于无限维非保守动力学系统的

广义多辛数学方法。 张宇等［１８］ 对弦的有阻尼受迫

振动过程作了广义多辛数值算法研究。
对于饱和多孔介质短粗梁结构，由于梁的可渗

透性，随着时间的推移，固相骨架将承担所有外力，
故固相骨架可采用与单相弹性梁相同的梁模

型［２，８，１９］。 因此，本文将 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁模型应用于

饱和多孔弹性短粗梁，并采用广义多辛算法研究梁

的流固耦合动力响应特性。 本文构造了梁动力响应

控制方程的广义多辛离散格式和各种局部守恒律离

散格式，数值模拟了两端可渗透饱和多孔弹性

Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 悬臂梁在自由端受集中荷载作用的动力

响应过程，并考察了固相挠度和固相有效应力以及

孔隙流体压力等效力偶的响应特性，同时数值分析

了系统的广义多辛守恒律误差、局部动量误差和局

部能量误差。

１　 不可压饱和多孔弹性 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ
梁的横向动力响应模型

考虑承受横向分布载荷 ｑ（ｘ，ｔ） 的饱和均匀多

孔线弹性 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁，如图 １ 所示，梁长为 Ｌ，横
截面积为 Ａ，横截面绕 ｏｙ轴的惯性矩为 Ｉ。 梁由互不

相溶的微观不可压流体和不可压横观各向同性固相

骨架组成，其侧表面不透水，并忽略流相和固相的体

积力、两相间的质量交换及能量交换。

图 １　 受横向分布荷载作用的不可压饱和

多孔线弹性 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁模型

对于自然界和实际工程中的一些多孔介质梁结

构，例如植物根茎、动物骨骼和传热管道等，由于梁

骨架结构的特殊性， 使得孔隙流体以轴向运动为

主， 可忽略其横向的运动，为此本文首先假定孔隙

流体仅沿梁的轴向运动。 参阅文献［１９］，假定固相

小变形、梁横截面中性轴无纵向位移，忽略孔隙流体

的转动惯性效应，利用不可压流体饱和多孔介质的

混合物动量方程、孔隙流体动量方程及体积分数方

程，并根据 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁模型假设［８］
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　 　 得如下饱和多孔弹性 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁横向动力

响应的控制方程组：
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　 　 其中固相挠度 ｗｓ（ｘ，ｔ）、梁横截面转角 ϕ（ｘ，ｔ）
及孔隙流体压力等效力偶 Ｍｐ（ｘ，ｔ） 为基本未知量，
分别记为［１９］
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以上各式中， Ｅｓ，Ｇｓ 和 Ｋｓ 分别为固相骨架的杨氏模

量、剪切模量和弹性模量，ｋ为 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁剪切修

正因子，ｎｆ 为流相的体积分数，ρｓ 和 ρｆ 分别为固相和

流相的宏观质量密度，σｓｅ 和εｓ 分别为固相弹性骨架

的有效应力和应变，ｐ 为孔隙流体压力，流固两相耦

合作用系数 Ｓｖ 与 Ｄａｒｃｙ 渗透系数 Ｋ′ 的关系为 Ｓｖ ＝
（ｎｆ） ２γｆｒ ／ Ｋ′，其中 γｆｒ 为流体的真实比重。

２　 饱和多孔弹性 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁横向
动力响应的广义多辛算法

为了计算方便，引入无量纲量和变量
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ＥｓＩ
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·５７７·
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􀭰ｔ ＝ ｔ
Ｔ
，　 Ｔ ＝ Ｌ

Ｅｓ ／ ρｓ
，　 ｓ ＝ ＡＬ２

Ｉ
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式中， ｓ和Ｋ１ 分别表示梁的长细比和剪切效应，可得

无量纲形式的饱和多孔弹性 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁横向动

力响应的控制方程组：
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　 　 为了书写方便，上述方程及后文中仍用量纲形

式的符号表示无量纲量。
引入中间变量 ∂ｘϕ ＝ ξ，∂ｘ ＝ ζ，∂ｘｗ ＝ χ，∂ｔϕ ＝ α，

∂ｔｗ ＝ β，并定义 ｚ ＝ ［ϕ， Ｍｐ， ｗ， ξ， ζ， χ， α， β］ ∈
Ｒ８ 作为状态变量，可将控制方程组（７） ～ （９） 式写

成一阶 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 偏微分方程组

Ｍ∂ｔｚ ＋ Ｋ∂ｘｚ ＝ ∇ｚＳ（ｚ） （１０）
式中， Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数
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系数矩阵分别为
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（１１）
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（１２）

　 　 由于（１１）式和（１２）式存在对称矩阵，则一阶偏

微分方程组（１０）式不是严格多辛形式，且不满足多

辛局部动量守恒律和局部能量守恒律。 根据广义多

辛理论［１５⁃１６］，可对这一存在耗散效应的动力响应系

统做广义多辛近似。 （１０）式的广义多辛条件为［１６］

｜ Δ ｜ ＝ － １
２
Ｓｖ［ｄＭｐΛｄ（∂ｔξ） ＋ ｄξΛｄ（∂ｔＭｐ）］ －

　 １
２Ｋ１

［ｄϕΛｄ（∂ｘＭｐ） ＋ ｄＭｐΛｄ（∂ｘϕ）］ ≤

　 ｏ（Δｔ２，Δｔ，Δｘ２，Δｘ） （１３）

·６７７·
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式中， Δ和 ｏ（Δｔ２，Δｔ，Δｘ２，Δｘ） 分别为动力响应系统

的广义多辛守恒律误差和差分截断误差。 一阶

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 偏微分方程组（１０） 式的广义多辛局部动

量误差和局部能量误差分别为［１６］

Δｐ ＝
１
４
Ｓｖ∂ｔ（ξ∂ｘＭｐ ＋ Ｍｐ∂ｘξ） －

　 １
４
Ｓｖ（∂ｘξ∂ｔＭｐ ＋ ∂ｘＭｐ∂ｔξ） （１４）

Δｅ ＝
１

４Ｋ１
［（∂ｘＭｐ∂ｔϕ ＋ ∂ｘϕ∂ｔＭｐ） －

　 ∂ｔ（Ｍｐ∂ｘϕ ＋ ϕ∂ｘＭｐ）］ （１５）
为了考察广义多辛算法的数值特性， 采用

Ｐｒｅｉｓｓｍａｎｎ Ｂｏｘ 离散格式［１８］ 对耗散动力学系统

（１０）式进行如下数值离散

１
Ｋ１

ξ ｊ ＋１ ／ ２ｉ ＋１ － ξ ｊ ＋１ ／ ２ｉ

Δｘ
＋ １
Ｋ１

Ｍ ｊ ＋１ ／ ２
ｐｉ＋１ － Ｍ ｊ ＋１ ／ ２

ｐｉ

Δｘ
＋
ｗ ｊ ＋１ ／ ２

ｉ ＋１ － ｗ ｊ ＋１ ／ ２
ｉ

Δｘ
－ γ
Ｋ１

α ｊ ＋１
ｉ ＋１ ／ ２ － α ｊ

ｉ ＋１ ／ ２

Δｔ
＝ ϕ ｊ ＋１ ／ ２

ｉ ＋１ ／ ２

ζ ｊ ＋１ ／ ２ｉ ＋１ － ζ ｊ ＋１ ／ ２ｉ

Δｘ
＋ Ｓｖ

ξ ｊ ＋１ｉ ＋１ ／ ２ － ξ ｊｉ ＋１ ／ ２
Δｔ

＝ ０

χ ｊ ＋１ ／ ２
ｉ ＋１ － χ ｊ ＋１ ／ ２

ｉ

Δｘ
－
ϕ ｊ ＋１ ／ ２

ｉ ＋１ － ϕ ｊ ＋１ ／ ２
ｉ

Δｘ
－ φ
Ｋ１

β ｊ ＋１
ｉ ＋１ ／ ２ － β ｊ

ｉ ＋１ ／ ２

Δｔ
＝ － １

Ｋ１
ｑ ｊ ＋１ ／ ２
ｉ ＋１ ／ ２

－ １
Ｋ１

ϕ ｊ ＋１ ／ ２
ｉ ＋１ － ϕ ｊ ＋１ ／ ２

ｉ

Δｘ
＝ － １

Ｋ１
ξ ｊ ＋１ ／ ２ｉ ＋１ ／ ２ 　 　 　 －

Ｍ ｊ ＋１ ／ ２
ｐｉ＋１ － Ｍ ｊ ＋１ ／ ２

ｐｉ

Δｘ
＝ － ζ ｊ ＋１ ／ ２ｉ ＋１ ／ ２

－
ｗ ｊ ＋１ ／ ２

ｉ ＋１ － ｗ ｊ ＋１ ／ ２
ｉ

Δｘ
＝ － χ ｊ ＋１ ／ ２

ｉ ＋１ ／ ２ 　
γ
Ｋ１

ϕ ｊ ＋１
ｉ ＋１ ／ ２ － ϕ ｊ

ｉ ＋１ ／ ２

Δｔ
＝ γ
Ｋ１

α ｊ ＋１ ／ ２
ｉ ＋１ ／ ２ 　

φ
Ｋ１

ｗ ｊ ＋１
ｉ ＋１ ／ ２ － ｗ ｊ

ｉ ＋１ ／ ２

Δｔ
＝ φ
Ｋ１

β ｊ ＋１ ／ ２
ｉ ＋１ ／ ２

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（１６）

　 　 采用有限差分近似，分别给出第 ｊ 时间层广义 多辛局部动量数值误差和局部能量数值误差［１５］

｜ （Δｐ） ｊ ｜ ＝ ｍａｘ
ｉ

１
４
Ｓｖ

１
Δｔ ξ ｊ ＋１ｉ

Ｍ ｊ ＋１
ｐｉ＋１ － Ｍ ｊ ＋１

ｐｉ

Δｘ
－ ξ ｊｉ

Ｍ ｊ
ｐ ｉ ＋１ － Ｍ ｊ

ｐ ｉ

Δｘ
＋ Ｍ ｊ ＋１

ｐ ｉ

ξ ｊ ＋１ｉ ＋１ － ξ ｊ ＋１ｉ

Δｘ
－æ

è
ç

é

ë
ê
ê

　

Ｍ ｊ
ｐｉ

ξ ｊｉ ＋１ － ξ ｊｉ
Δｘ

－
ξ ｊｉ ＋１ － ξ ｊｉ

Δｘ
·

Ｍ ｊ ＋１
ｐｉ － Ｍ ｊ

ｐｉ

Δｔ
＋
Ｍ ｊ

ｐｉ ＋１ － Ｍ ｊ
ｐｉ

Δｘ
·

ξ ｊ ＋１ｉ － ξ ｊｉ
Δｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û
ú
ú ， ｉ ＝ １，２，…，ｎ － １

１
４
Ｓｖ

１
Δｔ ξ ｊ ＋１ｎ

Ｍ ｊ ＋１
ｐｎ － Ｍ ｊ ＋１

ｐｎ－１

Δｘ
－ ξ ｊｎ

Ｍ ｊ
ｐｎ － Ｍ ｊ

ｐｎ－１

Δｘ
＋ Ｍ ｊ ＋１

ｐｎ

ξ ｊ ＋１ｎ － ξ ｊ ＋１ｎ－１

Δｘ
－ Ｍ ｊ

ｐｎ

ξ ｊｎ － ξ ｊｎ－１
Δｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

－

　
ξ ｊｎ － ξ ｊｎ－１

Δｘ
·

Ｍ ｊ ＋１
ｐｎ － Ｍ ｊ

ｐｎ

Δｔ
＋
Ｍ ｊ

ｐｎ － Ｍ ｊ
ｐｎ－１

Δｘ
·

ξ ｊ ＋１ｎ － ξ ｊｎ
Δｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û
ú
ú ， ｉ ＝ ｎ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

（１７）

｜ （Δｅ） ｊ ｜ ＝ ｍａｘ
ｉ

１
４Ｋ１

Ｍ ｊ
ｐｉ ＋１ － Ｍ ｊ

ｐｉ

Δｘ
·

ϕ ｊ ＋１
ｉ － ϕ ｊ

ｉ

Δｔ
＋
ϕ ｊ

ｉ ＋１ － ϕ ｊ
ｉ

Δｘ
·

Ｍ ｊ ＋１
ｐｉ － Ｍ ｊ

ｐｉ

Δｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ －é

ë
ê
ê

　 １
Δｔ Ｍ ｊ ＋１

ｐｉ

ϕ ｊ ＋１
ｉ ＋１ － ϕ ｊ ＋１

ｉ

Δｘ
－ Ｍ ｊ

ｐｉ

ϕ ｊ
ｉ ＋１ － ϕ ｊ

ｉ

Δｘ
＋ ϕ ｊ ＋１

ｉ

Ｍ ｊ ＋１
ｐｉ＋１ － Ｍ ｊ ＋１

ｐｉ

Δｘ
－ ϕ ｊ

ｉ

Ｍ ｊ
ｐｉ ＋１ － Ｍ ｊ

ｐｉ

Δｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û
ú
ú ，

　 　 　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ － １
１

４Ｋ１

Ｍ ｊ
ｐｎ － Ｍ ｊ

ｐｎ－１

Δｘ
·

ϕ ｊ ＋１
ｎ － ϕ ｊ

ｎ

Δｔ
＋
ϕ ｊ

ｎ － ϕ ｊ
ｎ－１

Δｘ
·

Ｍ ｊ ＋１
ｐｎ － Ｍ ｊ

ｐｎ

Δｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ －é

ë
ê
ê

　 １
Δｔ Ｍ ｊ ＋１

ｐｎ

ϕ ｊ ＋１
ｎ － ϕ ｊ ＋１

ｎ－１

Δｘ
－ Ｍ ｊ

ｐｎ

ϕ ｊ
ｎ － ϕ ｊ

ｎ－１

Δｘ
＋ ϕ ｊ ＋１

ｎ

Ｍ ｊ ＋１
ｐｎ － Ｍ ｊ ＋１

ｐｎ－１

Δｘ
－ ϕ ｊ

ｎ

Ｍ ｊ
ｐｎ － Ｍ ｊ

ｐｎ－１

Δｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û
ú
ú ， ｉ ＝ ｎ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（１８）

　 　 另外，广义多辛守恒律误差的离散格式也可通

过差分运算给出［１６］。

·７７７·
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３　 饱和多孔弹性 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 悬臂梁
的广义多辛动力响应特性

学术界已对多孔介质简支梁模型做了一定的研

究［６，８，１９］，因此本文进一步针对工程中存在的悬臂梁

模型，采用广义多辛算法研究饱和多孔弹性 Ｔｉｍｏｓｈ⁃
ｅｎｋｏ 悬臂梁的动力响应特性。 设梁长为 Ｌ、高为 Ｈ、
横截面积为 Ａ，两端可自由渗透（Ｐ⁃Ｐ），自由端受集

中荷载 Ｑ（ ｔ）的作用，且初始未变形，如图 ２ 所示。

图 ２　 自由端受集中荷载作用的不可压饱和多孔弹性

Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 悬臂梁模型

由于仅在自由端受集中荷载，则横向振动控制

方程组（７） ～ （９）式中， ｑ（ｘ，ｔ） ＝ ０，且该悬臂梁的边

界条件和初始条件分别为［２，８］

ｗ ＝ ０， Ｍｐ ＝ ０， ϕ ＝ ０，　 　 　 ｘ ＝ ０

Ｍｐ ＝ ０， Ｍｓｅ － Ｍｐ ＝ ０，

Ｑｓｅ ＝ ｋＧｓＡ ∂ｗ
∂ｘ

－ ϕæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ Ｑ（ ｔ），

　 ｘ ＝ Ｌ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１９）

ｗ ＝ ０，　 Ｍｐ ＝ ０， ϕ ＝ ０， ∂ｗ
∂ｔ

＝ ０，　

∂ϕ
∂ｔ

＝ ０，　 ｔ ＝ ０

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２０）

　 　 引入无量纲量􀭺Ｑ ＝ ＱＬ２

ＥｓＩ
，并仍用Ｑ表示无量纲量

􀭺Ｑ，则有如下无量纲边界条件和初始条件

ｗ ＝ ０， Ｍｐ ＝ ０， ϕ ＝ ０，　 　 　 　 ｘ ＝ ０

Ｍｐ ＝ ０， ∂ϕ
∂ｘ

＝ ０， ∂ｗ
∂ｘ

－ ϕ ＝ Ｑ
Ｋ１

，　 ｘ ＝ １

ì

î

í

ïï

ïï

（２１）

ｗ ＝ ０， Ｍｐ ＝ ０， ϕ ＝ ０， ∂ｗ
∂ｔ

＝ ０， ∂ϕ
∂ｔ

＝ ０， ｔ ＝ ０

（２２）
分别选取 Δｔ ＝ ０．１和Δｘ ＝ ０．０１为时间步长和空间步

长，取 η ＝ ０．９及 γ ＝ ３。 不失一般性，取 Ｑ ＝ １０ －３，采
用离散格式（１６） 式模拟多孔弹性 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 悬臂

梁的动力响应过程。
通过图 ３ 发现，随着梁长细比增大，梁各横截面

固相骨架的横向衰减振动周期和振动幅值均增大，
且达到各自稳定值的时间加长。 其稳定值为相应的

经典单相弹性 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 悬臂梁的静挠度值，这是

因为梁两端可渗透，则随着时间的推移，多孔弹性

Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的固相骨架将承担所有外荷载，从而

其固相挠度将最终达到单相弹性梁的静响应值。

图 ３　 ｓ 取不同值时饱和多孔弹性 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 悬臂梁不同横截面的固相挠度响应

　 　 从图 ３ 也可得到，随着梁长细比增大，梁各横截

面固相骨架挠度的稳定值越接近于相应经典单相弹

性 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 梁的静挠度值（图中虚线所示），
这说明，梁长细比越大，造成梁的剪切变形效应越

小，则固相挠度的稳定值越接近于 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ

梁的静挠度值，静挠度解析解如下所示

ｗｓｔ⁃ｅｕｌｅｒ ＝ Ｑ０ｘ
１
２
ｘ １ － １

３
ｘæ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú （２３）

　 　 图 ４ 反映出随着流固两相耦合作用系数 Ｓｖ 增

大，梁固相各截面的衰减振动过程缩短， 这是由于

·８７７·
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该系数具有阻尼效应，则随该系数值增大，系统能量

衰减加快，从而引起梁各截面固相骨架的衰减振动

过程缩短。 但两相耦合作用系数并不影响和改变梁

的挠度稳定值。

图 ４　 Ｓｖ 取不同值时饱和多孔弹性 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 悬臂梁不同横截面的固相挠度响应

　 　 通过图 ５ 发现，ｘ＝ ０．２， ０．５， ０．８ 各横截面的 ｚ ＝
０．５ 位置，固相有效正应力均呈振荡减小的过程，且
随流固两相耦合作用系数 Ｓｖ 的增大，有效正应力的

振荡减小过程均缩短。 最终，应力均达到各自相应

的稳定值，其稳定值就是经典单相 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 悬臂

梁的弯曲应力值（虚线所示），且有效正应力值均大

于相应单相 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 梁的稳态正应力值。 应

力振荡过程中，耦合作用系数增大，即流相的 Ｄａｒｃｙ
渗透系数减小，固相应力响应的幅值减小。

图 ５　 饱和多孔弹性 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 悬臂梁不同横截面的固相有效正应力响应（ ｚ＝ ０．５）

　 　 通过图 ６ 可以得出：随着梁长细比增大，梁中点

横截面孔隙流体压力等效力偶的衰减振荡过程越

长，振荡周期越大；反之，随着两相耦合作用系数增

大，孔隙流体压力等效力偶的衰减振荡过程明显缩

短。 另外，由于梁固相骨架最终将承担所有外载荷，
则梁中点截面最终将达到完全渗透，孔隙流体压力

等效力偶为零。 同理可以推知，梁各横截面最终均

将达到完全渗透，孔隙流体压力等效力偶都将振荡

减小至零。
将本文与文献［６］对比，发现由于流固两相的

耦合作用，饱和多孔弹性 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 悬臂梁的固相

骨架均作衰减振动，且耦合作用效应越强，衰减振动

过程越短，本文结果与文献［６］的研究结果一致。
对比本文数值结果和文献［８］中受移动荷载作用的

饱和多孔弹性 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 简支梁的有限元数值结

果，发现梁长细比越大，多孔弹性 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的

固相挠度、孔隙流体等效力偶随时间的响应越接近

于 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 梁的响应过程，两者结论一致。
这些对比结果进一步说明本文所得数值解的有效性

和采用广义多辛数值算法的合理性。

·９７７·
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图 ６　 ｓ 和 Ｓｖ 取不同值时饱和多孔弹性 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 悬臂梁中点横截面孔隙流体压力等效力偶

　 　 为了考察本文研究的耗散动力学系统的局部保

结构性能，在表征耗散效应的无量纲参数满足广义

多辛条件（１３）式的前提下，在无量纲时间段 ｔ∈［０，
１００］内，分别数值考察了饱和多孔弹性 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ
悬臂梁动力响应过程的广义多辛守恒律误差、广义

多辛局部动量误差和广义多辛局部能量误差，如图

７ 至 ９ 所示。 ３ 种数值误差的数量级均在 １０－８ 或

１０－８以下，且随着造成出现对称矩阵 Ｍ

(

和 Ｋ

(

的流固

两相耦合作用系数 Ｓｖ 和参数 １ ／ ２Ｋ１ 的减小（１ ／ ２Ｋ１

的减小对应梁长细比 ｓ 的增大），广义多辛守恒律误

差及各种局部守恒律误差的数量级也减小，这说明

非保守系统的耗散效应越小，系统越接近于保守系

统。 另外，数值误差在考察时间段内均稳定分布。

图 ７　 饱和多孔弹性 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 悬臂梁动力响应的广义多辛守恒律数值误差（ ｔ∈［０，１００］）

图 ８　 饱和多孔弹性 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 悬臂梁动力响应的广义多辛局部动量数值误差（ ｔ∈［０，１００］）
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图 ９　 饱和多孔弹性 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 悬臂梁动力响应的广义多辛局部能量数值误差（ ｔ∈［０，１００］）

４　 结　 论

本文通过引入中间变量和辛降阶，将饱和多孔

弹性 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁动力响应控制方程转化为一阶

偏微分方程组，并构造广义多辛离散格式，从而简化

了计算。 研究了两端可渗透和自由端受集中荷载的

多孔弹性 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 悬臂梁的流固耦合响应特性，
结果发现：

１） 梁各截面固相骨架均作衰减振动，达到各自

稳态值所需的时间随梁长细比的增大而加长，随流

固耦合作用系数的增大而缩短。 固相挠度稳态值不

受耦合系数的影响，且梁长细比越大，该稳态值越

小，越接近于相应经典单相弹性 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 梁
的静挠度值，这说明梁剪切变形效应越小，梁动力响

应过程越接近多孔弹性 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 梁的响应

过程。
２） 梁各截面的固相有效应力均呈振荡减小状

态，随耦合作用系数增大，固相应力幅值减小，振荡

过程缩短，并最终达到相应的单相 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 悬臂

梁的应力稳定值，且固相有效正应力值大于单相

Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 梁的稳态正应力值。
３） 孔隙流体压力等效力偶振荡衰减，衰减过程

随梁长细比的减小而缩短，随流固耦合作用系数的

增大而缩短，并最终等于零。
４） 长时间内数值考察广义多辛离散格式的局

部保结构性，发现数值误差的数量级均非常小，且表

征耗散效应的参数越小，数值误差的数量级越小。
说明广义多辛离散格式具有长时间的数值稳定性，
且非保守系统的耗散效应越小，系统越接近保守

系统。
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