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基于多项式拓扑修形的差齿面啮合仿真与解析
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摘　 要：基于齿条产成圆柱齿轮时的等切共轭映射原理，采用四阶多项式曲面修形构造 ｅａｓｅ⁃ｏｆｆ 差齿

面； 提出基于 ｅａｓｅ⁃ｏｆｆ 差齿面的啮合仿真方法，通过解析 ｅａｓｅ⁃ｏｆｆ 差齿面的拓扑结构：修形梯度、差曲

线、差程线等特征要素，获取了齿面接触区、接触线、传动误差等轮齿啮合特性，阐述了四阶多项式系

数与齿面拓扑结构之间的耦合关系。 利用坐标变换，给出了考虑错位量的 ｅａｓｅ⁃ｏｆｆ 曲面分析重构方

法。 以 ４ 种曲面拓扑形式为例，对齿面修形梯度、接触路径、传动误差等性能参数进行了模拟仿真，给
出了相应的控形参数与控制方法，达到了对齿面几何控形控性的目的。 完善并发展了 ｅａｓｅ⁃ｏｆｆ 差齿面

啮合分析方法，为复杂齿面承载接触 ＬＴＣＡ、拓扑优化，提供了更加便利有效的手段。
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　 　 齿轮啮合仿真已成为齿轮传动设计与分析必不

可少的手段。 ２０ 世纪 ９０ 年代，随着计算机技术的

发展，轮齿接触分析 ＴＣＡ（ ｔｏｏｔｈ ｃｏｎｔａｃｔ ａｎａｌｙｓｉｓ）技

术在复杂齿面的设计方面得到了应用［１⁃２］。 借助

ＴＣＡ 技术，文献［１⁃５］发展了“局部综合”法与齿面

主动设计，实现了齿面接触印痕与传动误差的预控。
文献［６］给出了 ＴＣＡ 的改进算法，使 ＴＣＡ 的求解方

法得到了一定程度的简化。 文献［７］提出了 ＴＣＡ 的

分解算法，统一了轮齿齿面接触和边缘接触分析数

学模型，基于完全共轭齿面，分离传动误差，仅需要

求解 ２ 个非线性方程组，极大地降低了求解难度。
文献［８⁃９］发展了一种更适宜数值计算的 ｅａｓｅ⁃ｏｆｆ 差
齿面仿真方法。 文献［１０⁃１１］利用 ｅａｓｅ⁃ｏｆｆ 拓扑，解
决了弧齿锥齿轮高阶传动误差齿面拓扑、直齿锥齿

轮低安装误差敏感性设计与预控的问题。 文献［１２⁃
１３］发展了 ｅａｓｅ⁃ｏｆｆ 等距变换方法，据此提出了曲面

综合弧齿锥齿轮加工参数计算新方法。 利用 ＴＣＡ、
ｅａｓｅ⁃ｏｆｆ 曲面拓扑，文献［１４］研究了高阶传动误差斜

齿轮修形的设计与加工实现方法，文献［１５］研究了

双重螺旋法加工参数对齿面特征的影响规律。 但这

些研究对 ｅａｓｅ⁃ｏｆｆ 曲面的拓扑映射、啮合信息挖掘尚

存在不足。 鉴于此，本文基于齿条－圆柱齿轮等切

共轭映射原理，提出了一种四阶多项式拓扑修形、
ｅａｓｅ⁃ｏｆｆ 差齿面的构建方法，给出了差曲线、接触路

径、传动误差等齿面性能参数的解析方法，以期更便

利地完成轮齿啮合仿真；通过 ｅａｓｅ⁃ｏｆｆ 差齿面的设

计，实现了复杂齿面 “形－性”的主动控制。

１　 齿条产形与 ｅａｓｅ⁃ｏｆｆ 曲面构建

１．１　 圆柱齿轮的齿条产成多项式曲面方程

齿条产形面用于展成被加工齿面，用四次多项

式表达

ｆ（ｕ，ｖ） ＝ ∑
４

ｉ ＝ ０
∑
４－ｉ

ｊ ＝ ０
ａｉｊｕｉｖｊ （１）

（１）式完整表达式为 １５ 项，取其中的 ７ 项，作为齿

条拓扑面 （ｕ 为纵向，ｖ 为齿廓方向），则可以构建一

个双峰抛物面

ｗ（ｕ，ｖ） ＝ ａ０ ＋ ａ０２ｖ２ ＋ ａ０４ｖ４ ＋ ａ２０ｕ２ ＋ ａ４０ｕ４ ＋

　 ａ１１ｕｖ ＋ ａ２２ｕ２ｖ２ （２）
式中：系数 ａ０２，ａ０４ 用于控制 ｖ 方向曲面的形状；ａ２０，
ａ４０ 用于控制 ｕ 方向曲面的形状；ａ１１，ａ２２ 用于控制曲

面的扭转程度与方向。
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当把（２） 式作为齿条面时，Ｏ０ 点作为齿条产成

圆柱齿轮的节点。 利用矢量旋转变换，绕 ｘ０ 旋转

α（压力角），绕 ｙ０ 旋转 β（螺旋角），在 Ｓ０ 坐标系（见
图 １），斜齿条方程如下所示：

图 １　 齿条面坐标系

ｘ０ ｙ０ ｚ０[ ] Ｔ ＝ Ｔ（α，β） ｕ ｖ ｗ[ ] Ｔ （３）

Ｔ（α，β） ＝
ｃｏｓβ ｓｉｎαｓｉｎβ ｃｏｓαｓｉｎβ
０ ｃｏｓα － ｓｉｎα

－ ｓｉｎβ ｓｉｎαｃｏｓβ ｃｏｓαｃｏｓβ
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　 　 建立齿条与圆柱齿轮产成加工坐标系， Ｓ０ 齿条

坐标系，Ｓｄ 固定坐标系，Ｓ１ 齿轮坐标系，如图 ２ 所

示。 通过求解齿条与齿面啮合方程可得圆柱齿轮啮

合转角

φ（ｕ，ｖ） ＝
ｎｚｙ０ － ｎｙｚ０

ｎｙｒ１
（４）

式中： ｒ１ 为展成齿轮的节圆半径；法矢 ｎ０ 分量 ｎｙ，ｎｚ

可由（２）、（３） 式确定。

图 ２　 齿面产成坐标系

通过坐标变换可求出圆柱齿轮位矢方程与法矢

ｒ（１，ｓ） ＝ Ｍ１ｄｒｄ，ｎ（１，ｓ（ ｊ） ＝ Ｍ１ｄｎ０

ｒｄ ＝ ｘ０ ｙ０ ＋ ｒ０ ｚ０ ＋ ｒ１·φ[ ] Ｔ （５）

式中， Ｍ１ｄ 为 Ｓｄ 到 Ｓ１ 的坐标变换矩阵。

Ｍ１ｄ ＝
１ ０ ０
０ ｃｏｓφ ｓｉｎφ
０ － ｓｉｎφ ｃｏｓφ
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　 　 当（２）式取为平面时得到标准渐开线圆柱齿轮

方程 ｒｓ（ｕ，ｖ）；取不同的控形参数，则得到不同拓扑

修形齿面 ｒ１（ｕ，ｖ）。
１．２　 差曲面 ｅａｓｅ⁃ｏｆｆ 的构建方法

标准渐开线齿面 Σｓ 与修形齿面Σ ｉ（ ｉ ＝ １， ２代表

小轮与大轮） 两曲面对应点法向的分离误差（修形

梯度量） 为

ｚｄ（ ｉ） ＝ ｆ（ ｉ）（ｕ，ｖ） ＝ （ｒｓ － ｒｉ）·ｎｓ （６）
　 　 修形齿面 Σ ｉ 和标准渐开线齿面 Σｓ 映射为差曲

面 ｅａｓｅ⁃ｏｆｆ（ ｉ），如图 ３ 所示。

图 ３　 ｅａｓｅ⁃ｏｆｆ 曲面映射关系

因齿条平面 Σ０ 左右两侧分别与小轮 Σ１、大轮

Σ２ 相切，三者互为等切共轭啮合关系（图２），Σ１ － Σ０

－ Σ２ 三者是一一映射的。 以齿条平面 Σ０ 为坐标平

面（ｕ， ｖ） 做映射， 绘制网格点的离差 ｚｄ， 可构建

ｅａｓｅ⁃ｏｆｆ（１） 与 ｅａｓｅ⁃ｏｆｆ（２） 的等距映射。 由于等切共轭

关系对应点可直接做代数和

ｚｄ（ ｉ，ｊ） ＝ ｆ１（ｕ，ｖ） ＋ ｆ２（ｕ，ｖ） （７）
即可得到大、小轮共轭差齿面 ｅａｓｅ⁃ｏｆｆ（见图 ４）。

图 ４　 差齿面 ｅａｓｅ⁃ｏｆｆ

基于等切共轭原理构建 ｅａｓｅ⁃ｏｆｆ 曲面，无需求解

小、大轮之间的共轭啮合方程，就可建立啮合场与投

影面之间的等距映射关系。 在接触线方向 ｅａｓｅ⁃ｏｆｆ
曲面法曲率直接表示了齿面接触点的差曲率。

·８９８·
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２　 差齿面 ｅａｓｅ⁃ｏｆｆ 啮合仿真信息解析

根据原 ＴＣＡ 方法，已不足以表达 ｅａｓｅ⁃ｏｆｆ 三维

曲面拓扑特征，因此引入等差线、差曲线、差程线等

一些新的概念。
２．１　 等差线与修形梯度

（７）式表示的为图 ４ 中的网格节点，把其拟合

为（１）式所示的二元四次多项式

ｚｄ ＝ ｆ（ｕ，ｖ） （８）
　 　 该式对 ｅａｓｅ⁃ｏｆｆ 曲面拟合精度达到了 １０－６ ｍｍ，
可以满足齿面啮合仿真的要求。 对 ｅａｓｅ⁃ｏｆｆ 曲面的

分析，可以通过对（８）式的解析得到。
差齿面 ｅａｓｅ⁃ｏｆｆ 直观呈现了齿面修形梯度（见

图 ５）。 当给定曲面 ｅａｓｅ⁃ｏｆｆ 上 ｚｎ 某一值时，则由

（８）式可求得相等修形量的线———等差线

ｆｌ（ｕ，ｖ） － ｚｎ ＝ ０，或 ｕ ＝ ｖ（ ｚｎ） （９）
　 　 工程上通常认为齿轮滚检的涂色层厚度为 ３ ～
６ μｍ，其相应的等差线包围区域（图 ４、５ 椭圆区域）
代表了齿面接触斑点。 同时，可用于预测承载下接

触应力 ／应变在齿面发展趋势。

图 ５　 ｅａｓｅ⁃ｏｆｆ 修形梯度图

２．２　 差曲线与差程线

１） 差曲线瀑布图

由（３）式可以知道，任意一个转角 φｉ 值，对应一

系列 （ｕｉ， ｖｉ）值，代入（８）式可得到一系列 ｚｄｉ，它代

表了 ｅａｓｅ⁃ｏｆｆ 曲面上一条瞬时接触线 ｓ，如图 ６ 所示。

图 ６　 差曲线瀑布图

它反映了齿面修形后由线接触转变为点接触的

特征，简称差曲线。 差曲线切方向即瞬时接触椭圆

长轴方向。 差曲线通常为抛物线型，其对应的差曲

率 ｋｓ，接触线方向角 θ 可由 ｄｕ ／ ｄｖ 比值求出

ｚｄ（ ｓ） ＝
１
２
ｋｓｓ２，　 ｔａｎθ ＝ ｄｖ

ｄｕ
（１０）

　 　 重复上述过程可以得到若干差曲线序列形成的

曲线簇，表示为

ｚｄ（ ｊ） ＝ ｚｄ［ｕ（ ｉ，ｊ），φｊ］，　 ｕ（ ｉ，ｊ） ＝ ｕ［ｖ，φｊ］ （１１）
式中： ｊ为代表瞬时共轭线序列；ｉ为代表线上点的序

列。
把（１０）式中一系列的差曲线最低点与投影面

相切，可绘制出如图 ６ 所示的差曲线瀑布图。 差曲

线瀑布图能够清晰地反映瞬时接触点与接触路径方

向，直观呈现任意接触线的差曲率。
２） 差程线与传动误差

（１０）式中抛物线的最低点代表了齿面啮合过

程中的一个瞬时接触点，一系列瞬时接触点构成了

ｅａｓｅ⁃ｏｆｆ 曲面上一条曲线———差程线

ｚｄ（ ｔ） ＝ ｚｄ［ｕ（φ），ｖ（φ）］
它代表了啮合线的差程量，投影到齿面就是接触路

径，接触路径方向角 σ 可由 ｄｕ ／ ｄｖ 比值表示。 差程

线通常也呈抛物线型，设其弧长参数为 ｔ，法曲率

ｋｔ ，则

ｚｄ（ ｔ） ＝
１
２
ｋｔ ｔ２，　 ｔａｎσ ＝ ｄｖ

ｄｕ
（１２）

转化为角度量 Δφ２ 表示，即为传动误差 ＴＥ（ ｔｒａｎｓ⁃
ｍｉｓｓｉｏｎ ｅｒｒｏｒｓ，单位：μｒａｄ）：

Δφ２ ＝
ｚｄ（ ｔ） × １０６

ｒｃｏｓαｃｏｓβ
（１３）

式中， ｒ 为对应点的回转半径。
图 ７ 中给出了 ３ 幅传动误差，代表相邻三齿交

替啮合的过程［３］。

图 ７　 二阶抛物线传动误差

３） 瞬时接触椭圆参数

对于任意接触点，由于已知了 ２ 个方向的差曲

率：接触线方向 ｋｓ、接触路径方向 ｋｔ（图 ８），则可由

·９９８·
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欧拉公式计算出瞬时接触椭圆短轴方向的差曲率

图 ８　 瞬时接触椭圆参数

ｋｑ ＝ ｋｔｓｉｎ
－２（θ ＋ σ） － ｋｓ ｔａｎ

－２（θ ＋ σ） （１４）
　 　 如果已知载荷承担比，可以计算出任意瞬时接

触应力及变形的大小。

３　 多项式曲面拓扑的控形控性

本文选取 ４ 种情况对 ｅａｓｅ⁃ｏｆｆ 曲面进行分析，４
种曲面类型如表 １ 所示。

表 １　 曲面控形参数

序号 曲面类型 控形参数

１ 二阶抛物面 ａ０２，ａ２０

２ 扭转抛物面 ａ０２，ａ１１，ａ２０

３ 四阶抛物面 ａ０４，ａ２２，ａ４０

４ 双峰抛物面 ａ０，ａ０２，ａ０４，ａ２０

齿轮参数：大小轮齿数 ｚ２ ＝ ６２，ｚ１ ＝ ２１，法向压

力角 α ＝ ２０°，螺旋角 β ＝ １３°，法向模数 ｍｎ ＝ ５ ｍｍ，
齿宽Ｂ ＝ ８０ ｍｍ，法向变位系数 ｘｎ１ ＝ ０．３，ｘｎ２ ＝ ０．１２。
３．１　 二阶抛物面拓扑

齿轮齿向与齿廓为二阶抛物面修形，其控形参

数为 ａ０２，ａ２０。 齿面接触斑点按齿廓、齿宽占比 ８０％
设计，控形参数取值为

齿廓方向： ａ０２ ＝ ４δ
Ｌ２， Ｌ 为齿高

齿长方向： ａ２０ ＝ ４δ
Ｂ２， Ｂ 为齿长

根据需要，可以把总的修形量 δ 分配到 ２ 个齿

面，取
ａ０２ ＝ ２．８９ × １０ －４，　 ａ２０ ＝ ３．０４ × １０ －６

　 　 计算后获得 ｅａｓｅ⁃ｏｆｆ 曲面如图 ４ 所示，椭圆表示

了齿面接触仿真斑点的形状与大小，满足齿长、齿宽

的占比 ７０％～８０％的要求。 进一步解析出等差线梯

度、差曲率瀑布图、传动误差如图 ５ 至 ７ 所示。

３．２　 扭转抛物面拓扑

扭转抛物面拓扑在齿面上将产生对角修形的效

果。 ３ 个系数 ａ０２，ａ１１，ａ２０ 在控形上存在一定的耦合

作用，ａ１１ 主控 ｅａｓｅ⁃ｏｆｆ 曲面对角扭转量、差程量，取
ａ０２ ＝ ２．０２ × １０ －４， ａ２０ ＝ ２．１３ × １０ －６，

ａ１１ ＝ － ７．９０ × １０ －６

　 　 获得的 ｅａｓｅ⁃ｏｆｆ 曲面如图 ９ 所示，用色差梯度表

示。 其形态明显呈现对角修形的效果，传动误差仍

然保持二阶抛物线型（见图 １０）。

图 ９　 对角修形 ｅａｓｅ⁃ｏｆｆ

图 １０　 对角修形传动误差

与对称抛物面相比，对角修形是一种更先进的

齿面修形方式，它能够更加灵活地控制接触路径、接
触线、传动误差等几何特性，对改善齿轮动态啮合性

能有利［１６］。
３．３　 四阶抛物面拓扑

齿轮齿向、齿廓 ２ 个方向都采用四次抛物线修

形。 （２）式中控形系数 ａ０４，ａ２２，ａ４０ 取

ａ０４ ＝ ６．４０ × １０ －９， ａ２２ ＝ ０．０， ａ４０ ＝ ３．４０ × １０ －５

　 　 ｅａｓｅ⁃ｏｆｆ 曲面结构如图 １１ 所示，修形后齿面中

部差曲率比二阶小，靠近齿面边界陡峭，类似于在抛

物线修形基础上附加了修缘。 接触区扩展呈长方

形，外部修形梯度急剧扩大。 传动误差（见图 １２）呈
平顶形状。 四阶抛物线修形对于保持齿面接触刚

度、低传动误差与低误差敏感性有利［１７⁃１８］。

·００９·
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图 １１　 四阶抛物面 ｅａｓｅ⁃ｏｆｆ

图 １２　 四阶平顶传动误差

３．４　 四阶双峰抛物面拓扑

与平顶四次抛物线修形相比，进一步发展四次

双峰抛物线修形［１８］，称为高级运动误差曲线［１７］。
齿廓控形参数： ａ０ ＝ ６．２１ × １０ －４，ａ０２ ＝ － ４．７９ ×

１０ －４，ａ０４ ＝ ２．２９ × １０ －５。 ａ０２ 控制双峰中凹量的大小，
ａ０４ 控制抛物线的陡峭程度。

齿长方向为二次抛物线修形，控形参数：ａ２０ ＝
３．０４ × １０ －６。

双峰抛物面修形 ｅａｓｅ⁃ｏｆｆ 曲面结构呈 ８ 字型

（见图 １３），传动误差曲线少量中凹（见图 １４），与预

期的高阶运动误差曲线效果一致［１７⁃１８］。

图 １３　 四阶双峰 ｅａｓｅ⁃ｏｆｆ 曲面

４　 考虑错位量的 ｅａｓｅ⁃ｏｆｆ 曲面分析

把轴线（图 ２ 的 ｘ 坐标） 位错量用相对于齿面

中点的角度、线性偏移量表示：水平面 － ｘｄｏｄｙｄ（χ，
Δａ）、垂直面 － ｘｄｏｄｚｄ（ψ，Δｂ）。 任何方向的错位量

都可以分解到水平、垂直 ２ 个方向。 齿面错位可以

认为齿条向相反方向错位，这样可以直接使用前述

图 １４　 双峰传动误差

ｅａｓｅ⁃ｏｆｆ 曲面数值，而无需分别计算大小轮坐标位

错。 据（２） 式的变换矩阵，把 ｅａｓｅ⁃ｏｆｆ 曲面（ｕ，ｖ，ｚｄ）
转化到齿条坐标系 Ｓ０

［ｘ０ 　 ｙ０ 　 ｚ０］ Ｔ ＝ Ｔ（α，β）［ｕ　 ｖ　 ｚｄ］ Ｔ （１５）
　 　 再计算错位引起的齿条误差 （ｘ′，ｙ′，ｚ′）

ｘ′
ｙ′
ｚ′

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝ ＴΔ

ｘ０

ｙ０

ｚ０

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＋
Δａ
Δｂ
０

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

（１６）

式中变换矩阵

ＴΔ ＝
ｃｏｓχｃｏｓψ － ｓｉｎχ － ｃｏｓχｓｉｎψ
ｓｉｎχｃｏｓψ ｃｏｓχ － ｓｉｎχｓｉｎψ

ｓｉｎψ ０ ｃｏｓψ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

最后，把齿条坐标误差变换回 ｅａｓｅ⁃ｏｆｆ 曲面

［ｕ′　 ｖ′　 ｚ′ｄ］ Ｔ ＝ Ｔ －１（α，β）［ｘ′　 ｙ′　 ｚ′］ Ｔ （１７）
式中， Ｔ －１（α，β） 为 Ｔ（α，β） 逆矩阵。

取（χ ＝ ０．００２°，Δａ ＝ ０．５ ｍｍ），（ψ ＝ ０．００３°，Δｂ ＝
１０ ｍｍ） ，计算图 ４ 错位下 ｅａｓｅ⁃ｏｆｆ 曲面的变化，结
果如图 １５ 所示。 与图 ４ 对比，接触位置向右端和齿

顶偏移。 由此可判断齿面接触状况对轴线错位的敏

感性。

图 １５　 轴线错位下 ｅａｓｅ⁃ｏｆｆ 曲面

除了上面所述的 ４ 种结构，根据（１）式还可以

派生出更多拓扑形式。 例如，二次－四次复合、分段

曲面拓扑等。 这些拓扑形式由数值化齿面表达可直

接用于其他三维软件动力学仿真分析，在高精度万

·１０９·
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能型磨齿机上实现加工［１４，１６］。

５　 结　 论

提出了一种齿条－齿轮等切共轭、多项式拓扑

修形与 ｅａｓｅ⁃ｏｆｆ 差齿面的仿真方法，给出了齿面啮合

信息解析，轴线错位的 ｅａｓｅ⁃ｏｆｆ 曲面分析方法。
利用四阶多项式拓扑，能够准确控制齿面微分

结构、修形梯度，实现复杂齿面的拓扑重构、接触性

能分析；对齿面拓扑达到控形控性的目的，避免了常

规控形方法单一、曲面缝合问题。
以齿条为等切共轭面，能够形成 ｅａｓｅ⁃ｏｆｆ 曲面与

齿面啮合场的等距映射关系，准确反映轮齿啮合信

息，快速解析轮齿性能参数：差曲线、接触路径、传动

误差、瞬时接触椭圆等，避免了常规 ｅａｓｅ⁃ｏｆｆ 曲面啮

合信息映射失真、畸变。 本文方法简捷，易于数值计

算，解析数据可直接用于承载接触分析 ＬＴＣＡ，为轮

齿动态啮合性能仿真奠定了基础。
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