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分形表面加卸载法向接触刚度演变行为分析
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摘　 要：针对分形粗糙表面加卸载过程中法向接触刚度的演变问题，依据改进的 Ｗｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ⁃
Ｍａｎｄｅｌｂｒｏｔ（Ｗ⁃Ｍ）函数生成分形粗糙表面数字化模型，引入基于时间历程的变形修正量等效金属基体

形变的影响，建立精确的刚性平面与分形表面弹塑性接触有限元模型。 探讨分形维数、尺度参数、材
料属性等对法向接触刚度的影响，提出加卸载时法向接触刚度评价方法并进一步分析其演变规律。
数值模拟表明：分形表面法向接触刚度与载荷之间符合正相关的幂律函数关系；相同载荷下，分形维

数 Ｄ 为 ２．４～２．７，尺度参数 Ｇ 为 １．３６×１０－１３ ～１．３６×１０－１０ ｍ 时，加载时法向接触刚度随着分形维数、切线

模量的增大而增大，随着尺度参数的增大而减小；卸载时法向接触刚度随着材料应变硬化而增大，变
化幅度与分形维数正相关，与尺度参数和切线模量负相关。
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　 　 粗糙表面接触过程中，接触行为发生在有限的

离散点上，实际接触面积远小于名义接触面积，导致

粗糙表面微凸体出现复杂的应力状态［１］。 加载过

程的接触参数，如最大变形量、接触面积、应力状态

和材料属性等对卸载接触行为产生较大的影响，从
而改变粗糙接触表面的几何形貌和材料的力学本构

关系，进一步影响粗糙表面的接触刚度与能量耗散

等特性。 因此，探究粗糙表面加卸载时法向接触刚

度的演变行为，对研究齿轮、轴承、凸轮等机械零部

件的摩擦学与动力学性能具有重要意义［２］。
研究粗糙表面法向接触刚度演变问题，需要建

立精确的粗糙表面接触模型。 众多学者开展了相关

研究，先后提出了多种接触模型。 Ｇｒｅｅｎｗｏｏｄ 和

Ｗｉｌｌｉａｍｓｏｎ［３］基于严格的假设条件，首先建立了经典

统计学模型（ＧＷ 模型），将粗糙表面接触等效为高

度服从高斯分布且具有相同曲率半径的弹性球体与

刚性平面接触问题，研究中提出的粗糙表面建模与

简化方法为众多学者所采用。 在此基础上，研究人

员尝试将 ＧＷ 模型扩展到弹塑性接触，相继提出了

Ｗ⁃Ａ 模型［４］、ＣＥＢ 模型［５］、ＭＢ 模型［６］、ＫＥ 模型［７］

等，上述模型均依赖于一定的假设条件，如微凸体具

有相同的曲率半径、微凸体发生小变形且相互独立、
忽略材料的非线性特点等。 国外学者 Ｂｈｕｓｈａｎ、
Ｅｔｓｉｏｎ 等较早开展了粗糙表面数值模拟方面的研

究。 Ｅｔｓｉｏｎ 等［７］采用有限元法建立光滑球体与刚性

平面弹塑性接触有限元模型，发现了微凸体弹塑性

变形机制，为解决单个微凸体力学行为与真实粗糙

表面接触特性的内在联系奠定了基础。 Ｓａｈｏｏ 等［８］

借助 Ｗ⁃Ｍ 分形函数生成分形表面形貌数据，建立分

形表面与刚性平面接触有限元模型，分析弹性接触

时分形参数对接触面积和变形量的影响。
粗糙表面加卸载或循环接触特性研究主要集中

在理论分析与单个微凸体接触特性的研究。 Ｅｔｓｉｏｎ
等［９］建立刚性平面与光滑球体弹塑性接触有限元

模型，给出了加卸载过程中不同接触状态下量纲一

接触载荷、接触面积与变形量之间关系的表达式。
Ｋａｄｉｎ 等［１０］提出一种粗糙表面弹塑性接触卸载时的

统计学模型，分析卸载后粗糙表面的残余形貌并给

出粗 糙 表 面 高 度 分 布 函 数。 Ｃｈａｔｔｅｒｊｅｅ 和 Ｚａｉｔ
等［１１⁃１２］分别建立弹塑性球体与刚性平面循环接触

有限元模型，分析材料属性与应变硬化现象对接触

特性影响，并指出接触行为的演变集中在第一次加
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卸载，后续循环加卸载具有重复性。 李小彭和陈建

江等［１３⁃１４］分别基于分形理论建立了三维分形表面

法向接触刚度理论解析模型，推导出法向接触刚度

的解析表达式，分析分形参数、微凸体等级等对法向

接触刚度的影响。 李辉光等［１５］ 采用有限元数值模

拟方法研究了微元体粗糙表面的接触刚度。 Ａｍｏｒ
等［１６］建立了考虑基体形变和幂律强化的粗糙表面

接触有限元模型，分析表面粗糙度对法向接触刚度

的影响。
综上所述，理论解析模型存在过多的假设条件，

很难有效地解决微凸体之间相互作用的问题。 数值

模拟研究则更多集中在单个微凸体或粗糙表面加载

接触特性的研究，对粗糙表面加卸载时法向接触刚

度的研究并不多见。 本文针对分形表面加卸载时法

向接触刚度的演变问题，通过数字建模和数值模拟

分析，解析了分形表面量纲一接触载荷与变形量之

间的非线性关系，推导加卸载时接触刚度的表征形

式并给出评估方法。 同时，揭示了粗糙表面分形维

数，尺度参数和切线模量等因素对法向接触刚度的

影响规律，进一步探究了加卸载过程中法向接触刚

度的演变问题。

１　 理论基础

１．１　 分形理论

运用分形理论，Ｙａｎ 和 Ｋｏｍｖｏｐｏｕｌｏｓ［１７］ 提出了

修正的 Ｗ⁃Ｍ 函数，可准确地描述三维分形表面的所

有特征，其表达式为
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式中： ｚ（ｘ， ｙ） 为分形表面的轮廓高度函数；Ｌ 为样

本长度；ＬＳ 为截断长度；Ｄ为分形维数（２ ＜ Ｄ ＜ ３），
反映的是粗糙表面占据空间的大小；Ｇ 为高度尺度

参数，反映粗糙表面幅值的大小；γ（γ ＞ １） 缩放参

数；ｎ为频率因子，且 ｎｍａｘ ＝ ｉｎｔ［ｌｇ（Ｌ ／ ＬＳ） ／ ｌｇγ］； Ｍ为

分形表面的脊线数；ϕｍ，ｎ 为［０，２π］ 的随机相位。
１．２　 微凸体加卸载变形机制

２ 个粗糙表面的接触问题，可以等效为一个刚

性平面与粗糙平面的接触［３］。 图 １ 为单个微凸体加

卸载模型，虚线表示微凸体和刚性平面的初始状态，
Ｆ 为刚性平面载荷，Ｒ 为微凸体曲率半径，δ 为微凸

体接触变形量，δｍａｘ 为最大接触变形量，δｒｅｓ 为完全卸

载时残余变形量。

图 １　 微凸体加卸载模型

根据赫兹接触和分形理论［１７］，若微凸体的实际

接触面积为 ａ ，则微凸体的变形量为

δ ＝ ２ＧＤ－２（ｌｎγ） １ ／ ２（２ａ） ３－Ｄ （２）
　 　 微凸体曲率半径为

Ｒ ＝ ２（Ｄ－５）π（１－Ｄ） ／ ２Ｇ２－Ｄａ（Ｄ－１） ／ ２

（ｌｎγ） １ ／ ２ （３）

　 　 当微凸体出现初始屈服点时，则临界变形量、接
触面积和接触载荷可以分别表示为［７］

δｅｃ ＝
πＫＨ
２Ｅ′

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

Ｒ （４）

ａｅｃ ＝ πＲδｅｃ （５）

Ｆｅｃ ＝
４
３
Ｅ′Ｒ１ ／ ２δ３ ／ ２

ｅｃ （６）

式中： Ｋ 为硬度系数，与材料的泊松比 υ 有关，其值

为 Ｋ ＝ ０．４５４ ＋ ０．４１υ；Ｈ 为较软材料的硬度，Ｈ ＝
２．８σｙ，σｙ 为材料屈服强度；Ｅ′ 为等效弹性模量，且
有 Ｅ′ ＝ Ｅ ／ （１ － υ２），Ｅ 为微凸体材料的弹性模量。

根据微凸体相对刚性平面位置的不同，其接触

状态划分为完全弹性变形、弹塑性变形和完全塑性

变形 ３ 种形式。
１） 完全弹性变形

微凸体变形量满足 δ ≤ δｅｃ 时，由 Ｈｅｒｔｚ 接触理

论，微凸体的接触载荷和接触面积分别为［８］

Ｆｅ ＝ Ｆｅｃ
δ
δｅｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷

３ ／ ２

（７）

ａｅ ＝ ａｅｃ
δ
δｅｃ

（８）

·９８１１·
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　 　 此时，微凸体发生完全弹性变形，卸载后恢复到

初始状态，即残余变形量为零。
２） 弹塑性变形

Ｅｔｓｉｏｎ 等［９］研究表明微凸体发生的弹塑性变形

可以划分为第一弹塑性变形和第二弹塑性变形 ２ 个

阶段。
微凸体变形量满足 δｅｃ ＜ δ ≤ ６δｅｃ 时，属于第一

弹塑性变形阶段，接触载荷和接触面积分别为

Ｆｅｐ１ ＝ １．０３Ｆｅｃ
δ
δｅｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１．４２５

（９）

ａｅｐ１ ＝ ０．９３ａｅｃ
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ø
÷

０．１３６

（１０）

　 　 此时，第一和第二弹塑性变形阶段的临界接触

面积为［１８］

ａｅｐｃ１ ＝ １１０１ ／ （２－Ｄ）ａｅｃ （１１）
　 　 微凸体变形量满足 ６δｅｃ ＜ δ≤１１０δｅｃ 时，属于第

二弹塑性变形阶段，接触载荷和接触面积分别为

Ｆｅｐ２ ＝ １．４０Ｆｅｃ
δ
δｅｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷
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　 　 此时，第二弹塑性变形阶段与完全塑性变形的

临界接触面积为［１８］

ａｅｐｃ２ ＝ ６１ ／ （２－Ｄ）ａｅｃ （１４）
　 　 卸载过程中，接触载荷为［１７］

Ｆｅｐｕ ＝ Ｆｍａｘ

δｕ

δｍａｘ － δｒｅｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１．５（δｍａｘ ／ δｅｃ） －０．０３３ １

（１５）

式中： Ｆｍａｘ 为最大变形量时的接触载荷；δｕ 为卸载时

相对完全卸载状态的变形量；δｍａｘ 为加载时最大变

形量；δｒｅｓ 为完全卸载残余变形量。
残余变形量与最大变形量满足以下关系

δｒｅｓ

δｍａｘ

＝ １ －
δｍａｘ

δｅｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷

－０．２８
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú １ －

δｍａｘ

δｅｃ
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è
ç
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ø
÷

－０．６９
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú （１６）

由（１６）式可得发生弹塑性变形的微凸体卸载时的

残余变形量。
３） 完全塑性变形

微凸体变形量满足 δ ＞ １１０δｅｃ ，微凸体发生完

全塑性变形，接触载荷和接触面积分别为

Ｆｐ ＝ Ｈａ （１７）
ａ ＝ ２πＲδ （１８）

　 　 当忽略微凸体之间的相互影响时，发生完全塑

性变形的微凸体卸载轮廓与完全加载时一致。

１．３　 分形表面接触刚度

分形粗糙表面接触过程中，实际接触面积的分

布密度函数为［１８］

ｎ（ａ） ＝ Ｄ － １
４

ａ（Ｄ－１） ／ ２
ｌ ａ －（Ｄ＋１） ／ ２ （１９）

式中： ａｌ 为最大接触点面积。
由分形理论，分形粗糙表面的法向接触刚度为

ｋｎ ＝ ∫ａｌ
ａｅｃ
ｋｅｎ（ａ）ｄａ ＋ ∫ａｅｃ

ａｅｐｃ２
ｋｅｐ１ｎ（ａ）ｄａ ＋

∫ａｅｐ２
ａｅｐｃ１

ｋｅｐ２ｎ（ａ）ｄａ ＋ ∫ａｅｐ２
０

ｋｐｎ（ａ）ｄａ （２０）

式中： ｋｅ 为弹性变形微凸体的法向接触刚度；ｋｅｐ１ 为

第一弹塑性变形微凸体的法向接触刚度；ｋｅｐ２ 为第

二弹塑性变形微凸体的法向接触刚度；ｋｐ 为完全塑

性变形微凸体的法向接触刚度。 将（２） 式、（３） 式

代入（７） 式、（９） 式、（１２） 式、（１７） 式，并对变形量

求微分可以计算微凸体不同接触状态下的法向接触

刚度，由（２０） 式计算分形表面法向接触刚度。

２　 有限元模型与验证

２．１　 分形表面有限元模型

结合 Ｔｈｏｍｐｓｏｎ［１９］提出的 ４ 种粗糙表面有限元

建模方法，采用改进的基于点云数据处理技术与三

维曲面拟合方法建立分形表面与刚性平面接触有限

元模型。 首先，由公式（１）生成分形表面形貌点云

数据；然后，采用 ＡＰＤＬ 编程处理数据，经过 Ｃｏｏｎｓ
ｐａｔｃｈ 三维曲面拟合与布尔运算，生成三维分形表面

几何模型。 识别分形表面最高点坐标定义为刚性平

面 Ｚ 向位置，创建刚性平面；最后，建立分形表面接

触有限元模型，选择单元类型为 Ｓｏｌｉｄ１８５ 单元，该单

元具有计算超弹性、应力强化、大变形和大应变的能

力。 定义双线性等向强化材料，材料属性见表 １。
表 １　 分形表面材料属性

材料参数 值

弹性模量 Ｅ ／ ＧＰａ ２００
泊松比 υ ０．３

屈服强度 σｙ ／ ＭＰａ ２５０
切线模量 Ｅｔ ／ ＧＰａ ５，１０，６０，１００

采用 ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ 屈服准则判断弹性变形和塑性

变形间的转变，通过 Ｐｒａｎｄｔｌ⁃Ｒｅｕｓｓ 本构关系控制塑

性区域的应力应变状态。 将刚性平面定义为目标

面，粗 糙 面 定 义 为 接 触 面， 使 用 Ｔａｒｇｅ１７０ 和

·０９１１·
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Ｃｏｎｔａ１７４ 单元建立面－面接触对。 金属体底面添加

全约束，刚性平面通过控制节点约束且仅具有 Ｚ 方

向自由度。
有限元分析求解算法采用增广 Ｌａｇｒａｎｇｅ 算法，

可以有效地控制表面之间的穿透，设置力的收敛准

则为 ０．００１。 通过控制节点施加载荷，其大小随求解

载荷子步按斜坡曲线依次递增，最大载荷步和最小

载荷步为 ２００ 和 １０。 接触载荷由金属体约束底面

所有节点法向（沿 Ｚ 方向） 力循环叠加获得，并通过

对接触单元接触面积求和计算真实接触面积，变形

量由刚性平面控制节点 Ｚ 向位移量确定。 同时，对
分析参数做量纲一化处理：ｆｎ ＝ Ｆ ／ Ｅ′Ａ０，δｎ ＝ Ｚ ／ Ｌ，其
中，Ｆ 为刚性平面载荷，Ａ０ 为名义接触面积，Ｚ 为刚

性平面法向位移量，反映分形表面接触变形量。
根据文献［１７］ 实验数据，分析模型参数分别取

Ｄ ＝ ２．５，Ｇ ＝ １．３６ × １０ －１２ ｍ，Ｌ ＝ ９ × １０ －７ ｍ，Ｌｓ ＝ １．５ ×
１０ －７ ｍ， Ｍ ＝ １０，γ ＝ １．５，生成分形表面与刚性平面

弹塑性接触有限元模型，如图 ２ 所示。

图 ２　 分形表面弹塑性接触有限元模型

２．２　 模型验证

完成弹性球体与刚性平面接触有限元分析，并
与赫兹接触理论计算结果对比验证分析模型的有效

性。 验证模型参数分别为：弹性球体半径为 １０ ｍｍ，
弹性模量为 ２００ ＧＰａ，泊松比为 ０．３，载荷为 ３０ ｋＮ，
单元类型、参数设置与分形表面有限元模型一致。
接触半宽与法向变形量对比结果见表 ２，分析误差

小于 ３％，说明分析方案可行。
表 ２　 赫兹接触理论与有限元分析结果比较

验证参数 接触变形量 ｄ ／ ｍｍ 接触半宽 ｒ ／ ｍｍ

赫兹理论 ０．１０１ ６ １．００７ ９

ＦＥＡ ０．０９９ ３ ０．９８１ ０

误差 ／ ％ ２．２６ ２．６７

　 　 Ｋｕｃｈａｒｓｋｉ 等［２０］ 针对喷砂处理的粗糙表面，进
行有限元分析与实验研究。 实验样件的材料属性分

别为：弹性模量 Ｅ＝ ２００ ＧＰａ，切线模量 Ｅ ｔ ＝ ２０ ＧＰａ，
泊松比 υ＝ ０．３，屈服极限 σｙ ＝ ４００ ＭＰａ。 对比实验样

件的表面粗糙度值，选择与其对应的分形表面建立

有限元模型，其中分形维数 Ｄ 为 ２．５，尺度参数 Ｇ 为

１．３６×１０－１２ ｍ。 对比实验研究与有限元分析，得到量

纲一接触变形量与接触载荷的关系，如图 ３ 所示。

图 ３　 实验数据与数值模拟结果对比

图 ３ 显示，分形表面有限元分析的变形量与实

验结果的取值区间与变化趋势一致，进一步验证了

分析方法的有效性。

３　 法向接触刚度表征与评价

３．１　 法向接触刚度表征

分形表面与刚性平面加卸载接触时，接触载荷

与变形量关系曲线，如图 ４ 所示［９］。 易知，随着分形

表面形貌参数的演变，加卸载时法向接触刚度（曲
线斜率）发生变化。 同时，分形表面接触总刚度 ｋｔｏｔ

可等效为金属基体刚度 ｋｂ 与分形表面接触刚度 ｋｎ

的耦合，二者满足关系［１６］：１ ／ ｋｔｏｔ ＝ １ ／ ｋｂ＋１ ／ ｋｎ。

图 ４　 量纲一接触载荷与变形量关系

·１９１１·
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基于上述原因，本研究在表征、分析分形表面法

向接触刚度时作如下处理：
１） 为克服采用离散差分方法引起局部病态结

果，采用非线性最小二乘法拟合数值结果表征法向

接触刚度，并将卸载曲线左移 δｒｅｓ（分形表面残余变

形量）到原点后拟合，可简化运算且不影响结果。
２） 求解运算时，在不同参数的有限元模型上施

加相同的载荷，该处理方法符合工程表面加卸载时

界面接触动力学载荷的规律特点。
３） 加卸载时分形表面法向接触刚度的演变，主

要出现在第一次加卸载过程中，后续加卸载时的接

触行为具有重复性，即可以认为卸载时的接触刚度

与后续加载时接触刚度一致。 因此，规定接触载荷

为零时，作为法向变形量坐标零点。
４） 由于金属基体截面为名义接触面积且远大

于实际接触面积，金属基体只发生弹性变形或低数

量级的塑性变形，因此，引入基于时间历程的变形修

正量等效金属基体形变的影响。
在粗糙表面最低谷的次表面定义一个平面，面

内任意一点法向高度为 ｚｉ，ｊ（ ｔ），其值与平面内位置

坐标（ ｉ，ｊ） 和反映求解子步的时间 ｔ 有关，则有

ｚａｖｅ（ ｔ） ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｋ ＝ １
ｚｉ，ｊ（ ｔ） （２１）

　 　 定义刚性平面控制节点的法向位移为 ｚｇ（ ｔ）。
粗糙表面网格划分引起的数值舍入误差为 ｚｉｃ（ ｔ） ，
则有

δ（ ｔ） ＝ ｚｇ（ ｔ） － ｚａｖｅ（ ｔ） － ｚｉｃ （２２）

图 ５　 基体与分形表面变形量关系

图 ５ 表示加卸载时分形表面总变形量 ｚｇ（ ｔ） 与

基体变形量 ｚａｖｅ（ ｔ） 随时间载荷步变化曲线。 可以看

出，ｚｇ（ ｔ） 随载荷增加非线性递增。 ｚａｖｅ（ ｔ） 随载荷增

加近似线性增加， 其最大值为 ｚｇ（ ｔ） 最大值的

５．９２％。 网格划分引起的数值舍入误差 ｚｉｃ，与表面

形貌、单元类型、网格划分精度等因素有关，其大小

为 ｚｇ（ ｔ） 最大值的 ０．５１％，大变形接触分析中可以忽

略。
由文献［２１］可知，分形表面法向接触载荷和变

形量之间存在幂律函数关系，可表示为

ｆｎ ＝ ａδｂ （２３）
式中： ｆｎ 为量纲一法向接触载荷；δ 为量纲一法向变

形量（δ（ ｔ） 简写形式）；常数 ａ 和 ｂ 取决于接触物体

的材料属性和表面几何形貌特征。
（２３）式可转换为

δ ＝ １
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ｂ

ｆ１ ／ ｂｎ （２４）

（２３）式对 δ 求微分，并将（２４） 式代入，整理可得

ｋｎ ＝
ｄｆｎ
ｄδ

＝ ａ１ ／ ｂ·ｂ·ｆ（１－１ ／ ｂ）ｎ （２５）

　 　 由此可见，法向接触刚度可以表征为接触载荷

和常数 ａ，ｂ 的函数，其中，ａ，ｂ 通过对接触载荷和变

形量数据进行最小二乘法数据拟合确定。
３．２　 法向接触刚度评价方法

由于加载时材料的应变硬化现象和表面形貌演

变引起的几何非线性接触问题，导致加卸载时分形

表面法向接触刚度呈现复杂的非线性特点。 如何评

价加卸载过程中法向接触刚度演变成为一个难题。
分析可知，加载和卸载时接触载荷具有相同的取值

范围。 由此，定义刚度指数 ｋｉｎｄｅｘ 评价加卸载过程中

法向接触刚度的演变，其表达式为

ｋｉｎｄｅｘ ＝
∫ｆｍａｘ

０
［ｋｘ（ ｆ） － ｋｊ（ ｆ）］ｄｆ

∫ｆｍａｘ

０
ｋｍｉｎ（ ｆ）ｄｆ

（２６）

式中： ｆｍａｘ 为量纲一最大接触载荷；ｋｘ（ ｆ） 为卸载时

法向接触刚度；ｋｊ（ ｆ） 为加载时法向接触刚度；
ｋｍｉｎ（ ｆ） 为分析对比数据中最小法向接触刚度。 同

理，也可以计算加载或卸载时的刚度指数。
以下分析讨论中，采用刚度指数与最大法向接

触刚度变化综合评价加卸载时法向接触刚度的演变

行为。 例如：取分形维数 Ｄ 为 ２．５，尺度参数 Ｇ 为

１．３６×１０－１２ ｍ，弹性模量 Ｅ ＝ ２００ ＧＰａ，切线模量 Ｅ ｔ ＝
６０ ＧＰａ，泊松比 υ ＝ ０．３，屈服极限 σｙ ＝ ２５０ ＭＰａ，分
别建立弹性和弹塑性分形表面接触有限元模型，绘
制弹性模型、弹塑性模型加卸载时法向接触刚度与

接触载荷之间关系曲线，如图 ６ 所示。 由图中可以

·２９１１·
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图 ６　 弹性体与弹塑性体法向接触刚度

看出，弹塑性模型加载时法向接触刚度最小，故将其

定义为（２６）式分母项。 同时，将弹塑性模型加载时

接触刚度指数作为归一化参考值，则对应弹塑性加

载、弹性、弹塑性卸载 ３ 种接触状态的刚度指数比值

为 １ ∶ １． ７４ ∶ ２． ６８， 最大法向接触刚度比值为

１ ∶ １．４９ ∶ ２．０１。 因此，采用刚度指数和最大接触刚

度变化可以定量评价分形参数和材料属性对法向接

触刚度的影响。

４　 法向接触刚度分析
针对分形表面加卸载时法向接触刚度演变问

题，建立不同分形参数、材料属性的有限元模型，研
究参数变量对法向接触刚度的影响，并揭示加卸载

过程中的演变规律。 选择具有真实表面属性的分形

参数建立分析模型［１７］，分形维数 Ｄ 的取值为 ２．４ ～
２．７，尺度参数 Ｇ 为 １．３６×１０－１３ ～１．３６×１０－１０ ｍ，切线

模量 Ｅ ｔ 的取值为 ５ ～ １００ ＧＰａ。 统一设置材料的弹

性模量 Ｅ 为 ２００ ＧＰａ，泊松比 υ 为 ０．３，屈服强度 σｙ

为 ２５０ ＭＰａ。 通过有限元分析，获得加卸载时接触

载荷和变形量的数值模拟结果，通过（２３）式的数据

拟合，确定接触载荷和变形量之间的关系，见表 ３。
表 ３　 分形表面接触载荷与变形量关系拟合系数

Ｄ Ｇ ／ ｍ
Ｅｔ ／

ＧＰａ

加载

ａ ｂ

卸载

ａ ｂ

２．４ １．３６×１０－１２ ６０ ８．０１×１０３ ３．５２ ２０．８７ １．６０

２．５ １．３６×１０－１２ ６０ ２．６１×１０４ ３．１６ ６４３．８ １．９４

２．６ １．３６×１０－１２ ６０ １．０８×１０４ ２．６０ ２．０１×１０３ １．９６

２．７ １．３６×１０－１２ ６０ ２．６２×１０５ ２．７９ １．３８×１０４ ２．０８

２．５ １．３６×１０－１３ ６０ １．２８×１０５ ３．００ ３．９７×１０３ ２．７９

２．５ １．３６×１０－１１ ６０ ２１６．４ ２．６３ ２２．０１ １．６８

２．５ １．３６×１０－１０ ６０ ４．６０３ ２．１９ ２．８９ １．４７

２．５ １．３６×１０－１２ ５ ４２．６０ ２．１３ ９．４０×１０４ ２．５８

２．５ １．３６×１０－１２ １０ １４５．４ ２．３３ ４．１０×１０４ ２．５１

２．５ １．３６×１０－１２ １００ １．２０×１０５ ３．３９ １４．３１ １．３９

４．１　 分形维数影响

研究分形维数对加卸载时法向接触刚度的影

响，选择的尺度参数 Ｇ 为 １．３６×１０－１２ ｍ，分形维数 Ｄ
依次为 ２．４，２．５，２．６，２．７，切线模量 Ｅ ｔ ＝ ６０ ＧＰａ，分别

建立有限元模型。 将表 ３ 中数据，带入（２５）式和

（２６） 式，计算加卸载时的法向接触刚度和刚度

指数。

图 ７　 法向接触刚度与分形维数关系

　 　 图 ７ 表示加卸载过程中分形表面法向接触刚度

与分形维数之间的关系。 图 ７ａ）显示，加载时法向

接触刚度随接触载荷和分形维数的增大而增大，且
分形维数越大非线性特征越明显，上述规律与文献

［１４］分析结果一致。 图 ７ｂ）显示，卸载时法向接触

刚度与载荷、分形维数之间的关系与加载时一致，卸
载时法向接触刚度明显增大。 随着分形维数增大，
最大接触刚度的增量分别为 ０．５１，１．２３，２．１３，３．８０。
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图 ７ｃ）显示，随着分形维数的增大，加卸载刚度指数

变化量分别为 １．４，２．７，４．６，８．２，卸载时刚度指数分

别为加载时的 ２．４，２．２，２．１５，１．９２ 倍。 加卸载时法

向接触刚度出现上述演变规律原因是：由分形理论

可知，分形维数越大，则表面越光滑，相同载荷作用

下分形表面的接触面积越大，法向变形量减小，分形

表面具有更大的法向接触刚度。 同时，光滑表面卸

载时残余变形量与法向变形量的比值更小，即表现

为卸载时法向接触刚度相对变化量降低。

４．２　 尺度参数影响

尺度参数反映粗糙表面幅值的大小，尺度参数

越大表面越粗糙。 分析加卸载时不同尺度参数对分

形表面法向接触刚度及其演变规律的影响。 分析模

型的参数分别为：分形维数 Ｄ 为 ２．５，尺度参数 Ｇ 分

别选择为 １．３６×１０－１３，１．３６×１０－１２，１．３６×１０－１１，１．３６×
１０－１０ ｍ，切线模量 Ｅ ｔ 为 ６０ ＧＰａ。 完成有限元建模

与分析，并对数值结果进行量纲一化与数据拟合处

理，接触载荷与变形量之间的关系，见表 ３。

图 ８　 法向接触刚度与尺度参数关系

　 　 图 ８ 表示加卸载过程中分形表面法向接触刚度

与尺度参数之间的关系。 图 ８ａ）显示，加载时法向

接触刚度随接触载荷增大而增大，随尺度参数增大

而减小，且尺度参数越小非线性特征越明显。 图

８ｂ）显示，卸载时法向接触刚度与接触载荷、尺度参

数之间关系与加载时一致。 随着尺度参数的增大，
加卸载时最大法向接触刚度的增量分别为 ２． ０１，
１．２３，０．６８，０．２７。 图 ８ｃ 显示，随着分形尺度参数增

加，加卸载刚度指数变化量分别为 １４，８．７，４．７，２．１。

由此可以看出，相同载荷作用下，尺度参数越大表面

越粗糙，接触面积越小，变形量越大，其表现为分形

表面的法向接触刚度越小。
４．３　 切线模量影响

选择分形参数不变，切线模量为变量，建立有限

元模型，分析切线模量对加卸载时法向接触刚度的

影响。 选择分形维数 Ｄ 为 ２．５，尺度参数为 Ｇ ＝ １．３６
×１０－１２ ｍ，切线模量见表 １，经数值模拟与数据拟合

可得接触载荷与变形量之间的关系，见表 ３。

图 ９　 法向接触刚度与切线模量关系

　 　 图 ９ 表示加卸载过程中分形表面法向接触刚度 与切线模量之间的关系。 图 ９ａ）显示，加载时法向
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接触刚度随着载荷和切线模量的增加而增加。 图

９ｂ）显示，卸载时法向接触刚度显著增大，且随着切

线模量的增加其增量逐渐减小。 卸载时最大接触刚

度增量分别为 ４．６９，３．８１，１．２３，０．７９。 图 ９ｃ）显示，
随着切线模量的增加，加卸载时法向接触刚度指数

变化量分别为 ９，７．４，２．８，１．９。 由此可以看出：加载

时切线模量越小，反映应力大于屈服强度后，应力与

应变关系曲线的斜率越小，即相同载荷下，分形表面

变形量较大，其宏观表现为具有较小的接触刚度，即
法向接触刚度与切线模量正相关。 卸载时，切线模

量越小，残余变形量越大，法向接触刚度反而越大。
因此，分形表面弹塑性变形与应变硬化现象对卸载

法向接触刚度影响很大，而且卸载法向接触刚度的

提升幅度与切线模量负相关。

５　 实例分析

以圆柱滚子轴承 Ｎ３０４ 为研究对象，分析加卸

载过程中法向接触刚度的演变问题。 考虑到模型中

宏观几何尺寸与微观形貌叠加问题，选择轴承内圈

与单个滚子进行接触分析，并假设滚子为理想刚体。
圆柱滚子轴承 Ｎ３０４ 参数分别为：内径 Ｄ１ ＝ ２０ ｍｍ，
外径 Ｄ２ ＝ ５２ ｍｍ，滚子直径 Ｄｗ ＝ １０ ｍｍ，滚子数 Ｚ ＝
１２，有效长度 ｌ ＝ １５ ｍｍ，材料为轴承钢 ＧＣｒ１５，精度

等级为 Ｐ０，轴承内圈外表面粗糙度 Ｒａ ＝ ０．８ μｍ。
图 １０ 显示，轴承内圈与滚子加卸载接触过程

中，法向接触刚度随接触载荷非线性递增，且增量与

接触载荷正相关。 当加载最大变形量为 ４ μｍ 时，

图 １０　 轴承滚子与轴承内圈接触分析结果

卸载时最大法向接触刚度增加了 １．４５ 倍。 卸载后，
最大残余变形量为 ２．１ μｍ。

６　 结　 论

１） 运用分形理论和数字建模方法，完成了精确

的分形表面弹塑性接触有限元建模与分析，解析了

量纲一接触载荷与变形量之间的关系，可用于定量

分析轴承、齿轮、微纳机械等机械零部件多尺度耦合

的循环接触问题。
２） 分形表面法向接触刚度与载荷之间为正相

关的幂律函数关系。 相同载荷下，加载时法向接触

刚度随着分形维数、切线模量的增大而增大，随尺度

参数的增大而减小。
３） 卸载时法向接触刚度随着载荷的增大而增

大。 由于材料的应变硬化现象，卸载时法向接触刚

度明显增大，其变化幅度与分形维数正相关，与尺度

参数和切线模量负相关。
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２０１２， １０８（１０）： １⁃４
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第 ６ 期 刘楷安，等：分形表面加卸载法向接触刚度演变行为分析

Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ Ｂｅｈａｖｉｏｒ Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ Ｎｏｒｍａｌ Ｃｏｎｔａｃｔ Ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｏｆ Ｆｒａｃｔａｌ
Ｓｕｒｆａｃｅ ｕｎｄｅｒ Ｌｏａｄｉｎｇ ａｎｄ Ｕｎｌｏａｄｉｎｇ
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ｔａｌ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ， ｓｃａｌｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ， ｍａｔｅｒｉａｌ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｎ ｔｈｅ ｎｏｒｍａｌ ｃｏｎｔａｃｔ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｗｅｒｅ ｄｉｓｃｕｓｓｅｄ． Ａ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｅ⁃
ｖａｌｕａｔｉｎｇ ｔｈｅ ｎｏｒｍａｌ ｃｏｎｔａｃｔ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｗａｓ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｔｏ ａｎａｌｙｚｅ ｔｈｅ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｎｏｒｍａｌ ｃｏｎｔａｃｔ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ．
Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｓｈｏｗｓ ｔｈａｔ ｔｈｅｒｅ ｉｓ ａ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｐｏｗｅｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｎｏｒｍａｌ ｃｏｎｔａｃｔ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ
ａｎｄ ｔｈｅ ｌｏａｄ ｏｆ ｆｒａｃｔａｌ ｓｕｒｆａｃｅ． Ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｓａｍｅ ｌｏａｄ， ａｔ ｔｈｅ ｆｒａｃｔａｌ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓ （Ｄ） ｏｆ ２．４－２．７ ａｎｄ ｓｃａｌｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ
（Ｇ） ｏｆ １．３６×１０－１３－１．３６×１０－１０ ｍ， ｔｈｅ ｌｏａｄｉｎｇ ｎｏｒｍａｌ ｃｏｎｔａｃｔ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｉｎｃｒｅａｓｅｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ ｏｆ ｆｒａｃｔａｌ ｄｉ⁃
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ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｉｎｃｒｅａｓｅｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｍａｔｅｒｉａｌ ｓｔｒｅｎｇｔｈｅｎｉｎｇ， ａｎｄ ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｉｓ ｐｏｓｉｔｉｖｅｌｙ ｃｏｒｒｅｌａｔｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｆｒａｃ⁃
ｔａｌ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ， ａｎｄ ｎｅｇａｔｉｖｅｌｙ ｃｏｒｒｅｌａｔｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｓｃａｌｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ａｎｄ ｔａｎｇｅｎｔ ｍｏｄｕｌｕｓ．
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