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摘　 要：相比于传统齿轮传动，多分支分扭齿轮传动系统具有传递功率大、尺寸小、可靠性高等优点，
故在船舶、航空等高速重载场合应用越来越多。 由于多分支分扭齿轮传动系统属于过约束构型，为了

实现各分支路的正确同步啮合，在设计过程中必须满足严格的配齿条件，这对保证其均布安装和运动

同步具有重要意义。 针对同轴六分支分扭人字齿轮传动系统，在考虑各支路运动同步和防止几何干

涉基础上，建立了各支路正确啮合的配齿条件计算方法，给出了配齿计算方法流程并对某舰船动力传

输系统进行了配齿的计算，获得了满足传动比要求、同心要求和同步啮合等条件的参数方案。 通过三

维造型验证了所提配齿计算方法的正确性，所提方法对其他同轴多分支齿轮传动的配齿设计具有普

遍应用价值。
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　 　 与平行轴和行星齿轮传动相比，多分支齿轮传

动采用功率分流方式，能够实现大功率、大减速比、
大扭矩传动，广泛应用于航空和舰船等动力系统中。

近年来出现的同轴功率分支因体积小、尺寸紧

凑等优点越来越广泛地得到应用和重 视［１⁃３］。
Ｗｈｉｔｅ［４］在 １９８９ 年就研究直齿圆柱齿轮功率分流传

动系统的结构特点，提出相比于传统的行星齿轮传

动具有可靠性强、承载能力大、结构紧凑、重量和噪

声小等特点。 Ｊｏｓｅ 等［５］对分扭变速箱中圆柱齿轮传

动在航空、舰船等领域的应用进行了全面研究，提出

多个齿轮传动同时啮合的结构构型，并建立同步啮

合数学模型，通过数值计算获得了各齿轮齿数选定

方案。 杨振等［６⁃７］在功率分流齿轮系统的动力学特

性、传动平稳性及强度方面进行了相应的研究。 相

涯等［８］针对功率四分支齿轮传动系统在考虑各支

路均载基础上建立了系统的配齿条件并进行了计

算。 李枝军等［９］ 针对圆柱齿轮分扭传动考虑配齿

结果对系统动力学特性的影响而进行配齿条件研

究，提出不同的配齿方法并进行计算分析。 阎昌琪

等［１０］对功率双分支传动两级齿轮减速器优化设计

进行了分析，建立了结构参数优化模型，并开发了相

应的计算程序。 综上所述，现有文献并没有涉及到

对齿轮分支传动系统在每个支路同步啮合性能方面

的研究。 由于分扭传动齿轮结构是通过多个支路同

时进行动力和运动传递，每个支路之间的运动互相

影响，这为构型与配齿参数设计带来了困难。
本文针对同轴六分支分扭人字齿轮传动系统，

根据其构型的特点及其配齿对系统性能的影响，考
虑啮合相位和齿轮模数等几何参数，进行了齿轮配

齿条件与配齿方法的理论研究，建立了分支齿轮传

动传动比条件、邻接条件、同心条件和同步正确啮合

条件的数学关系式，并对每个支路同步啮合进行研

究，提出了同轴六分支齿轮传动系统的配齿设计方

法，为输入与输出轴为同轴多分支传动齿轮系统构

型设计提供了理论基础。

１　 同轴六分支分扭人字齿轮传动系统

的配齿条件

１．１　 六分支分扭人字齿轮传动系统

为了满足大功率传动需要，齿轮分扭传动系统
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中一般多采用人字齿轮，本文以同轴六分支分扭人

字齿轮传动系统为研究对象，如图 １ 所示。

图 １　 同轴六分支分扭人字齿轮传动系统

该系统中第Ⅰ级传动为三分支，即输入齿轮 １
同时驱动齿轮 ２ｉ（ ｉ ＝ １，２，３），实现功率三分流；第Ⅱ
级传动为齿轮 ２ｉ（ ｉ ＝ １，２，３） 与对应的齿轮 ３ｉ（ ｉ ＝ １，
２，３） 啮合，各分支功率传递到双联齿轮 ３ｉ⁃４ｉ（ ｉ ＝ １，
２，３） 上；第 Ⅲ 级传动为齿轮 ４１ 驱动齿轮 ５ｉ（ ｉ ＝ １，
２），齿轮 ４２ 驱动齿轮 ５ｉ（ ｉ ＝ ３，４），齿轮 ４３ 驱动齿轮

５ｉ（ ｉ ＝ ５，６），再次实现三重功率两分流；第Ⅳ级传动

中齿轮 ５ｉ（ ｉ ＝ １，２，３，４，５，６） 同时与输出轴上齿轮 ６
啮合，实现功率的汇流，且输入轴与输出轴在同一条

直线上，完成功率输出。 在确定该系统各轮齿数、位
置角等几何参数时，还要满足传动比、邻接和同心条

件，同时要考虑其运动性能相关的同步啮合条件。
１．２　 传动比条件

设输入齿轮 １ 的齿数 ｚ１，齿轮 ２ｉ（ ｉ ＝ １，２，３） 的

齿数 ｚ２，齿轮 ３ｉ（ ｉ ＝ １，２，３） 的齿数 ｚ３，齿轮 ４ｉ（ ｉ ＝ １，
２，３） 的齿数 ｚ４，齿轮 ５ｉ（ ｉ ＝ １，２，３，４，５，６） 的齿数 ｚ５，
齿轮 ６ 的齿数 ｚ６，则系统的总传动比为

ｉ ＝ ｉ１ ｉ２ ｉ３ ｉ４ ＝
ｚ２ｚ３ｚ５ｚ６
ｚ１ｚ２ｚ４ｚ５

（１）

式中：第Ⅰ级传动比为 ｉ１ ＝ ｚ２ ／ ｚ１；第Ⅱ级传动比为 ｉ２
＝ ｚ３ ／ ｚ２；第Ⅲ级传动比为 ｉ３ ＝ ｚ５ ／ ｚ４；第Ⅳ级传动比为

ｉ４ ＝ ｚ６ ／ ｚ５。
设齿轮系统给定传动比为 ｉｄ ＝ ｎ１ ／ ｎ６，ｎ１ 为输入

转速，ｎ２ 为输出转速。 考虑系统受齿轮齿数为整数

等影响，实际传动比 ｉ与给定传动比 ｉｄ 存在相对误差

Δｉ。 其许用值［Δｉ］ 一般取 ３％至 ５％之间［１１］，即传

动比条件为

Δｉ ＝
ｉｄ － ｉ
ｉｄ

≤ ［Δｉ］ （２）

１．３　 邻接条件

图 ２ 表示齿轮系统一个分支，在同轴六分支分

扭人字齿轮传动系统进行设计时，要使各齿轮之间

不发生相互碰撞，必须保证齿轮 １、３１ 和齿轮 ５１、５２

之间的齿顶圆必须有一定间隙。 设该分支中齿轮 １
与齿轮 ２１、３１ 位置角为 αｇ，在 αｇ 取最大和最小值时

齿轮几何极限分布如图 ２ 所示。 ｄｉａ 和 ｄｉ（ ｉ ＝ １，２１，
３１） 分别表示齿轮 １、２１、３１ 的齿顶圆和分度圆直

径。 由图 ２ 可得齿轮 １ 与齿轮 ３１ 满足的条件为

ｄ１ａ ＋ ｄ３ａ ＜ ＤＯ１Ｏ３
≤ ｄ１ ＋ ｄ２ ＋ ｄ３ （３）

式中， Ｏｉ（ ｉ ＝ １，２，３） 表示齿轮的几何中心。 与齿轮

１ 相啮合另 ２ 个分支也是此规律，这里不再赘述。

图 ２　 系统第Ⅰ级单一分支极限位置

设分支齿轮 ４１、５１、５２ 和齿轮 ５１、４１、６ 之间位置

角分别为 θｉ（ ｉ ＝ １，２），则当 θ１ 取最大和最小值时齿

轮几何极限分布如图 ３所示。 Ｏｉ（ ｉ ＝ ４１，５１，５２，６） 表

示齿轮 ４１、５１、５２，６ 几何中心。 图 ３ 中，ｄｉａ 和 ｄｉ（ ｉ ＝
４１，５１，６） 分别表示齿轮 ４１、５１、６ 的齿顶圆直径和分

度圆直径。 由图 ３ 得齿轮 ５１ 与齿轮 ５２ 邻接条件

图 ３　 系统第Ⅲ级单一分支极限位置

ｄ５１ａ ＜ ＤＯ５１
Ｏ５２

≤ ｄ５１
＋ ｄ４ （４）

　 　 齿轮 ４１ 和齿轮 ６ 邻接条件为

ｄ６ａ

２
＋
ｄ４１ａ

２
＜ ＤＯ４１

Ｏ６
≤ Ｈ （５）

·２４３·
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式中， Ｈ ＝

ｄ６

２
＋
ｄ５１

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎθ２

ｓｉｎ
θ１

２

，齿轮 １、３１ 和齿轮 ４１、６具

有相同的中心距。 与齿轮 ４ 相啮合其他 ２ 个分支也

是此规律，这里不再赘述。
１．４　 同心条件

该同轴六分支人字齿轮分扭传动系统同心表现

为：３ 个双联齿轮上的齿轮 ３ｉ（ ｉ ＝ １，２，３） 和齿轮４ｉ（ ｉ
＝ １，２，３） 轴线与双联齿轮轴线重合，且平行于齿轮

５ｉ（ ｉ ＝ １，２，３，４，５，６） 旋转轴线。 如图 ４ 设 θｉ（ ｉ ＝ １，
３） 分别表示齿轮 ４１、５１、５２ 和齿轮 ６、５１、５２ 之间的位

置角。 ｄｉ（ ｉ ＝ ４１，５１，６） 表示齿轮 ４１、５１、６ 的分度圆

直径，Ｏｉ（ ｉ ＝ ４１，５１，５２，６） 表示齿轮 ４１、５１、５２、和齿轮

６ 几何中心。 由图 ４ 可得该分支满足

ＤＯ５１
Ｏ４１

ｓｉｎ
θ１

２
＝ ＤＯ５１

Ｏ６
ｓｉｎ

θ３

２
（６）

　 　 将其各齿轮分度圆直径代入（６）式，可得

ｄ５１

２
＋
ｄ４１

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ

θ１

２
＝

ｄ５１

２
＋
ｄ６

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ

θ３

２
（７）

　 　 同理其他 ２ 个双联齿轮啮合齿轮分支同心条件

也是此规律，这里不再赘述。

图 ４　 齿轮系统分支同心简图

１．５　 同步啮合条件

该齿轮系统存在 ３ 个双联齿轮，为了使得到构

型满足互换性使用要求，在一般情况下，２ 个双联齿

轮不完全一样，但仍假设双联齿轮位置角完全相

同［１２］。 如图 ５ 所示，规定点 Ｑ 齿和点 Ｐ 齿处在同一

平面 ＡＢＣＤ 内，位置角为 ０° 进行分析。

图 ５　 双联齿轮位置角

图 ６ 表示同轴六分支分扭人字齿轮传动系统轴

向构型简图，各齿轮分度圆相切处代表该处相啮合。
齿轮传递载荷受齿轮副综合刚度 Ｋ 影响很大［１３］，为
了满足齿轮系统传动时均布安装和运动同步，规定

齿轮 １ 和齿轮 ２ｉ（ ｉ ＝ １，２，３） 之间位置角为 １２０°；以
齿轮 １ 为中心，双联齿轮上的齿轮 ３ｉ（ ｉ ＝ １，２，３） 和

齿轮 ４ｉ（ ｉ ＝ １，２，３） 分别与齿轮 １位置角为 １２０°。 因

此确定齿轮系统同步啮合问题，只要保证齿轮 ４１、
５ｉ（ ｉ ＝ １，２） 与齿轮 ６，齿轮 ４２、５ｉ（ ｉ ＝ ３，４） 与齿轮 ６，
齿轮 ４３、５ｉ（ ｉ ＝ ５，６） 与齿轮 ６ 分别同步啮合。

图 ６　 同轴六分支分扭人字齿轮传动

系统轴向构型简图

由以上分析可知，只要保证与齿轮 １ 相啮合的

三分支其中一个分支，便能使轮系满足同步正确啮

合。 图 ７ 表示以齿轮 ４１、５ｉ（ ｉ ＝ １，２） 与齿轮六分支

为对象分析，假设齿轮３１ 和４１ 构成位置角为０°双联

齿轮。 点 Ａ，Ｂ，Ｃ和Ｄ分别表示齿轮４１、５１、５２ 和输出

齿轮 ６ 的圆心。 角 θｉ（ ｉ ＝ １，２，３，４） 为各相邻齿轮连

心线组成四边形的 ４ 个内角，即齿轮的位置角。 假

·３４３·
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设齿轮 １、２１ 和 ３１ 调整到正确啮合，若要保证构型同

步啮合， 只要齿轮 ４１、５１、５２ 和齿轮 ６ 正确啮合

即可。
规定双联齿轮初始状态：左边齿 Ｑ 和齿 Ｐ 通过

齿轮连心线 ＡＢ；右边齿 ｑ 和齿 ｐ 需按图 ７ 表示的运

动方向转动ψ ＋ Δψ角才通过连心线 ＡＤ，ψ表示齿轮

５２ 上 ｎ个齿距的圆心角，Δψ表示齿轮 ５２ 上 ｎ∗个齿

距的圆心角（ｎ取整数，０ ＜ ｎ∗ ＜ １）。 在齿轮 ４１ 上

θ１ ＝ ϕ ＋ Δϕ，ϕ 表示 ｓ 个齿距的圆心角，Δϕ 表示 ｓ∗
个齿距的圆心角（ ｓ 取整数，０ ＜ ｓ∗ ＜ １）。

定义 Ｔｉ（ ｉ ＝ ０，１，２） 时刻说明分支的啮合条件，
分析如下：

Ｔ０ 时刻：将 Ｔ０ 定义为图 ７ 所示的齿轮初始啮合

状态时刻，齿轮 １、２１ 和齿轮 ３１ 正确啮合，齿轮 ５１ 的

齿 Ｅ通过连心线 ＢＣ，齿轮 ５２ 的齿 Ｇ再顺时针转动 ψ
＋ Δψ 通过连心线 ＡＤ。

图 ７　 分支啮合条件简图

Ｔ１ 时刻：将 Ｔ１ 定义为随齿轮转动，齿轮 ５１ 的 Ｑ
点与齿轮 ６ 的 Ｆ 点相切时刻。 此刻，Ｑ 点与 Ｆ 点相

切，而点 Ｇ 与 Ｈ 未相切，但齿轮 ５１、５２ 和齿轮 ６ 转过

相同齿距数，对应如图 ７ 所示的粗实线标记弧长。
Ｔ２ 时刻：将 Ｔ２ 定义为随齿轮继续转动，齿轮 ５２

的 Ｇ点与齿轮６的Ｈ点相切时刻。 此刻，Ｇ点和Ｈ点

相切，而 Ｑ 点与 Ｆ 点退出相切。 从 Ｔ０ 到 Ｔ２ 时刻，齿
轮 ５１、５２ 和齿轮 ６ 同样转过相同齿距数，对应如图 ７

所示的灰色实线标记弧长。
由此可知，Ｔ１ 时刻相切唯一对应此处轮齿啮合

位置，Ｔ２ 时刻相切唯一对应此处轮齿啮合位置。 要

保证齿轮 ４１、５１、５２ 和齿轮 ６ 正确啮合，只要 Ｔ１ 和 Ｔ２

时刻齿轮 ６ 上的 Ｆ和 Ｈ点啮合的轮齿具有相同啮合

位置，即齿轮 ６ 上的 Ｆ 和 Ｈ 点之间的弧长对应的齿

距数为整数，称齿轮同步啮合的啮合条件。 如果不

能满足此啮合条件，则该同轴六分支分扭人字齿轮

传动系统至少存在一处啮合位置干涉。
设齿轮 ４１、５１、５２ 和齿轮 ６ 的齿数分别为：ｚ４１、

ｚ５１、ｚ５２ 和 ｚ６，根据上述啮合条件和各齿轮的齿数，齿
轮 ５１ 圆心角 θ２ 内的齿距数为

Ｎｕ５１
＝

θ２

２π
·ｚ５１ （８）

　 　 齿轮 ６ 圆心角 θ３ 内的齿距数为

Ｎｕ６ ＝
θ３

２π
·ｚ６ （９）

　 　 齿轮 ５２ 上灰色标记的弧线对应的圆心角齿距

数为

Ｎｕ５２
＝
２π － ［θ４ － （ψ ＋ Δψ）］

２π
·ｚ５２ （１０）

式中， ψ ＝ ｎ·２π
２π

·ｚ５２，Δψ ＝
θ１ｚ４１
２π

－ ｓ
æ

è
ç

ö

ø
÷·

２π
ｚ５２

。

根据啮合条件，齿轮 ６ 上的 Ｆ 和 Ｈ 点之间弧长

齿距数为整数，可得到齿轮齿数与位置角的关系

Ｎｕ５２
＋ Ｎｕ６ － Ｎｕ５１

＝ Ｎ （１１）
式中， Ｎ 为整数，将（８） ～ （１０） 式代入（１１） 式，经
整理得

θ１·ｚ４１ － θ２·ｚ５１ ＋ θ３·ｚ６ － θ４·ｚ５２ ＝

　 ２π·（Ｎ ＋ ｓ － ｚ５１ － ｎ） （１２）
式中， （Ｎ ＋ ｓ － ｚ５１ － ｎ） 表示一个整数，以整数 Ｍ 代

之，可得齿轮啮合条件简化后的表达式

θ１·ｚ４１ － θ２·ｚ５１ ＋ θ３·ｚ６ － θ４·ｚ５２ ＝ ２π·Ｍ

（１３）
　 　 在四边形 ＡＢＣＤ 中，由内角和定理得

θ１ ＋ θ２ ＋ θ３ ＋ θ４ ＝ ２π （１４）
　 　 在四边形 ＡＢＣＤ 中，由对角线余弦定理得

ＢＤ２ ＝ ＡＢ２ ＋ ＡＤ２ － ２ＡＢ·ＡＤｃｏｓθ１ ＝

　 ＢＣ２ ＋ ＣＤ２ － ２ＢＣ·ＣＤｃｏｓθ３ （１５）

ＡＣ２ ＝ ＡＢ２ ＋ ＢＣ２ － ２ＡＢ·ＢＣｃｏｓθ２ ＝

　 ＡＤ２ ＋ ＣＤ２ － ２ＡＤ·ＣＤｃｏｓθ４ （１６）
　 　 标准斜齿圆柱齿轮分度圆半径表示为

·４４３·
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ｒｉ ＝
ｚｉｍｉｔ

２
＝

ｚｉｍｉｎ

２
ｃｏｓβ

（１７）

式中， ｒｉ，ｚｉ，ｍｉｔ，ｍｉｎ 和 β 分别表示齿轮 ｉ 的分度圆半

径、齿数、端面模数、法面模数和螺旋角，ｉ ＝ ４１，５１，
５２，６。 代入（１５） 式、（１６） 式得简化后为

ｍ２
Ｌ（ ｚ５１ ＋ ｚ４１）

２ ＋ ｍ２
Ｌ（ ｚ５２ ＋ ｚ４１）

２ －

　 ２·ｍ２
Ｌ（ ｚ５１ ＋ ｚ４１）（ ｚ５２ ＋ ｚ４１）·ｃｏｓθ１ ＝

　 ｍ２
Ｒ（ ｚ５１ ＋ ｚ６） ２ ＋ ｍ２

Ｒ（ ｚ５２ ＋ ｚ６） ２ －

　 ２·ｍ２
Ｒ（ ｚ５１ ＋ ｚ６）（ ｚ５２ ＋ ｚ６）·ｃｏｓθ３ （１８）

式中， ｍＬ ＝ ｍ４１ｔ
＝ ｍ５１ｔ

＝ ｍ５２ｔ，ｍＲ ＝ ｍ４１ｔ
＝ ｍ６ｔ ＝ ｍ５２ｔ

ｍ２
Ｌ（ ｚ５１ ＋ ｚ６） ２ ＋ ｍ２

Ｌ（ ｚ５１ ＋ ｚ４１）
２ －

　 ２ｍ２
Ｌ（ ｚ５１ ＋ ｚ６）（ ｚ５１ ＋ ｚ４１）·ｃｏｓθ２ ＝

　 ｍ２
Ｒ（ ｚ５２ ＋ ｚ６） ２ ＋ ｍ２

Ｒ（ ｚ５２ ＋ ｚ４１）
２ －

　 ２ｍ２
Ｒ（ ｚ５２ ＋ ｚ６）（ ｚ５２ ＋ ｚ４１）·ｃｏｓθ４ （１９）

式中： ｍＬ ＝ ｍ４１ｔ
＝ ｍ５１ｔ

＝ ｍ６ｔ，ｍＲ ＝ ｍ４１ｔ
＝ ｍ６ｔ ＝ ｍ５２ｔ

根据齿轮啮合条件，相啮合齿轮模数相等，可
得

（ ｚ５１ ＋ ｚ４１）
２ ＋ （ ｚ５２ ＋ ｚ４１）

２ －

　 ２·（ ｚ５１ ＋ ｚ４１）（ ｚ５２ ＋ ｚ４１）·ｃｏｓθ１ ＝

　 （ ｚ５１ ＋ ｚ６） ２ ＋ （ ｚ５２ ＋ ｚ６） ２ －

　 ２·（ ｚ５１ ＋ ｚ６）（ ｚ５２ ＋ ｚ６）·ｃｏｓθ３ （２０）

（ ｚ５１ ＋ ｚ６） ２ ＋ （ ｚ５１ ＋ ｚ４１）
２ －

　 ２·（ ｚ５１ ＋ ｚ６）（ ｚ５１ ＋ ｚ４１）·ｃｏｓθ２ ＝

　 （ ｚ５２ ＋ ｚ６） ２ ＋ （ ｚ５２ ＋ ｚ４１）
２ －

２·（ ｚ５２ ＋ ｚ６）（ ｚ５２ ＋ ｚ４１）·ｃｏｓθ４ （２１）
　 　 若已知齿轮齿数 ｚｉ 和模数 ｍｉｔ，则可通过（１３）、
（１４） 、（１７） 、（２０） 和（２１） 式组成的方程组求未知

位置角 θ１，θ２，θ３ 和 θ４，且方程组的解受（１３） 式中的

整数 Ｍ 取值影响。

２　 配齿计算方法

针对图 ６ 所示的同轴六分支分扭人字齿轮传动

系统，由于齿轮 ２ｉ（ ｉ ＝ １，２，３）、齿轮 ３ｉ（ ｉ ＝ １，２，３）、
齿轮 ４ｉ（ ｉ ＝ １，２，３） 和齿轮 ５ｉ（ ｉ ＝ １，２，３，４，５，６） 均匀

分布于输入齿轮 １ 轴线和输出齿轮 ６ 轴线同一直线

周围，只要确定齿轮 １、２１、３１、４１、５ｉ（ ｉ ＝ １，２） 与齿轮

６ 的位置，整个传动系统中齿轮之间位置便确定。
针对图 ７ 分支齿轮传动，配齿条件计算的步骤如下：

１） 由初步设计方法得到满足齿轮传动强度和

传动比等参数的初步齿数（齿轮 １、２１、３１、４１、５ｉ（ ｉ ＝
１，２） 与齿轮 ６的齿数分别为 Ｚ１、Ｚ２、Ｚ３、Ｚ４、Ｚ５、Ｚ６），
通过进行齿数组合调整，满足上述配齿条件。

２） 调整齿轮 ４１、５ｉ（ ｉ ＝ １，２）、６ 的齿数组合。 在

齿轮传动系统中，相互啮合的齿轮越多，就会构成封

闭啮合链，需要满足的配齿条件就越多，因此首先要

调整齿轮 ４１、５ｉ（ ｉ ＝ １，２）、６的齿数，使之满足相邻条

件和同心条件后再调整齿轮 １、２１、３１ 的齿数。
３） 确定布置角 θ１、θ２、θ３、θ４。 人字齿轮［１５］ 亦称

为“双斜齿轮”，根据圆柱斜齿轮啮合条件，可知此

分支齿轮 ４１、５ｉ（ ｉ ＝ １，２）、６ 的法向模数相等，记 ｍ４１ｎ

＝ ｍ５１ｎ
＝ ｍ５２ｎ

＝ ｍ６ｎ。 由 ｍｔ ＝
ｍｎ

ｃｏｓβ
（β 表示齿轮螺旋

角） 可知端面模数相等，记 ｍ４１ｔ
＝ ｍ５１ｔ

＝ ｍ５２ｔ
＝ ｍ６ｔ。

齿轮 ５１ 和 ５２ 对称分布于齿轮 ４１，可知 θ２ ＝ θ４。 将初

步参数代入（１３） 式得

θ１Ｚ４ － ２θ２Ｚ５ ＋ θ３Ｚ６ ＝ ２π·Ｍ （２２）
θ１ ＋ θ２ ＋ ２θ３ ＝ ２π （２３）

式中，Ｍ ＝ （Ｎ ＋ ｓ － Ｚ５１
－ ｎ），由 θ２ ＝ θ４ 可知存在 ３个

未知变量，故在四边形 ＡＢＣＤ 中只需要用一次对角

线余弦定理

（Ｚ５ ＋ Ｚ４） ２ － （Ｚ５ ＋ Ｚ４） ２·ｃｏｓθ１ ＝

　 （Ｚ５ ＋ Ｚ６） ２ － （Ｚ５ ＋ Ｚ６） ２·ｃｏｓθ３

（２４）

对（２２）、（２３）和（２４）式组成的方程组进行求解，会
得到一个关于 θ１ 的超越方程

θ１·Ｚ４ － ２·Ｚ５· ２π － θ１ － ２·ａｒｃｃｏｓ
（Ｚ５ ＋ Ｚ４） ２·ｃｏｓθ１ － （Ｚ５ ＋ Ｚ４） ２ ＋ （Ｚ５ ＋ Ｚ６） ２

（Ｚ５ ＋ Ｚ６） ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

ａｒｃｃｏｓ
（Ｚ５ ＋ Ｚ４） ２·ｃｏｓθ１ － （Ｚ５ ＋ Ｚ４） ２ ＋ （Ｚ５ ＋ Ｚ６） ２

（Ｚ５ ＋ Ｚ６） ２

æ

è
ç

ö

ø
÷·Ｚ６ ＝ ２π·Ｍ （２５）

·５４３·
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　 　 只要求出 θ１ 的值，则可得 θ３ 和 θ２

θ３ ＝ ａｒｃｃｏｓ
（Ｚ５ ＋ Ｚ４） ２·ｃｏｓθ１ － （Ｚ５ ＋ Ｚ４） ２ ＋ （Ｚ５ ＋ Ｚ６） ２

（Ｚ５ ＋ Ｚ６） ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

（２６）
θ２ ＝ ２π － θ１ － ２θ３ （２７）

　 　 图 ８ 表示超越方程（２５）在 Ｍ取为 ０ 的 ｆ（θ１） 求

解曲线。 当整数 Ｍ 取不同值时，求解曲线形状不

变，只是求解曲线的位置在 ｆ（θ１） 方向上下移动。
图 ８上的Ｋ点表示曲线与横轴的交点，即当 ｆ（θ１）＝ ０
未知量 θ１ 值。 在 θ１ ∈ ０，[ ２π] 范围内，求解曲线存

在一个峰谷，当整数 Ｍ 取某值时，超越方程的求解

曲线与 ｘ（θ１） 有２个交点，即存在２个 θ１ 值。 在单一

分支中， 已知齿轮齿数、 模数， 可得方程 （２５） ～
（２７） 式解，即齿轮之间的位置角。 然后检验齿轮 ５１

与齿轮５２ 邻接条件式（４） 和齿轮４１ 和齿轮６邻接条

件（５） 式及分支的同心条件（７） 式是否同时满足，
若满足则进行下一步计算，若不满足则调整整数 Ｍ
继续调整齿轮 ４１、 齿轮 ５ｉ（ ｉ ＝ １，２） 和齿轮 ６ 的

齿数。

图 ８　 超越方程（２５） 在 Ｍ ＝ ０ 的求解曲线

４） 确定齿轮 １、２１、３１ 的布置角 θ５、θ６、θ７。 由于

齿轮１与齿轮６是同轴的，而齿轮２ｉ（ ｉ ＝ １，２，３） 以齿

轮 １ 圆心为中心均匀分布。 由图 ９ 可知

ＤＯ１Ｏ３
＝

ｄ２

２
＋
ｄ３

２
æ

è
ç

ö

ø
÷·ｓｉｎθ６

ｓｉｎ
θ７

２

（２８）

　 　 Ｏｉ（ ｉ ＝ １，２，３） 表示齿轮 １、２１、３１ 的几何中心，
ｄｉ（ ｉ ＝ １，２， ３） 表示齿轮 １、２１、３１ 分度圆直径。

图 ９　 齿轮 １、２１、３１ 分支简图

如图 ９ 所示，初始参数确定的齿轮分度圆半径

满足关系式：ＤＯ２Ｏ３
＋ ＤＯ１Ｏ２

＞ ＤＯ１Ｏ３
，就能确定布置角

θ５、θ６、θ７。 然后检验齿轮 １、２１、３１ 的邻接条件式（３）
是否满足，最后检验是否满足传动比式（１） 和（２）。
若满足说明各齿轮齿数满足配齿条件，若不满足则

继续调整齿轮 １、２１、３１ 的齿数，甚至重新选定整数Ｍ
调整齿轮 ４１、５ｉ（ ｉ ＝ １，２）、６ 的齿数。 图 １０ 表示配齿

计算过程流程图。

图 １０　 配齿方法流程图

３　 配齿算例

某舰船的动力传动系统采用同轴六分支分扭人

字齿轮传动。 其初步设计参数如表 １ 所示，从表 １
得齿轮 ４１、５ｉ（ ｉ ＝ １，２）、６ 同步啮合条件均不满足。

·６４３·
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表 １　 齿轮初步参数

齿

轮

法面模数

ｍｎ ／ ｍｍ
齿数

Ｚ
螺旋

角 β ／ （°）
法面压力

角 αｎ ／ （°）
安装

角度 ／ （°）
齿距

数 ／ Ｎｕ

１ ６ ５０ ２８ ２０ ０ ０
２１ ６ ６９ ２８ ２０ ０ ０
３１ ６ ２２５ ２８ ２０ ０ ０
４１ ８ ４２ ２９ ２０ θ１ ＝ １８０ ２２
５１ ８ ８１ ２９ ２０ θ２ ＝ ５７．３２ １５．３４
５２ ８ ８１ ２９ ２０ θ４ ＝ ５７．３２ １５．３４
６ ８ ２０９ ２９ ２０ θ３ ＝ ６５．３６ ２９．７５

采用上述同步啮合配齿方法，在整数 Ｍ 取不同

值时，方程式（２５） ～ （２７）得不同解。 表 ２ 给出了整

数 Ｍ 取－１６８ 到 ４５ 之间不同值时的位置角。 当 Ｍ ＝
－１６８，齿轮 ４１ 处于上极限位置，随着整数 Ｍ 取值变

化，在 Ｍ＝ ４５ 时，齿轮 ４１ 处于下极限位置。
表 ２　 系统分支中齿轮之间布置角

ｘ（θｉ）
Ｍ

－１６８ －７５ －６０ １６ ３０ ４５
θ１ ０ ５５．２５ １１５．２５ １８０ ２０４．７５ ３６０
θ２ １８０ １３９．４０ ９６ ６３．９０ ４６．０４ ０
θ３ ０ ２５．９５ ８２．７５ ５２．２０ ６３．１７ ０
θ４ １８０ １３９．４０ ９６ ６３．９０ ４６．０４ ０

　 　 图 １１ 表示分支的 ２ 个极限位置，黑色粗曲线表

示齿轮重合。

图 １１　 ２ 个极限位置

图 １２ 所示为 Ｍ ＝－ ７５ 时，θ１ ＝ ５５．２５°、θ２ ＝
１３９．４０°、θ３ ＝ ２５．９５°、θ４ ＝ １３９．４０°，考虑实际制造和

安装误差等因素影响，齿轮 ５１ 和齿轮 ５２ 很容易发生

干涉。 图 １３ 所示为 Ｍ ＝ ３０ 时，θ１ ＝ ２０４．７５°、θ２ ＝
４６．０４°、θ３ ＝ ６３．１７°、θ４ ＝ ４６．０４°，再考虑实际制造和

安装误差等因素影响，齿轮 ４１ 和齿轮 ６ 很容易发生

干涉。 图 １４为Ｍ ＝ １６时，θ１ ＝ １８０°、θ２ ＝ ６３．９０°、θ３ ＝
５２．２０°、θ４ ＝ ６３．９０°，分支各齿轮不发生干涉。

图 １２　 Ｍ＝ －７５ 时分支啮合简图　 　 　 　 图 １３　 Ｍ＝ ３０ 时分支啮合简图　 　 　 　 图 １４　 Ｍ＝ １６ 时分支啮合简图

　 　 表 ３ 为 Ｍ ＝ １６ 时的配齿结果，此时布置角 θ１ ＝
１８０°、θ２ ＝ ６３．９０°、θ３ ＝ ５２．２０°、θ４ ＝ ６３．９０°，该结果不

仅满足同步啮合条件，也满足传动比条件、邻接条件

和同心条件。 图１５表示表３数据参数化设计得到同

轴六分支分扭人字齿轮传动系统的三维结构模型，
各支路满足均布条件和同步啮合条件。 如图 １６ 所

示，通过三维软件 ｐｒｏｅ 验证分支各齿轮之间的啮合

状态，无干涉且具有良好的接触状态。 因此该配齿

方法在同轴的多分支分扭齿轮传动系统的构型设计

表 ３　 齿轮设计参数

齿

轮

法面模数

ｍｎ ／ ｍｍ
齿数

Ｚ
螺旋

角 β ／ （°）
法面压力

角 αｎ ／ （°）
安装

角度 ／ （°）
齿距

数 ／ Ｎｕ

１ ６ ５２ ２８ ２０ θ７ ＝ ６１ ９
２１ ６ ７０ ２８ ２０ θ６ ＝ ９９ １９
３１ ６ ２２１ ２８ ２０ θ５ ＝ ２０ １２
４１ ８ ４４ ２９ ２０ θ１ ＝ １８０ ２２
５１ ８ ８４ ２９ ２０ θ２ ＝ ６３．９０ １５
５２ ８ ８４ ２９ ２０ θ４ ＝ ６３．９０ １５
６ ８ ２０７ ２９ ２０ θ３ ＝ ５２．２０ ３０
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上具有普适性，所得结论同样适用于较为简单的二 分支、三分支及含有惰轮三分支等传动系统设计。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 图 １５　 同轴六分支人字齿轮传动系统 图 １６　 齿轮 ４１、５１、５２ 和 ６ 之间啮合状态

４　 结　 论

１） 在设计同轴六分支分扭齿轮传动系统中除

了满足传动比条件外，还必须满足与装配有关的邻

接和同心条件，更重要的是满足与传动性能有关的

同步啮合条件。
２） 同轴分扭齿轮传动系统同一平面上相互啮

合的传动结构同步配齿条件与各个齿轮的模数、螺
旋角无关，只与各齿轮的齿数和位置角相关，故本文

方法也适用于由直齿轮和斜齿轮组成的分支传动。
３） 文中建立关于齿数、模数和位置角之间关系

的超越方程，在整数 Ｍ 取不同值时，超越方程解的

曲线形状不变，只是解的曲线位置在 ｆ（ θ１）方向上

下移动，能得到不同的齿轮传动构型。
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