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摘　 要：小数据集使得贝叶斯网络参数学习中的统计信息不准确，导致只依靠数据难以得到准确的贝

叶斯网络参数。 定性最大后验估计（ＱＭＡＰ）方法是目前小数据集条件下贝叶斯网络参数学习精度最

高的算法。 然而，当参数约束数量较多或参数可行域较小时，ＱＭＡＰ 算法中的拒绝－接受采样过程会

变得极为耗时甚至难以完成。 为了提高 ＱＭＡＰ 算法的学习效率同时又尽量不影响其学习精度，设计

了一种约束区域中心点的解析计算方法来替代原有的拒绝－接受采样计算方法。 结合参数约束构建

一个求解约束区域边界点的目标优化模型；利用凸优化引擎来求解该目标优化模型，获得约束区域的

边界点和中心点；通过获得的约束区域中心点改进现有的 ＱＭＡＰ 算法。 仿真实验证明，所提出的

ＣＭＡＰ 算法的参数学习精度稍差于 ＱＭＡＰ 算法，但计算效率比 ＱＭＡＰ 算法提高了 ２～５ 倍。
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　 　 针对小数据集条件下的贝叶斯网络参数学习问

题，目前主要通过引入参数约束来优化参数学习过

程。 根据约束数量的不同，现有的研究分为单一约

束和多种约束 ２ 种情况。
针对单一约束，Ｗｒｉｔｔｉｎｇ 等［１］ 利用定性影响约

束构造惩罚函数，并将最大熵函数与惩罚函数结合

构造目标优化函数，最后利用改进的 ＡＰＮ 算法对参

数进行求解；Ｆｅｅｌｄｅｒｓ 等［２⁃３］ 将定性影响条件下的参

数学习看作一个保序回归问题，首先采用最大似然

估计算法得到参数初始值，然后结合定性影响约束

和保序回归法估计参数。 Ｐｌａｊｎｅｒ 等［４］ 分别利用梯

度下降法、保序回归来处理单调性约束，大幅度提高

了参数学习的精度。 国内学者周鋆等［５］ 通过引入

平滑先验来优化似然函数，并将定性影响约束作为

一个惩罚项与改进后的似然函数构成参数目标优化

函数，采用梯度下降方法进行求解。 邸若海等［６⁃７］

通过构造单调性约束表示专家经验，然后将单调性

约束转化为狄利克雷分布的超参数，进而结合最大

后验概率估计获取贝叶斯网络参数。 任佳等［８］ 采

用区间约束限制参数学习，将区间约束转化为贝塔

分布的超参数，进而结合贝叶斯估计学习参数。 黄

政等［９］将近似相等的先验约束以正态分布的形式

融入到单调性约束的贝叶斯参数学习过程中，提高

了参数学习的精度。
由于单一约束方法一般只针对某种特殊的专家

知识，限制了专家经验的利用，学习精度一般。 因

此，利用多种约束进行参数学习受到了更多的关注。
Ｎｉｃｕｌｅｓｃｕ 等［１０］和 Ｃａｍｐｏｓ 等［１１］ 提出基于凸优化的

参数学习方法。 Ｌｉａｏ 等［１２］ 结合 ＥＭ 算法，将约束引

入到 数 据 缺 失 条 件 下 的 ＢＮ 参 数 学 习。 Ｚｈｏｕ
等［１３⁃１４］ 提出约束多项式分布参数学习（ｍｕｌｔｉｎｏｍｉａｌ
ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｌｅａｒｎｉｎｇ ｗｉｔｈ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ，ＭＰＬ⁃Ｃ）方法。 郭

志高等［１５］提出基于双重约束的参数学习方法。 Ｒｕｉ
等［１６］提出基于定性最大后验概率（ｑｕａｌｉｔａｔｉｖｅ ｍａｘｉ⁃
ｍｕｍ ａ ｐｏｓｔｅｒｉｏｒ，ＱＭＡＰ）的参数学习方法，采用拒绝
－接受采样的方法获取满足约束的模型参数，并利
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用采样所得参数的均值替代先验参数的分布，进而

利用 ＭＡＰ 计算对应的模型参数的后验估计。 与其

他算法相比，ＱＭＡＰ 算法不仅给出了一个在多约束

条件下的贝叶斯网络参数学习通用框架，而且具有

较好的学习效果。 在此基础上， Ｇｕｏ 等［１７］ 利用

ＱＭＡＰ 算法学习参数，并进一步利用参数约束判断

参数的合理性，避免了 ＱＭＡＰ 算法所得参数不满足

约束的情况。 然而，当网络复杂度变大，参数约束较

多或约束可行域较小时，由于拒绝－接受采用算法

本身的随机性，导致难以获得满足约束的参数。 从

而导致 ＱＭＡＰ 算法非常耗时。
针对上述问题，本文设计了一种新的约束区域

中心点的解析计算方法来替代原有的拒绝－采样方

法，在此基础上，提出了 ＣＭＡＰ（ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ ｍａｘｉｍｕｍ
ａ ｐｏｓｔｅｒｉｏｒｉ）算法。 首先，设计一种新的目标函数，结
合参数约束构建一个带约束的目标优化问题；其次，
利用一种寻优引擎来求解该目标优化问题获得约束

区域的边界点和中心点，最终以获得的中心点作为

待求参数的先验分布，并利用 ＭＡＰ 求取待求参数的

后验估计。

１　 贝叶斯网络

下面给出贝叶斯网络一般的定义：
定义 １　 贝叶斯网络［１８］ 由结构 Ｇ 和参数 Θ 两

部分组成。 贝叶斯网络的结构为一个有向无环图

Ｇ ＝ （Ｖ，Ｅ），其中节点变量集合Ｖ ＝ ｛Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ｝
表示变量，有向边集合 Ｅ 描述变量间的依赖关系。
贝叶斯网络的参数 Θ ＝ ｛θ ｉ｝ ｉ ＝ １，２，…，ｎ 为一组条件概

率分布，每个节点存储其自身与其父节点集之间的

条件概率分布，即 Ｐ（Ｘ ｉ ｜ Ｐａ（Ｘ ｉ））。
即贝叶斯网络包含定性和定量两部分内容。 在

定性层面，有向无环图描述变量之间的依赖或独立

关系。 在定量层面，条件概率分布表示变量之间依

赖程度的大小。
贝叶斯网络通过引入条件独立性完成了联合概

率分布的分解，它将联合概率分布 Ｐ 分解为

Ｐ（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ） ＝

　 　 ∏
ｎ

ｉ ＝ １
Ｐ（Ｘ ｉ ｜ Ｐａ（Ｘ ｉ）） （１）

式中， Ｘ ｉ 可取离散值和连续值。

２　 参数的先验分布及约束类型

２．１　 参数先验分布

贝叶斯公式将先验分布和似然函数结合，得到

θ 后验分布即

Ｐ（θ ｜ Ｄ） ∝ Ｐ（θ）Ｌ（θ ｜ Ｄ） （２）
式中，概率分布 Ｐ（θ） 表示 θ 的先验知识，似然函数

Ｌ（θ ｜ Ｄ） ＝ Ｐ（Ｄ ｜ θ） 表示数据集 Ｄ 的影响。 在 ｉ．ｉ．ｄ
条件下，（２） 式中 Ｌ（θ ｜ Ｄ） 为多项式似然函数的共

轭分布，假设先验分布 Ｐ（θ） 是 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 分布，即

Ｐ（θ） ＝ ∏
ｎ

ｉ ＝ １
∏

ｑ

ｊ ＝ １
∏

ｒ

ｋ ＝ １
θαｉｊｋ－１
ｉｊｋ （３）

　 　 则后验分布 Ｐ（θ ｜ Ｄ） 也是 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 分布。 在

观测样本下，θ 的后验分布 Ｐ（θ ｜ Ｄ） 为

ｐ（θ ｜ Ｄ） ∝ ∏
ｎ

ｉ ＝ １
∏

ｑ

ｊ ＝ １
∏

ｒ

ｋ ＝ １
θＮｉｊｋ＋αｉｊｋ－１
ｉｊｋ （４）

式中： α 为位置参数；∑
ｒ

ｋ ＝ １
α ｉｊｋ ＝ １，Ｎｉｊｋ 为符合父节点

取值为 ｊ 且子节点取值为 ｋ 时的样本统计量。 当样

本量Ｄ很小时，贝叶斯估计主要依赖于先验知识；当
样本量Ｄ增大时，贝叶斯估计越依赖于样本数据，越
接近（５） 式所示的最大似然估计

θｉｊｋ ＝
Ｎｉｊｋ

∑
ｋ

Ｎｉｊｋ

（５）

　 　 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 先验分布中参数的物理意义不明显，
领域专家难以直接确定，在实际应用中存在困难。
根据 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 分布特性，其条件分布和边缘分布都

是 Ｂｅｔａ 分布且 Ｂｅｔａ 分布为二项式分布的共轭分布

族，因此可以通过确定 Ｂｅｔａ 分布中的 ２ 个形参来近

似表达与其相关的领域知识。
根据贝叶斯估计和领域知识建立的先验 Ｂｅｔａ

分布模型，在 ｉ．ｉ．ｄ 条件下（６）式成立

Ｐ（θ） ＝ Ｂ［α１，α２］θα１－１（１ － θ） α２－１ （６）

式中， Ｂ［α１，α２］ ＝
τ（α１ ＋ α２）
τ（α１）τ（α２）

，α１ 和 α２ 均大于 ０，

称为 Ｂｅｔａ 分布的 ２ 个超参数，将领域知识表示为先

验分布超参数 α１ 和 α２ 描述的估计值以及估计值的

可信度，能够更加准确地描述领域知识，该 Ｂｅｔａ 分

布的期望与方差分别为

ＤＢ ＝
α１α２

（α１ ＋ α２） ２（α１ ＋ α２ ＋ １）

ＥＢ ＝
α１

α１ ＋ α２
（７）

·７５３１·
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２．２　 参数约束类型

基于小数据集的参数学习，仅依靠数据已经不

能获取满足精度要求的参数。 因此，现在的方法都

是将先验知识引入到参数学习过程之中，来弥补数

据的不足。 先验知识一般通过不同形式的参数约束

来表示，主要的参数约束如表 １ 所示。
表 １　 参数约束类型

序号 约束类型 约束表达式 约束意义

１ 规范性约束 ∑
ｒｉ

ｋ ＝ １
θ ｉｊｋ ＝ １，０ ≤ θ ≤ １，∀ｉ，ｊ，ｋ 表示父节点取值相同时的所有参数之和为 １

２ 区间约束 ０ ≤ α ｉｊｋ ≤ θ ｉｊｋ ≤ β ｉｊｋ ≤ １ 表示参数属于某一给定的区间

３ 分布内约束 θ ｉｊｋ ≤ θ ｉｊｋ′，∀ｋ ≠ ｋ′ 表示父节点取值相同时的同一分布内参数之间的大小关系

４ 分布间约束 θ ｉｊ′ｋ ≤ θ ｉｊｋ，∀ｊ ≠ ｊ′ 表示子节点取值相同时的不同分布之间参数的大小关系

５ 近似相等约束 θ ｉ′ｊ′ｋ′ ≈ θ ｉｊｋ 表示任意 ２ 个参数之间近似相等

６ 加性协同约束 θ ｉｊ１ｋ
＋ θ ｉｊ２ｋ

≤ θ ｉｊ３ｋ
＋ θ ｉｊ４ｋ

，∀ｉ，ｋ 表示子节点相同时不同父节点取值所对应参数之和的大小关系

７ 乘性协同约束 θ ｉｊ１ｋ
θ ｉｊ２ｋ

≤ θ ｉｊ３ｋ
θ ｉｊ４ｋ

，∀ｉ，ｋ 表示子节点相同时不同父节点取值所对应参数乘积之间的大小关系

３　 基于改进 ＱＭＡＰ 的贝叶斯网络参
数学习算法

３．１　 低维参数约束域的可视化及中心点计算

首先分析参数约束区域的特点，分别给出二维

和三维情况下约束区域中心点的计算方法。 在二维

状态下，假设参数满足以下约束

θ１ ＋ θ２ ＝ １
　 θ１ ＞ θ２

０ ≤ θ１ ≤ １
０ ≤ θ２ ≤ １

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（８）

　 　 通过将约束区域可视化，图 １ 中加粗的线条区

域就是参数的约束域，即线段 ＡＣ。 只需获取 Ａ 点和

Ｃ 点的坐标，即可获得线段 ＡＣ 的中点。 本文将求取

点 Ａ 和 Ｃ 坐标的问题转化为一个带约束的优化问

题，通过公式（９） 可以求取点 Ｃ 的坐标，通过公式

（１０） 可以求取 Ａ 点的坐标。
　 　 ｍｉｎ［（θ１ － ０） ２ ＋ （θ２ － １） ２］

　 　 ｓ．ｔ．

θ１ ＋ θ２ ＝ １
　 θ１ ＞ θ２

０ ≤ θ１ ≤ １
０ ≤ θ２ ≤ １

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（９）

　 　 ｍｉｎ［（θ１ － １） ２ ＋ （θ２ － ０） ２］

　 　 ｓ．ｔ．

θ１ ＋ θ２ ＝ １
　 θ１ ＞ θ２

０ ≤ θ１ ≤ １
０ ≤ θ２ ≤ １

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１０）

图 １　 二维参数的可行域

在三维情况下，假设参数满足以下约束

θ１ ＋ θ２ ＋ θ３ ＝ １
　 θ１ ＞ θ２

　 θ１ ＜ θ３

０ ≤ θ１ ≤ １
０ ≤ θ２ ≤ １
０ ≤ θ３ ≤ １

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

（１１）

图 ２　 三维参数的可行域

·８５３１·
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　 　 从图 ２ 可以看出，参数的约束区域为△ＣＤＥ，类
似于二维的情况，将其转化为一个目标最优化问题，
具体如下

ｍｉｎ［（θ１ － ０） ２ ＋ （θ２ － ０） ２ ＋ （θ３ － １） ２］

ｓ．ｔ．

θ１ ＋ θ２ ＋ θ３ ＝ １
　 θ１ ＞ θ２

　 θ１ ＜ θ３

０ ≤ θ１ ≤ １
０ ≤ θ２ ≤ １
０ ≤ θ３ ≤ １

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

（１２）

ｍｉｎ［（θ１ － ０） ２ ＋ （θ２ － １） ２ ＋ （θ３ － ０） ２］

ｓ．ｔ．

θ１ ＋ θ２ ＋ θ３ ＝ １
　 θ１ ＞ θ２

　 θ１ ＜ θ３

０ ≤ θ１ ≤ １
０ ≤ θ２ ≤ １
０ ≤ θ３ ≤ １

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

（１３）

ｍｉｎ［（θ１ － １） ２ ＋ （θ２ － ０） ２ ＋ （θ３ － ０） ２］

ｓ．ｔ．

θ１ ＋ θ２ ＋ θ３ ＝ １
　 θ１ ＞ θ２

　 θ１ ＜ θ３

０ ≤ θ１ ≤ １
０ ≤ θ２ ≤ １
０ ≤ θ３ ≤ １

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

（１４）

　 　 下面给出本文参数约束域中心点计算的一般化

的方法，设待求参数

θ ＝ （θｉｊ１ｋ１，θｉｊ１ｋ２，…，θｉｊ１ｋｍ，θｉｊ２ｋ１，θｉｊ２ｋ２，…，

　 θｉｊ２ｋｍ，…，θｉｊｑｋ１，θｉｊｑｋ２，…，θｉｊｑｋｍ）
式中，参数对应的子节点状态数为 ｍ，父节点状态数

为 ｑ。 ｎ 维空间的单位基向量为 ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ，ｅ１ ＝

（１，０，０，…，０）

ìî íï ï ï ï ïｎ

，…，ｅｎ ＝ （０，０，０，…，１）

ìî íï ï ï ï ïｎ

。 当参数约

束中包含分布间约束时，通过公式（１５） 分别利用 ｎ
维参数空间的每一个单位基向量计算相应的边界

点，具体的计算方法如下所示：
θ ｒａｎｇ ＝ ａｒｇｍｉｎ

θ
（θ － ｅｉ）（θ － ｅｉ） Ｔ

ｓ．ｔ．

θ ｉｊ１ｋ１ ＞ θ ｉｊ１ｋ２

θ ｉｊ２ｋ１ ＜ θ ｉｊ２ｋ２

……
θ ｉｊｑｋ１ ＜ θ ｉｊｑｋｍ

θ ｉｊ１ｋ１ ＞ θ ｉｊ２ｋ１

θ ｉｊ１ｋ１ ＞ θ ｉｊ３ｋ１

……
θ ｉｊｑｋｍ ＞ θ ｉｊｑ－１ｋｍ

ａ１ ≤ θ ｉｊ１ｋ１ ≤ ｂ１

ａ２ ≤ θ ｉｊ１ｋ２ ≤ ｂ２

……
ａｑｍ ≤ θ ｉｊｑｋｍ ≤ ｂｑｍ

０ ≤ θ ｉｊ１ｋ１ ≤ １

０ ≤ θ ｉｊ１ｋ２ ≤ １

……
０ ≤ θ ｉｊｑｋｍ ≤ １

θ ｉｊ１ｋ１
＋ θ ｉｊ１ｋ２

＋ … ＋ θ ｉｊ１ｋｍ
＝ １

θ ｉｊ２ｋ１
＋ θ ｉｊ２ｋ２

＋ … ＋ θ ｉｊ２ｋｍ
＝ １

……
θ ｉｊｑｋ１

＋ θ ｉｊｑｋ２
＋ … ＋ θ ｉｊｑｋｍ

＝ １

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（１５）

当参数不包含分布间约束时，可根据参数的局

部独立性，将上述高维（ｍｑ） 的优化问题化简为低

维（ｍ） 的优化问题。 具体如下所示：
θｒａｎｇ ＝ ａｒｇｍｉｎ

θ
（θ － ｆ（ｗ－１）ｍ＋１）（θ － ｆ（ｗ－１）ｍ＋１） Ｔ

　 　 　 ︙
θｒａｎｇ ＝ ａｒｇｍｉｎ

θ
（θ － ｆｗｍ）（θ － ｆｗｍ） Ｔ

ｓ．ｔ．

θｉｊｗｋ１ ＞ θｉｊｗｋ２

ａ１ ≤ θｉｊｗｋ１ ≤ ｂ１

０ ≤ θｉｊｗｋ１ ≤ １

０ ≤ θｉｊｗｋ２ ≤ １

……
０ ≤ θｉｊｗｋｍ ≤ １

θｉｊｗｋ１
＋ θｉｊｗｋ２

＋ … ＋ θｉｊｗｋｍ
＝ １

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï

（１６）

式中， ｗ ＝ １，２，…，ｑ，总共需要求解 ｍｑ 个 ｍ 维的优

化问题。
通过（１５） ～ （１６）式可以求取约束区域的边界

点，本文通过边界点直接求平均的方式求取约束区

域的中心点，在二维情况下肯定能够获取中心点。

·９５３１·
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在三维情况下，当约束区域为三角形时，可以获得约

束区域的中心点，当约束区域为四边形时，只能获取

近似的中心点。 在高维情况下，也会存在只能获取

近似中心点的情况。 这是本文算法精度稍差于

ＱＭＡＰ 算法的原因。
３．２　 ＣＭＡＰ 算法

ＣＭＡＰ 算法的具体步骤如下：
步骤 １　 记录样本数据中的节点状态统计量 Ｎｉｊ

和 Ｎｉｊｋ。
步骤２　 利用优化引擎求解（１５） ～ （１６） 式，以

求取参数约束的边界点，进而对边界点进行平均，获
取参数约束的中心点。 利用中心点替代待求参数的

先验分布，进而代入最大后验估计公式（１７） 获取待

求参数的后验估计。

θ^ｉｊｋ ＝
Ｎｉｊｋ ＋ Ｍｉｊｋ

∑
ｒｉ

ｋ ＝ １
（Ｎｉｊｋ ＋ Ｍｉｊｋ）

＝
Ｎｉｊｋ ＋ Ｍｉｊｋ

Ｎｉｊ ＋ Ｍｉｊ
（１７）

式中： Ｍｉｊｋ ＝ Ａ∗Ｐ（Ｘ ｉ ＝ ｋ ｜ Π ｉ ＝ ｊ，Ω），Ａ 为等价样本

量。 Ｐ（Ｘ ｉ ＝ ｋ ｜ Π ｉ ＝ ｊ，Ω） 为待求参数的先验分布，
这里用中心点的坐标替代。 这是本文算法与 ＱＭＡＰ
算法最大的不同。 ＱＭＡＰ 算法是用得到满足约束的

参数均值替代参数的先验分布。
步骤 ３　 利用交叉验证方法确定系数 Ａ 即等价

样本量。
步骤 ４　 根据公式（１７）完成定性最大后验概率

估计。
３．３　 算例说明

为了更好地解释本文的算法，接下来通过一个

简单的算例来说明。
θ１ ＝ Ｐ（Ｂ ＝ １ ｜ Ａ ＝ １）
θ２ ＝ Ｐ（Ｂ ＝ ２ ｜ Ａ ＝ １）
θ３ ＝ Ｐ（Ｂ ＝ １ ｜ Ａ ＝ ２）
θ４ ＝ Ｐ（Ｂ ＝ ２ ｜ Ａ ＝ ２）

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

图 ３　 一个简单的贝叶斯网络

假设图 ３ 中节点 Ｂ 的参数是待求的参数，此
时，已知的参数约束为

ｓ．ｔ．

θ１ ＋ θ２ ＝ １
θ３ ＋ θ４ ＝ １
　 θ１ ＞ θ２

　 θ３ ＜ θ４

　 θ１ ＞ θ３

０ ≤ θ１ ≤ １
０ ≤ θ２ ≤ １
０ ≤ θ３ ≤ １
０ ≤ θ４ ≤ １
ａ２ ≤ θ１ ≤ ｂ２

ａ３ ≤ θ３ ≤ ｂ３

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（１８）

　 　 θ１，θ２，θ３，θ４ 组成了 ４ 维参数空间，首先判断参

数的约束类型是否包含第 ２ 节中的分布间约束，如
果不包含，则可以利用参数的局部独立性将待求参

数进行分解和降维。 如果包含，则无法利用参数的

局部独立性将参数进行分解和降维。 很明显，公式

（１８） 中包含分布间约束 θ１ ＞ θ３，无法利用参数局部

独立性。 针对这种情况，本文利用标准单位基向量

构建目标函数

（θ１，θ２，θ３，θ４） ＝ ａｒｇｍｉｎ
θ１，θ２，θ３，θ４

［（θ１ － １） ２ ＋ （θ２ － ０） ２ ＋

　 （θ３ － ０） ２ ＋ （θ４ － ０） ２］

ｓ．ｔ．

θ１ ＋ θ２ ＝ １
θ３ ＋ θ４ ＝ １
　 θ１ ＞ θ２

　 θ３ ＜ θ４

　 θ１ ＞ θ３

０ ≤ θ１ ≤ １
０ ≤ θ２ ≤ １
０ ≤ θ３ ≤ １
０ ≤ θ４ ≤ １
ａ２ ≤ θ１ ≤ ｂ２

ａ３ ≤ θ３ ≤ ｂ３

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（１９）

（θ１，θ２，θ３，θ４） ＝ ａｒｇｍｉｎ
θ１，θ２，θ３，θ４

［（θ１ － ０） ２ ＋ （θ２ － １） ２ ＋

　 （θ３ － ０） ２ ＋ （θ４ － ０） ２］

·０６３１·
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ｓ．ｔ．

θ１ ＋ θ２ ＝ １
θ３ ＋ θ４ ＝ １
　 θ１ ＞ θ２

　 θ３ ＜ θ４

　 θ１ ＞ θ３

０ ≤ θ１ ≤ １
０ ≤ θ２ ≤ １
０ ≤ θ３ ≤ １
０ ≤ θ４ ≤ １
ａ２ ≤ θ１ ≤ ｂ２

ａ３ ≤ θ３ ≤ ｂ３

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（２０）

（θ１，θ２，θ３，θ４） ＝ ａｒｇｍｉｎ
θ１，θ２，θ３，θ４

［（θ１ － ０） ２ ＋ （θ２ － ０） ２ ＋

　 （θ３ － １） ２ ＋ （θ４ － ０） ２］

ｓ．ｔ．

θ１ ＋ θ２ ＝ １
θ３ ＋ θ４ ＝ １
　 θ１ ＞ θ２

　 θ３ ＜ θ４

　 θ１ ＞ θ３

０ ≤ θ１ ≤ １
０ ≤ θ２ ≤ １
０ ≤ θ３ ≤ １
０ ≤ θ４ ≤ １
ａ２ ≤ θ１ ≤ ｂ２

ａ３ ≤ θ３ ≤ ｂ３

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（２１）

（θ１，θ２，θ３，θ４） ＝ ａｒｇｍｉｎ
θ１，θ２，θ３，θ４

［（θ１ － ０） ２ ＋ （θ２ － ０） ２ ＋

　 （θ３ － ０） ２ ＋ （θ４ － １） ２］

ｓ．ｔ．

θ１ ＋ θ２ ＝ １
θ３ ＋ θ４ ＝ １
　 θ１ ＞ θ２

　 θ３ ＜ θ４

　 θ１ ＞ θ３

０ ≤ θ１ ≤ １
０ ≤ θ２ ≤ １
０ ≤ θ３ ≤ １
０ ≤ θ４ ≤ １
ａ２ ≤ θ１ ≤ ｂ２

ａ３ ≤ θ３ ≤ ｂ３

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（２２）

公式（１９） ～ （２２） 给出了利用标准基向量构建

目标优化函数的方法。 利用公式（１９） ～ （２２） 可以

求得参数约束域的４个边界点，进而将这４个点的坐

标进行平均，用平均所得的点来近似替代参数约束

域的中心点。
假设参数约束中不包含分布间约束，便可利用

参数的局部独立性将其分解。 具体如下所示：
（θ１，θ２） ＝ ａｒｇｍｉｎ

θ１，θ２
［（θ１ － ０） ２ ＋ （θ２ － １） ２］

ｓ．ｔ．

θ１ ＋ θ２ ＝ １
　 θ１ ＞ θ２

０ ≤ θ１ ≤ １
０ ≤ θ２ ≤ １
ａ２ ≤ θ１ ≤ ｂ２

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（２３）

（θ１，θ２） ＝ ａｒｇｍｉｎ
θ１，θ２

［（θ１ － １） ２ ＋ （θ２ － ０） ２］

ｓ．ｔ．

θ１ ＋ θ２ ＝ １
　 θ１ ＞ θ２

０ ≤ θ１ ≤ １
０ ≤ θ２ ≤ １
ａ２ ≤ θ１ ≤ ｂ２

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（２４）

（θ３，θ４） ＝ ａｒｇｍｉｎ
θ３，θ４

［（θ３ － ０） ２ ＋ （θ４ － １） ２］

ｓ．ｔ．

θ３ ＋ θ４ ＝ １
　 θ３ ＜ θ４

０ ≤ θ３ ≤ １
０ ≤ θ４ ≤ １
ａ３ ≤ θ３ ≤ ｂ３

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（２５）

（θ３，θ４） ＝ ａｒｇｍｉｎ
θ３，θ４

［（θ３ － １） ２ ＋ （θ４ － ０） ２］

ｓ．ｔ．

θ３ ＋ θ４ ＝ １
　 θ３ ＜ θ４

０ ≤ θ３ ≤ １
０ ≤ θ４ ≤ １
ａ３ ≤ θ３ ≤ ｂ３

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（２６）

由（２３） ～ （２６）式可知，当参数约束中不存在分布间

约束时，可以将原来 ４ 维的参数约束空间分解为 ２
个 ２ 维的参数约束空间，降低待求问题的复杂度。

４　 仿真结果及分析

为了验证本文算法的有效性，分别利用 Ａｓｉａ、
Ａｌａｒｍ、Ｗｉｎ９５ＰＴｓ 和 Ａｎｄｅｓ 网络进行仿真验证。 这

些网络经常被用于贝叶斯网络的结构和参数学习算

法验证，表 ２ 给出了这几个网络的基本信息。 采用

·１６３１·
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平均 ＫＬ 距离来衡量参数学习的精度，公式（２７）给
出了 ＫＬ 距离的计算公式，其中 Ｐ（Ｘ） 表示求出的样

本分布，Ｑ（Ｘ） 表示真实的样本分布。 采用平均运

行时间来衡量算法的效率。 本文中的运行时间是通

过 Ｍａｔｌａｂ 中的 Ｔｉｃ⁃Ｔｏｃ 指令获取。 算法运行 ２０ 次，
求均值和方差。

ｄＫＬ（Ｐ，Ｑ） ＝ ∑
Ｘ
Ｐ（Ｘ）ｌｏｇ２

Ｐ（Ｘ）
Ｑ（Ｘ）

（２７）

表 ２　 仿真网络信息

仿真网络 网络规模 节点数 边的数目 参数个数

Ａｓｉａ 小 ８ ８ １８

Ａｌａｒｍ 中 ３７ ４６ ５０９

Ｗｉｎ９５ＰＴｓ 大 ７６ １１２ ５７４

Ａｎｄｅｓ 超大 ２２３ ３３８ １ １５７

４．１　 仿真实验 １
本节考虑参数的分布间约束，部分仿真结果如

表 ３ 所示。
表 ３　 不同算法的 ＫＬ 距离比较

仿真网络 样本数量 ＭＬ ＭＥ ＭＡＰ ＣＭＬ ＣＭＥ ＱＭＡＰ ＣＭＡＰ

Ａｓｉａ

４０ １５．５２±３．５０ ３．９０±０．０４ ３．３６±０．１８ ３．６０±０．５７ １．８２±０．０７ ０．８２±０．１４ １．５０±０．０４

８０ １４．３５±３．６４ ３．７３±０．０６ ２．６２±０．４４ ２．７６±０．３４ １．５２±０．０２ ０．６０±０．０６ １．１６±０．０７

１２０ １０．１７±２．９３ ２．８１±０．２４ １．９８±０．１１ ３．６７±０．３５ １．１５±０．１３ ０．４５±０．０４ ０．９５±０．０９

１６０ ４．８６±２．９４ ２．５０±０．２８ １．５６±０．４５ ３．５６±０．１８ １．０４±０．０ ７ ０．４２±０．０６ ０．８４±０．０４

２００ ２．５６±１．５８ ２．２８±０．４１ １．０５±０．５４ １．７９±０．１８ ０．８４±０．０９ ０．３８±０．０６ ０．７１±０．０４

Ａｌａｒｍ

４０ ２７３．０４±２２．２９ １３９．８４±２．８１ １１８．７５±７．３７ ９５．８８±６．５４ ６０．４６±１．７２ ３３．７８±１．１７ ５８．１４±１．８７

８０ ２７５．４９±２５．３６ １２４．４５±１．７５ ９９．２７±３．９０ １０２．９１±６．２９ ５２．４５±１．４８ ２９．７８±０．７５ ４９．３９±１．５９

１２０ ２６２．１４±２２．６８ １１１．１８±５．１４ ８９．４６±５．９５ ９６．９３±５．５０ ４７．８４±２．９０ ２７．５５±１．１９ ４５．７７±３．０７

１６０ ２４３．７５±１９．５８ １０６．１２±５．２５ ８５．４６±３．５０ ９７．３７±４．５２ ４５．９７±２．８４ ２７．００±１．２０ ４３．８６±２．１０

２００ ２２９．０７±２３．５０ １０１．６４±３．９３ ８０．３９±５．２０ ９４．０１±６．２４ ４３．９６±２．０９ ２５．６７±１．１６ ４２．０７±１．８０

Ｗｉｎ９５ＰＴｓ

４０ ２６９．７１±２２．８６ １５２．２７±１．３８ １３４．３４±２．６６ １２６．２４±６．０１ ９６．６６±０．７４ ５７．９８±１．５１ ８９．７０±１．６４

８０ ２８３．４８±４１．４２ １４２．８８±１．３９ １２４．９６±５．５１ １２７．３８±８．５０ ８９．３８±１．１１ ５５．０６±０．６６ ８２．９６±１．０３

１２０ ３０８．４５±４２．１０ １３６．３３±１．４５ １２１．０７±６．２８ １１８．９５±７．３２ ８５．３２±０．８８ ５３．４４±０．３６ ７９．８６±０．２７

１６０ ３０５．５７±１５．７５ １３１．８１±１．６６ １１４．９３±１．３４ ９８．６９±６．６１ ８２．４１±０．７１ ５１．３６±０．１９ ７６．８６±０．５７

２００ ３０４．９０±３０．１９ １２７．８０±１．４９ １１４．４６±２．３８ ９８．１９±２．６６ ８０．０１±０．１２ ５０．５３±０．６０ ７４．９０±０．６０

Ａｎｄｅｓ

４０ １ ２５２．６５±３７．１９ ２７１．３０±１．９６ ２２８．０２±６．６０ ７４４．６１±３０．５０ １１９．５０±１．６２ ４３．２４±１．９７ １２１．３２±３．８４

８０ １ ０４６．２６±４４．６９ ２１５．９８±１．０５ １８７．５７±６．５３ ６３６．２９±３３．５０ ９３．１８±１．０２ ３６．４０±０．３３ ９２．１５±２．７５

１２０ ８９２．４９±３３．５０ １８５．６９±１．７０ １６０．６３±５．５６ ５６６．７７±１５．８３ ７８．１２±１．５３ ３１．１１±２．２８ ７５．４５±４．８０

１６０ ８６８．２２±４８．７４ １６５．７４±２．３５ １５０．４１±５．３５ ５４２．７３±２．７７ ６８．６２±１．３０ ２８．８０±２．３８ ６７．４５±３．７３

２００ ７８０．０４±５２．４１ １５０．５７±１．５３ １３５．５０±７．８１ ５１５．６３±７．８１ ６１．９９±１．０７ ２６．４４±０．３６ ６０．８８±１．１７
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表 ４　 不同算法的运行时间比较

仿真网络 样本数量 ＭＬ ／ １０－３ ＭＥ ／ １０－３ ＭＡＰ ／ １０－３ ＣＭＬ ／ １０－３ ＣＭＥ ／ １０－３ ＱＭＡＰ ／ １０－３ ＣＭＡＰ ／ １０－３

Ａｓｉａ

４０ ０．１±０．０ ８２．０±０．４ ０．２±０．０ ２３１．８±４．３ ２１８．５±４．３ １７８．４±０．３ ３０．３±０．１

８０ ０．２±０．０ ９１．２±０．２ ０．３±０．０ ２３６．４±７．４ ２１８．２±７．４ １９７．８±０．３ ４９．４±０．１

１２０ ０．２±０．０ ８４．９±０．３ ０．４±０．０ ２４２．１±４．３ ２１９．７±１．３ ２１７．５±０．３ ６８．６±０．３

１６０ ０．３±０．０ ８２．６±０．２ ０．５±０．０ ２４７．５±５．９ ２２３．０±５．９ ２３６．４±０．３ ８７．４±０．５

２００ ０．３±０．０ ８３．５±０．５ ０．６±０．０ ２４７．６±２．４ ２２３．５±２．４ ２５５．９±０．７ １０６．８±０．４

Ａｌａｒｍ

４０ ０．１±０．０ ８５．８±１．０ ０．１±０．０ ８９．２±０．９ １２３．９±０．９ ４１２．０±０．４ ８１．１±１．８

８０ ０．２±０．０ ８９．８±０．９ ０．２±０．０ ９６．９±１．９ １２５．８±０．６ ４３２．１±０．７ １０６．３±２．８

１２０ ０．３±０．０ ９２．１±０．８ ０．３±０．０ ９９．７±１．１ １２６．２±１．４ ４５２．８±０．５ １３２．６±３．１

１６０ ０．４±０．０ ９１．１±０．９ ０．４±０．０ １０３．５±０．２ １２８．１±１．１ ４７１．６±０．７ １５４．７±５．１

２００ ０．５±０．０ ９２．０±０．７ ０．５±０．０ １０５．３±１．３ １２９．６±１．０ ４９２．０±０．７ １７６．０±８．８

Ｗｉｎ９５ＰＴｓ

４０ ０．１±０．０ ９０．９±０．６ ０．１±０．０ ８４．９±０．６ １１７．０±１．１ ３１２．４±３３．９ １５２．６±０．２

８０ ０．２±０．０ ９３．２±０．６ ０．２±０．０ ８９．３±０．３ １１７．９±０．２ ３４３．９±３８．２ １７２．３±０．３

１２０ ０．３±０．０ ９３．７±０．３ ０．３±０．０ ９２．２±０．４ １１８．３±０．７ ３８１．５±１８．０ １９１．２±０．６

１６０ ０．４±０．０ ９５．０±０．８ ０．４±０．０ ９４．４±０．３ １１８．７±０．５ ４１０．２±１８．０ ２１１．３±０．４

２００ ０．５±０．０ ９５．０±０．９ ０．５±０．０ ９５．４±０．４ １１９．７±０．２ ４３３．６±１７．４ ２３０．３±０．２

Ａｎｄｅｓ

４０ ０．２±０．０ １１１．７±０．１ ０．２±０．０ １３５．９±０．８ １４４．８±０．５ １７９．８±０．３ ５５．５±０．５

８０ ０．３±０．０ １０９．９±０．３ ０．３±０．０ １４３．２±０．１ １４４．８±０．４ ２０３．３±０．１ ７５．７±０．２

１２０ ０．４±０．０ １０９．６±０．１ ０．４±０．０ １４７．１±０．６ １４４．８±０．１ ２２６．９±０．２ ９６．５±０．２

１６０ ０．５±０．０ １１０．０±０．２ ０．５±０．０ １４９．３±０．８ １４４．０±０．１ ２５０．２±０．２ １１７．１±０．２

２００ ０．６±０．０ １１０．１±０．５ ０．６±０．０ １５１．７±０．２ １４４．７±０．５ ２７１．９±０．２ １３７．７±０．１

图 ４　 不同算法的平均运行时间比较（Ａｌａｒｍ 网络）

　 　 通过对表 ３ ～ ４ 和图 ４ ～ ５ 中的实验结果进行分

析，可以得到以下结论：
１） 所有算法的学习精度排序为 ＱＭＡＰ＞ＣＭＡＰ

＞ｏｔｈｅｒｓ。

图 ５　 不同算法的平均 ＫＬ 距离比较（Ａｌａｒｍ 网络）

２） 所有算法运行时间的大致排序为 ＱＭＡＰ ＞
ＣＭＥ＞ＣＭＡＰ＞ｏｔｈｅｒｓ。

３） 本文提出的 ＣＭＡＰ 的学习精度稍差于

ＱＭＡＰ 算法，但运行效率高于 ＱＭＡＰ 算法。
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４．２　 仿真实验 ２
本节不考虑参数的分布间约束，则可通过公式

（１６）对公式（１５）进行降维，通过对表 ５ ～ ６ 和图 ６ ～
７ 中的实验结果进行分析，可以得到以下结论：

１） 所有算法的学习精度排序为 ＱＭＡＰ＞ＣＭＡＰ
＞ｏｔｈｅｒｓ。

所有算法的运行时间的大致排序为 ＱＭＡＰ ＞
ＣＭＥ＞ＣＭＡＰ＞ｏｔｈｅｒｓ

表 ５　 不同算法的 ＫＬ 距离比较

仿真网络 样本数量 ＭＬ ＭＥ ＭＡＰ ＣＭＬ ＣＭＥ ＱＭＡＰ ＣＭＡＰ

Ａｓｉａ

４０ ７．５８±１．５０ ３．８５±０．２８ ２．２８±０．９０ ５．７７±１．５７ １．９１±０．３５ ０．８３±０．１６ １．４９±０．１３

８０ ８．６０±２．５２ ３．１１±０．１１ ２．１６±０．８７ ６．９９±１．３４ １．６３±０．４１ ０．７３±０．０６ １．３１±０．２７

１２０ ９．０２±２．２６ ２．８２±０．３７ １．６３±０．２７ ７．６２±１．３５ １．３６±０．１３ ０．７０±０．０８ １．０７±０．１０

１６０ ７．３９±２．６２ ２．４６±０．１４ １．５０±０．３０ ６．５４±１．１８ １．２６±０．０７ ０．６２±０．１２ １．０２±０．０９

２００ ６．４０±２．５８ ２．３５±０．１０ １．４７±０．２９ ６．５０±１．１８ １．２２±０．０６ ０．５８±０．０６ １．０１±０．１４

Ａｌａｒｍ

４０ ２９１．１７±３３．０７ １３９．７５±３．６９ １１８．２６±１１．７６ １１９．３４±１０．７３ ８５．４８±３．７１ ４１．０９±２．４１ ７９．８７±５．１７

８０ ２５０．６５±２５．９３ １２４．１２±５．２１ ９７．８８±７．７０ １１９．２７±１０．８７ ７４．３３±３．１２ ３７．４６±１．８１ ６９．７３±３．４５

１２０ ２３１．２８±２６．２７ １１３．６２±３．９１ ８９．２３±６．４５ １１４．７９±７．０４ ６８．６８±２．６５ ３４．７１±１．３３ ６３．９４±２．９５

１６０ ２４３．７５±１９．５８ １０６．８５±３．０９ ８２．５０±４．６１ １０５．８１±４．５２ ６４．７６±１．９７ ３２．６４±１．０６ ５９．８４±２．５０

２００ ２０４．８１±１５．２７ ９９．７８±１．９７ ７８．５５±４．６２ ９９．４８±４．２４ ６０．９５±１．７５ ３０．３２±１．１０ ５６．９６±２．２４

Ｗｉｎ９５ＰＴｓ

４０ ２４３．２１±３４．３３ １５３．１３±１．２０ １３３．１６±６．０２ １２８．１５±６．０１ １０６．３６±２．５０ ６４．３４±１．０７ ９９．３８±２．３８

８０ ３１４．２５±５１．４２ １４３．５８±１．５７ １２７．３２±３．７０ １５２．７８±８．５０ ９７．９７±１．２６ ６０．５６±１．４４ ９１．０２±２．３０

１２０ ３４２．２６±５２．１０ １３６．３１±０．８７ １２６．４６±３．９０ １５６．７１±１１．３２ ９２．７９±１．１６ ５７．５６±１．７９ ８６．２２±２．２４

１６０ ３６０．０２±３７．０２ １３０．７５±１．２４ １２３．２８±２．５６ １６１．０５±１６．６１ ８６．１５±０．５７ ５５．４９±１．１５ ７６．８６±０．５７

２００ ３５５．９６±５０．７６ １２７．１４±０．７４ １１９．２８±４．８４ １４５．５７±２２．６６ １３２．２６±１．７０ ５３．５６±０．９４ ７９．１２±１．１１

Ａｎｄｅｓ

４０ １ ３６５．３６±７０．０７ ２７２．１３±２．０１ ２４２．９７±７．９１ ７８５．２１±２７．６５ １３２．２６±１．７０ ４８．９７±１．３７ １３０．０８±１．９８

８０ １ １４５．１８±６３．３８ ２１５．２８±１．９３ ２０１．５０±６．０３ ６８１．９１±３０．４２ １０１．５０±１．４７ ４０．７１±１．０７ ９９．２１±１．０３

１２０ ９６０．８９±５６．６２ １８５．８６±２．７９ １７０．６７±７．１１ ６０４．４８±２８．４０ ８５．４４±１．１３ ３４．６４±０．９５ ８２．７９±２．０８

１６０ ９００．４９±７４．１０ １６５．４２±２．８５ １５５．４４±８．５４ ５６６．４７±３１．０５ ７４．５１±１．１７ ３０．６１±０．３０ ７２．７３±１．２０

２００ ８５２．７４±６７．５４ １４８．９７±２．６７ １４３．９２±９．７４ ５３０．６５±２９．１１ ６６．２０±１．１１ ２８．３３±１．０４ ６５．１７±０．９３

图 ６　 不同算法的平均 ＫＬ 距离比较（Ａｌａｒｍ 网络） 图 ７　 不同算法的平均运行时间比较（Ａｌａｒｍ 网络）
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表 ６　 不同算法的运行时间比较

仿真网络 样本数量 ＭＬ ／ １０－３ ＭＥ ／ １０－３ ＭＡＰ ／ １０－３ ＣＭＬ ／ １０－３ ＣＭＥ ／ １０－３ ＱＭＡＰ ／ １０－３ ＣＭＡＰ ／ １０－３

Ａｓｉａ

４０ ０．２±０．０ １９２．０±５．２ ０．２±０．０ ２１１．５±９．０ ２０９．９±３．４ １８２．３±０．６ ３２．０±０．２

８０ ０．３±０．０ １８８．５±５．７ ０．３±０．０ ２１４．６±９．１ ２０８．６±４．０ ２０１．４±０．４ ５１．９±０．２

１２０ ０．４±０．０ １９２．８±４．４ ０．４±０．０ ２２３．１±４．５ ２０９．５±３．５ ２２３．６±０．６ ７２．６±０．２

１６０ ０．５±０．０ １９１．０±５．２ ０．５±０．０ ２３０．１±５．９ ２０９．４±２．８ ２４２．２±０．７ ９２．６±０．６

２００ ０．６±０．０ １９２．７±２．５ ０．６±０．０ ２３５．７±６．８ ２１０．７±２．９ ２６２．４±１．４ １１３．０±０．９

Ａｌａｒｍ

４０ ０．１±０．０ ８５．１±０．８ ０．１±０．０ ７５．７±１．３ １１４．４±１．１ ４１６．６±０．６ ８１．１±１．８

８０ ０．２±０．０ ８７．４±１．２ ０．２±０．０ ８１．９±１．８ １１５．２±１．１ ４３６．９±０．５ １１６．７±１１．７

１２０ ０．３±０．０ ９０．６±２．２ ０．３±０．０ ８４．５±１．４ １１６．７±０．９ ４５７．０±０．８ １３７．５±１３．７

１６０ ０．４±０．０ ９１．０±１．５ ０．４±０．０ ８６．０±１．２ １１６．９±０．５ ４７７．１±０．６ １５５．６±１０．６

２００ ０．５±０．０ ９２．４±１．８ ０．５±０．０ ８８．５±１．４ １１７．０±０．５ ４９７．０±０．４ １７７．８±１３．２

Ｗｉｎ９５ＰＴｓ

４０ ０．１±０．０ ９３．５±０．５ ０．１±０．０ ７５．９±０．９ １１１．７±０．６ １３８．９±０．２ ２１５．２±２９．４

８０ ０．２±０．０ ９５．１±０．４ ０．２±０．０ ８０．９±１．４ １１２．０±０．７ １５８．６±０．２ ２７２．２±３６．４

１２０ ０．３±０．０ ９５．９±０．８ ０．３±０．０ ８３．６±１．４ １１１．８±０．３ １７８．７±０．１ ３０７．２±２５．６

１６０ ０．４±０．０ ９６．８±０．８ ０．４±０．０ ８６．０±１．３ １１２．２±０．４ １９８．８±０．４ ３２９．１±２０．４

２００ ０．５±０．０ ９７．７±１．０ ０．５±０．０ ８７．３±１．２ １１９．７±０．４ ２１８．８±２１８．８ ３５３．４±２３．７

Ａｎｄｅｓ

４０ ０．２±０．０ １１２．７±０．８ ０．２±０．０ １２２．４±０．７ １３４．４±０．５ １７１．９±０．２ ７８．３±７．４

８０ ０．３±０．０ １１１．１±０．５ ０．３±０．０ １２９．２±０．６ １３３．６±０．３ １９２．１±０．２ ９８．７±８．６

１２０ ０．４±０．０ １１１．４±０．６ ０．４±０．０ １３３．０±０．４ １３３．７±０．４ ２１２．４±０．１ １２０．８±１０．５

１６０ ０．５±０．０ １１１．２±０．３ ０．５±０．０ １３６．９±０．５ １３３．４±０．３ ２３２．５±０．３ １４０．４±８．９

２００ ０．６±０．０ １１１．２±０．２ ０．６±０．０ １３９．０±０．５ １３３．３±０．３ ２５２．７±０．３ １６０．６±８．１

５　 结　 论

为了提高 ＱＭＡＰ 算法的学习效率同时又不影

响其学习精度，本文设计了一种新的约束区域中心

点的解析计算方法来替代原有的拒绝－接受采样计

算方法。 仿真实验证明，本文提出的 ＣＭＡＰ 算法的

参数学习精度稍差于 ＱＭＡＰ 算法，但计算效率比

ＱＭＡＰ 算法高出一个量级。 缺点是 ＣＭＡＰ 算法仍涉

及最优化问题求解的引擎，引擎的优劣直接决定了

算法的时效性，下一步研究工作是引入更高效的引

擎用于求解参数约束域的中心点，进一步提高本文

提出的参数学习方法的效率。
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第 ６ 期 邸若海，等：基于改进 ＱＭＡＰ 的贝叶斯网络参数学习算法
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Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｓｍａｌｌ ｄａｔａ ｓｅｔｓ ｍａｋｅ ｔｈｅ ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｉｎ Ｂａｙｅｓｉａｎ ｎｅｔｗｏｒｋ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｌｅａｒｎｉｎｇ ｉｎａｃｃｕｒａｔｅ，
ｗｈｉｃｈ ｍａｋｅｓ ｉｔ ｄｉｆｆｉｃｕｌｔ ｔｏ ｇｅｔ ａｃｃｕｒａｔｅ Ｂａｙｅｓｉａｎ ｎｅｔｗｏｒｋ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｄａｔａ． Ｑｕａｌｉｔａｔｉｖｅ ｍａｘｉｍｕｍ ａ ｐｏｓｔｅｒｉｏ⁃
ｒｉ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ （ＱＭＡＰ） ｉｓ ｔｈｅ ｍｏｓｔ ａｃｃｕｒａｔｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆｏｒ Ｂａｙｅｓｉａｎ ｎｅｔｗｏｒｋ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｌｅａｒｎｉｎｇ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ
ｏｆ ｓｍａｌｌ ｄａｔａ ｓｅｔｓ． Ｈｏｗｅｖｅｒ， ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ｉｓ ｌａｒｇｅ ｏｒ ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｆｅａｓｉｂｌｅ ｒｅｇｉｏｎ ｉｓ
ｓｍａｌｌ， ｔｈｅ ｒｅｊｅｃｔｉｏｎ⁃ａｃｃｅｐｔａｎｃｅ ｓａｍｐｌｉｎｇ ｐｒｏｃｅｓｓ ｉｎ ＱＭＡＰ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｗｉｌｌ ｂｅｃｏｍｅ ｅｘｔｒｅｍｅｌｙ ｔｉｍｅ⁃ｃｏｎｓｕｍｉｎｇ． Ｉｎ
ｏｒｄｅｒ ｔｏ ｉｍｐｒｏｖｅ ｔｈｅ ｌｅａｒｎｉｎｇ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｏｆ ＱＭＡＰ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ａｎｄ ｎｏｔ ａｆｆｅｃｔ ｉｔｓ ｌｅａｒｎｉｎｇ ａｃｃｕｒａｃｙ ａｓ ｍｕｃｈ ａｓ ｐｏｓｓｉｂｌｅ，
ａ ｎｅｗ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ ｔｈｅ ｃｅｎｔｅｒ ｐｏｉｎｔ ｏｆ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ ｒｅｇｉｏｎ ｉｓ ｄｅｓｉｇｎｅｄ ｔｏ ｒｅｐｌａｃｅ ｔｈｅ ｏｒｉｇｉｎａｌ ｒｅ⁃
ｊｅｃｔｉｏｎ⁃ａｃｃｅｐｔａｎｃｅ ｓａｍｐｌｉｎｇ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ． Ｆｉｒｓｔｌｙ， ａ ｎｅｗ ｏｂｊｅｃｔｉｖｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｉｓ ｄｅｓｉｇｎｅｄ， ａｎｄ ａ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ
ｏｂｊｅｃｔｉｖｅ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｐｏｉｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ ｒｅｇｉｏｎ ｉｓ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ． Ｓｅｃｏｎｄｌｙ， ａ
ｎｅｗ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｅｎｇｉｎｅ ｉｓ ｕｓｅｄ ｔｏ ｓｏｌｖｅ ｔｈｅ ｏｂｊｅｃｔｉｖｅ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍ， ａｎｄ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｐｏｉｎｔｓ ａｎｄ ｃｅｎｔｅｒ
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