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摘　 要：基于梁的弯曲变形理论，结合形状记忆合金材料的应力－应变关系和临界应力－温度关系，得
到了功能梯度形状记忆合金超静定梁的非线性控制方程，研究了梁在热－机械载荷作用下的力学行

为。 采用分阶段分步骤的方法分析了梁的相变过程，得到了机械载荷、拉压不对称系数、幂指数和温

度对中性轴位移、曲率和相边界的影响。 结果表明：载荷越大，中性轴位移和曲率越大，相边界越远离

截面边缘；温度和幂指数越大，中性轴位移和曲率越小，相边界越靠近截面边缘；拉压不对称系数对受

压侧相边界影响较大，而对受拉侧相边界影响较小。
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　 　 功能梯度形状记忆合金 （ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ
ｓｈａｐｅ ｍｅｍｏｒｙ ａｌｌｏｙ，ＦＧ⁃ＳＭＡ）是利用 ＳＭＡ 和其他材

料按照某种含量比率复合而成的新型材料，兼具功

能梯度材料和形状记忆合金材料的双重特性［１⁃２］。
ＦＧ⁃ＳＭＡ 材料因其所复合的形状记忆合金在加载过

程中会产生相变行为，从而表现出超弹性和形状记

忆效应［３］。 国内外学者对 ＦＧ⁃ＳＭＡ 的制备、实验及

其力学特性有了全面的认识，Ｍａｈｅｓｈ 等［４］用原位同

步辐射 Ｘ 光衍射方法，研究了功能梯度 Ｎｉ⁃Ｔｉ 形状

记忆合金丝的循环拉伸变形过程。 Ｋｈａｌｅｇｈｉ 等［５］ 对

镀钯的 Ｔｉ⁃Ｎｉ 板进行扩散退火，从而使富钛 Ｔｉ⁃Ｎｉ 形
状记忆合金的成分按梯度分布。 Ｂｏｇｄａｎｓｋｉ 等［６］ 研

究了 Ｎｉ⁃Ｔｉ 合金的生物相容性以及从纯镍到纯钛的

功能梯度样品，有效减少了实验资源。 Ｃｏｌｅ 等［７⁃８］

采用直流磁控溅射法在富镍 ＮｉＴｉ（Ｎｉ５６Ｔｉ４４）基体上

沉积富钛 ＮｉＴｉ（Ｎｉ４７Ｔｉ５３）薄膜，通过控制表征成分的

梯度分布，以实现对非弹性变形的恢复产生影响。
Ｖｉｅｔ 等［９］ 基于 ＺＭ 模型和 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 理论，推导了

ＦＧ⁃ＳＭＡ 梁加载和卸载过程中各阶段的弯矩－曲率

和剪力－切应变关系的解析模型。 Ｌｉｕ 等［１０］ 分析了

ＦＧ⁃ＳＭＡ 复合材料在热－机载荷的作用下，不同相变

阶段相对应的应力分布。 薛立军等［１１⁃１２］ 根据固体

力学和已有的 ＳＭＡ 本构关系，建立了 ＦＧ⁃ＳＭＡ 的本

构模型，并分析得到了纯弯曲条件下 ＦＧ⁃ＳＭＡ 梁、板
的力学特性。 康泽天等［１３］ 根据形状记忆合金本构

方程建立了 ＦＧ⁃ＳＭＡ 复合梁的力学模型，研究了

ＦＧ⁃ＳＭＡ 梁的变形特性。 然而，针对 ＦＧ⁃ＳＭＡ 材料

的力学性能研究，大都忽略了 ＳＭＡ 材料带来的拉压

不对称性对结果的影响。
本文结合形状记忆合金的应力应变关系以及临

界应力与温度的关系，采用分阶段分步骤的方法分

析了梁的相变过程。 得到了 ＦＧ⁃ＳＭＡ 超静定梁在变

形过程中的力学特性与载荷、拉压不对称系数、ＳＭＡ
体积分数以及温度的关系，结果可为 ＦＧ⁃ＳＭＡ 材料

的设计和优化提供一定的依据。

１　 ＦＧ⁃ＳＭＡ 梁的非线性变形

１．１　 几何模型

设 ＦＧ⁃ＳＭＡ 超静定梁长 ｌ，高度 ｈ，宽度 ｂ。 该梁

由弹性材料Ｈ与 ＳＭＡ材料复合而成，ＳＭＡ材料的体

积分数沿截面高度方向服从 ｆ（ｙ） ＝ （ｙ ／ ｈ） ｎ 的函数

分布，几何模型如图 １ 所示。 其中，ｎ 表示体积分数

幂指数，ｙ０ 表示中性轴的初始位置。
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图 １　 ＦＧ⁃ＳＭＡ 梁几何模型

１．２　 简化本构模型

基于简化后形状记忆合金材料的本构模型［１４］，
可得到 ＦＧ⁃ＳＭＡ 在不同加载条件下 ＳＭＡ 的应力值，
如图 ２ 所示。

图 ２　 ＳＭＡ 简化本构模型

其中， σｔｓ，σｔｆ 表示受拉侧相变开始和结束时临

界应力，σｃｓ，σｃｆ 表示受压侧相变开始和结束时的临

界应力，εｔｓ，εｔｆ 表示受拉侧相变开始和结束时的临

界应变，εｃｓ，εｃｆ 表示受压侧相变开始和结束时的临

界应变，εＬ 为最大残余应变。
根据连续介质力学，梁在变形过程中始终满足

平截面假定，故梁的轴向应变分布

ε ＝
ｙ － ｙｉ

ρ
（１）

式中： ｙｉ 表示中性轴位置；ρ 表示曲率半径。
ＳＭＡ 材料的应力可表示

σＳＭＡ ＝ ＥＳＭＡε （２）
　 　 弹性材料 Ｈ 的应力可表示

σＨ ＝ ＥＨε （３）
式中： ＥＳＭＡ 表示 ＳＭＡ材料的弹性模量；ＥＨ 表示弹性

材料 Ｈ 的弹性模量。
截面上的平均应力可表示

σ（ｙ） ＝ ［１ － ｆ（ｙ）］ σＨ ＋ ｆ（ｙ） σＳＭＡ （４）
１．３　 拉压不对称系数

考虑到 ＦＧ⁃ＳＭＡ 超静定梁在弯曲变形过程中的

非对称性，特引入拉压不对称系数［１５］

α ＝
σｃｓ － σｔｓ

σｃｓ ＋ σｔｓ

＝
σｃｆ － σｔｆ

σｃｆ ＋ σｔｆ
（５）

１．４　 本构关系

１．４．１　 初始阶段（εｔ＜εｔｓ）
初始阶段时，受拉侧表层应变 εｔ 小于相变开始

临界应变 εｔｓ，材料全部为奥氏体相，中性轴位移未

发生偏移，截面上应力

σ（ｙ） ＝ ［ＥＨ ＋ （ＥＡ － ＥＨ） ｆ（ｙ）］
ｙ０ － ｙ

ρ
， ０ ≤ ｙ ≤ ｈ

（６）
式中， ＥＡ 表示奥氏体弹性模量。
１．４．２　 相变阶段（εｔ ≥ εｔｓ）

随着应变在梁截面上逐渐增大并达到一定值

时，ＦＧ⁃ＳＭＡ 梁发生相变且中性轴产生偏移，当梁横

截面弯矩为正时， 截面及其微段的变形如图 ３
所示。

图 ３　 Ⅰ ～ Ⅳ 阶截面相变及其微段变形示意图

·６９３１·
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　 　 其中 Ａ 表示奥氏体相，Ｍ 表示马氏体相，ＡＭ 表

示混合相。 当受压侧表层应变 εｃ 未达到开始临界

应变 εｃｓ，受拉侧表层应变 εｔ 超过相变开始临界应变

εｔｓ，即 ｜ εｃ ｜ ≤ εｃｓ，εｔｓ ≤ εｔ ≤ εｔｆ，此时受压侧尚未发

生相变，受拉侧出现混合相，混合相与奥氏体相形成

相边界 ＢＴＡ，进入 Ⅰ 阶相变，如图 ３ａ）所示，截面上

应力

σ（ｙ） ＝
ｆ（ｙ） σｔｓ ＋ Ｅ１

ｙⅠ － ｙ
ρ

－ εｔｓ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋ ［１ － ｆ（ｙ）］ＥＨ

ｙⅠ － ｙ
ρ

，　 ０ ≤ ｙ ≤ ｙＡ１Ａ

［ＥＨ ＋ （ＥＡ － ＥＨ） ｆ（ｙ）］
ｙⅠ － ｙ

ρ
，　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ｙＡ１Ａ ≤ ｙ ≤ ｈ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（７）

　 　 当 εｃｓ ≤｜ εｃ ｜ ≤ εｃｆ，εｔｓ ≤ εｔ ≤ εｔｆ ，受压侧表层

开始发生相变并出现混合相，受压侧混合相与奥氏

体相形成相边界 ＢＣＡ，进入Ⅱ阶相变，如图 ３ｂ）所

示，截面上应力

σ（ｙ） ＝

ｆ（ｙ） σｔｓ ＋ Ｅ１

ｙⅡ － ｙ
ρ

－ εｔｓ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋ ［１ － ｆ（ｙ）］ＥＨ

ｙⅡ － ｙ
ρ

，　 　 ０ ≤ ｙ ≤ ｙＡ１Ａ

［ＥＨ ＋ （ＥＡ － ＥＨ） ｆ（ｙ）］
ｙⅡ － ｙ

ρ
，　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ｙＡ１Ａ ≤ ｙ ≤ ｙＢ１Ｂ

ｆ（ｙ） － σｃｓ ＋ Ｅ１

ｙⅡ － ｙ
ρ

＋ εｃｓ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋ ［１ － ｆ（ｙ）］ＥＨ

ｙⅡ － ｙ
ρ

，　 ｙＢ１Ｂ ≤ ｙ ≤ ｈ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（８）

　 　 当 εｃｓ ≤｜ εｃ ｜ ≤ εｃｆ，εｔｆ ≤ εｔ，受拉侧表层应变 εｔ

超过受拉侧相变结束临界应变 εｔｆ ，受拉侧表层出现

马氏体相，而受压侧表层仍处于混合相，受拉侧混合

相与马氏体相形成相边界 ＢＴＭ，如图 ３ｃ）所示，进入

Ⅲ阶相变，截面上应力为

σ（ｙ） ＝

ｆ（ｙ） σｔｆ ＋ ＥＭ

ｙⅢ － ｙ
ρ

－ εｔｆ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋ ［１ － ｆ（ｙ）］ＥＨ

ｙⅢ － ｙ
ρ

，　 　 ０ ≤ ｙ ≤ ｙＣ１Ｃ

ｆ（ｙ） σｔｓ ＋ Ｅ１

ｙⅢ － ｙ
ρ

－ εｔｓ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋ ［１ － ｆ（ｙ）］ＥＨ

ｙⅢ － ｙ
ρ

，　 　 ｙＣ１Ｃ ≤ ｙ ≤ ｙＡ１Ａ

［ＥＨ ＋ （ＥＡ － ＥＨ） ｆ（ｙ）］
ｙⅢ － ｙ

ρ
，　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ｙＡ１Ａ ≤ ｙ ≤ ｙＢ１Ｂ

ｆ（ｙ） － σｃｓ ＋ Ｅ１

ｙⅢ － ｙ
ρ

＋ εｃｓ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋ ［１ － ｆ（ｙ）］ＥＨ

ｙⅢ － ｙ
ρ

，　 ｙＢ１Ｂ ≤ ｙ ≤ ｈ　

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

（９）

　 　 当 εｃｆ ≤｜ εｃ ｜ ，εｔｆ ≤ εｔ，受压侧表层应变 εｃ 超过

受压侧相变结束临界应变 εｃｆ ，受压侧表层出现马氏

体相，受压侧混合相和马氏体相形成相边界 ＢＣＭ，
进入Ⅳ阶相变，如图 ３ｄ）所示，截面上应力为

σ（ｙ） ＝

ｆ（ｙ） σｔｆ ＋ ＥＭ

ｙⅣ － ｙ
ρ

－ εｔｆ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋ ［１ － ｆ（ｙ）］ＥＨ

ｙⅣ － ｙ
ρ

，　 　 ０ ≤ ｙ ≤ ｙＣ１Ｃ

ｆ（ｙ） σｔｓ ＋ Ｅ１

ｙⅣ － ｙ
ρ

－ εｔｓ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋ ［１ － ｆ（ｙ）］ＥＨ

ｙⅣ － ｙ
ρ

，　 　 ｙＣ１Ｃ ≤ ｙ ≤ ｙＡ１Ａ

［ＥＨ ＋ （ＥＡ － ＥＨ） ｆ（ｙ）］
ｙⅣ － ｙ

ρ
，　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ｙＡ１Ａ ≤ ｙ ≤ ｙＢ１Ｂ

ｆ（ｙ） － σｃｓ ＋ Ｅ１

ｙⅣ － ｙ
ρ

＋ εｃｓ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋ ［１ － ｆ（ｙ）］ＥＨ

ｙⅣ － ｙ
ρ

，　 ｙＢ１Ｂ ≤ ｙ ≤ ｙＤ１Ｄ

ｆ（ｙ） － σｃｆ ＋ ＥＭ

ｙⅣ － ｙ
ρ

＋ εｃｆ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋ ［１ － ｆ（ｙ）］ＥＨ

ｙⅣ － ｙ
ρ

，　 ｙＤ１Ｄ ≤ ｙ ≤ ｈ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（１０）

式中： ｙｉ（ ｉ ＝ Ⅰ，Ⅱ，Ⅲ，Ⅳ） 表示不同阶段截面上中

性轴位置；Δｈ ＝ ｙｉ － ｙ０ 表示中性轴位移，相边界Ａ１Ａ，
Ｂ１Ｂ，Ｃ１Ｃ，Ｄ１Ｄ 的坐标分别为 ｙＡ１Ａ

＝ ｙｉ － εｔｓρ，ｙＢ１Ｂ
＝

ｙｉ ＋ εｃｓρ，ｙＣ１Ｃ
＝ ｙｉ － εｔｆρ，ｙＤ１Ｄ

＝ ｙｉ ＋ εｃｆρ。 ＥＭ 为马氏

体相弹性模量，Ｅ１ ＝
σ ｔｆ－σ ｔｓ

εｔｆ－εｔｓ
为混合相弹性模量。

·７９３１·
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当梁横截面弯矩为负时，截面及其微段的变形

相变过程与弯矩为正时的情况类似，不再赘述。
１．５　 临界应变模型

由形状记忆合金临界应力与温度的关系［１６］，马
氏体相变起始应力和结束应力与温度的表达为

σｍｉ ＝
σｃｒ

ｉ 　 　 　 　 　 　 　 　 Ｔ ≤ Ｍｓ

σｃｒ
ｉ ＋ ＣＭ（Ｔ － Ｍｓ）　 Ｔ ＞ Ｍｓ

{ （１１）

式中：下标 ｉ 取 ｓ 与 ｆ 时分别表示相变起始和结束时

的临界应力；Ｍｓ 表示马氏体相变起始温度；ＣＭ 为

常数。
将马氏体相变起始应力值 σｍｓ 和相变结束应力

值 σｍｆ 分别作为相变起始应力 σｔｓ，σｃｓ 和相变结束应

力 σｔｆ，σｃｆ 代入（７） ～ （１０） 式中，即可得到温度、荷

载、幂指数、拉压不对称系数与曲率、中性轴位移、相
边界之间的关系。
１．６　 平衡方程

初始阶段，梁的平衡方程为

∫σｘ（ｙ）ｄＡ ＝ ｂ∫ｈ
０
［ＥＨ ＋ （ＥＡ － ＥＨ） ｆ（ｙ）］·

　 　
ｙ０ － ｙ

ρ
ｄｙ ＝ ０ （１２）

∫σｘ（ｙ）ｙｄＡ ＝ ｂ∫ｈ
０
ｙ［ＥＨ ＋ （ＥＡ － ＥＨ） ｆ（ｙ）］·

　 　
ｙ０ － ｙ

ρ
ｄｙ ＝ Ｍ（ｘ） （１３）

　 　 Ⅰ阶相变阶段，梁的平衡方程为

ｂ∫ｙⅠ－
σｃｒ
ｓ ＋ＣＭ（Ｔ－Ｍｓ）

ＥＡ
ρ

０
ｆ（ｙ） σｃｒ

ｓ ＋ ＣＭ（Ｔ － Ｍｓ） ＋ Ｅ１ (
ｙⅠ － ｙ

ρ
－
σｃｒ

ｓ ＋ ＣＭ（Ｔ － Ｍｓ）
ＥＡ

)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú{ ＋ ［１ － ｆ（ｙ）］ＥＨ

ｙⅠ － ｙ
ρ } ｄｙ ＋

　 ｂ∫ｈ
ｙ
Ⅰ
－
σｃｒ
ｓ ＋ＣＭ（Ｔ－Ｍｓ）

ＥＡ
ρ
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　 　 Ⅱ阶相变阶段，梁的平衡方程为
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　 　 Ⅲ阶相变阶段，梁的平衡方程为
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２　 结果与讨论

设 ＦＧ⁃ＳＭＡ 超静定梁长、宽、高为 ｌ ＝ ２００ ｍｍ，
ｈ＝ ２０ ｍｍ，ｂ＝ １５ ｍｍ，受均布载荷 ｑ 以及集中载荷 Ｆ
作用，模型如图 １ 所示。 选用 Ｎｉ５５ Ｔｉ 材料，相关参

数为［１６］

ＥＨ ＝ ２１０ ＧＰａ， ＥＡ ＝ ６７ ＧＰａ

ＥＭ ＝ ２６．３ ＧＰａ， σｃｒ
ｓ ＝ １００ ＭＰａ，

σｃｒ
ｆ ＝ １７０ ＭＰａ， εＬ ＝ ０．０６７，

Ｍｓ ＝ １８．４℃， ＣＭ ＝ ８ ＭＰａ ／ ℃

２．１　 中性轴位移

图 ４ａ） ～４ｄ）分别表示载荷、拉压不对称系数、
幂指数以及温度对截面中性轴位移的影响。 计算结

果显示：不论弯矩为正还是为负，中性轴都率先向截

面受压侧移动，且中性轴位移随载荷的增大而增大；
中性轴位移随着拉压不对称系数的增大而减小，但
影响较小；幂指数越大，中性轴位移越小；随着温度

的升高，中性轴位移减小，且温度越高，影响越小。
２．２　 曲率

图 ５ａ） ～５ｄ）分别表示载荷、拉压不对称系数、
幂指数以及温度对曲率的影响。 计算结果显示：进
入相变阶段以后，在最大正负弯矩处，即 ｘ ＝ １００ ｍｍ
和 ｘ＝ ２００ ｍｍ 处，曲率分别达到最大值。 曲率随着

载荷的增大而增大；曲率随着拉压不对称系数的增

大而减小，但影响较小；曲率随着幂指数的增大而减

小；曲率随着温度的升高而减小。
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图 ４　 中性轴位移与截面位置的关系

图 ５　 曲率与截面位置的关系

２．３　 相边界

图 ６ａ） ～６ｄ）分别表示载荷、拉压不对称系数、
幂指数以及温度对相边界的影响。 计算结果显示：
相边界随着载荷增大越远离截面边缘；拉压不对称

系数对受拉侧相边界影响不大，但可以看出对受压

侧相边界影响较大，且随着拉压不对称系数的增大

而越靠近截面边缘；相边界随着幂指数的增大越靠

近截面边缘，且幂指数越小，越易发生相变；相边界

随着温度的升高越靠近截面边缘，且温度越高，影响

越小，越不易发生相变。

图 ６　 相边界与截面位置的关系

３　 结　 论

１） 在相变阶段，中性轴位移随着载荷的增大而

增大；在分别改变幂指数和温度时，中性轴位移随着

幂指数的增大和温度的升高而减小，但影响较小。
２） 初始阶段，载荷、幂指数和温度对曲率影响

较小，在相变阶段，曲率在 ｘ ＝ １００ ｍｍ 和 ｘ ＝ ２００ ｍｍ

处分别达到最大值，且曲率的变化量随载荷的增大

而增大，而随着幂指数的增大和温度的升高而减小。
３） 相边界随着载荷的增大越远离截面边缘，随

着幂指数的增大与温度的升高越靠近截面边缘，越
不易发生相变。

４） 对功能梯度形状记忆合金梁而言，由于 ＳＭＡ
的体积分数沿着截面高度呈幂指数变化，一定程度

上降低了拉压不对称性对材料力学性能的影响。
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