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摘　 要：对于工业机器人速度约束的点到点关节运动规划，三次多项式规划存在角加速度不连续的问

题，五次多项式规划方法需要预先设定目标点的角加速度值，容易引起角速度较大波动，３－５－…－５－３
混合多项式规划因为五次多项式的存在，同样容易引起角速度较大波动。 针对这些问题，提出一种三

次多项式与四次多项式混合规划方法，第一段运动规划采用三次多项式插值，其余规划都采用四次多

项式插值，在指定中间目标点角速度的同时，确保角加速度的连续性，且无需预先设定角加速度的值，
避免角加速度预设定值不合理引起的角速度较大波动。 并且为了避免运动规划中出现角速度峰值过

大，提出了运动时间的计算方法，并设定 ２ 个目标点处较大速度为最大值，使得规划的角速度波动较

小。 通过算例验证了所提方法的合理性和有效性，与其他 ２ 种规划方法进行比较，有效解决了速度约

束的点到点关节运动规划存在的问题，有利于提升工业机器人的工作性能和使用寿命。
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　 　 工业机器人广泛应用于搬运、码垛、喷漆、焊接、
装配等领域，随着工业机器人技术的发展，工业机器

人逐渐用于打磨抛光、监测、自动检测系统等领域，
工作性能要求更高，因而对工业机器人运动规划提

出更高要求。 工业机器人运动规划不仅对末端执行

器的位移、速度有着严格的要求，而且良好的轨迹规

划还可以保证良好的运动平稳性和较小的机械磨

损，提高机器人工作性能［１］。
工业机器人运动规划分为 ２ 种类型，一种是作

业空间中末端执行器运动规划，另一种是关节空间

中关节运动规划。 作业空间中末端执行器运动规

划，需要反复求解逆运动方程来计算各关节的角位

移和角速度，计算量比较大，且有时会出现奇异点，
不能正确驱动各关节运动。 关节空间中关节运动规

划，只需要进行少数目标点位姿与速度的逆运动学

计算，极大减少计算量，且不用考虑关节奇异点以及

冗余问题，更适合工业机器人点到点的运动［２］。

几种主要的工业机器人关节运动规划方法如

下：抛物线过渡的线性规划优势在于线性阶段关节

转速保持恒定，但是必须保证有足够的过渡时间，并
且角加速度有间断点。 三次多项式规划方法简单，
计算量少，但对于速度约束的点到点运动，连接点处

的角加速度会出现间断点，角加速度不连续，机器臂

容易产生颤抖，影响作业性能和使命寿命。 五次多

项式规划角加速度是连续的，但需要预先设定关节

在各目标点的角加速度值，如果设置不当，角速度曲

线会出现往复波动现象，不利于关节运动控制。 然

而，预先设置合适的角加速度值较为困难［３］。 并且

五次多项次数比较高，角速度曲线和角加速度曲线

变化也比较激烈，容易使角速度和角加速度峰值较

大［４］。 三次 Ｂ 样条曲线也常用于工业机器人运动

规划［５⁃６］。 三次 Ｂ 样条曲线用于机器人关节速度约

束的点到点运动规划时， 在连接点处角加速度会出

现间断点，角加速度不连续。 有研究人员对三次 Ｂ
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样条曲线进行参数控制，对 Ｂ 样条曲线一阶导数约

束的同时，实现了各型值点处 Ｇ２ 连续，但并不是 Ｃ２
连续，二阶导数并不是真正的连续［７⁃８］。

为了进一步解决较复杂的多个目标点关节规

划，Ｎｉｋｕ［９］提出 ４－３－４ 多项式样条拼接方法，该方

法确保了连接点处角加速度的连续性，但只能指定

首、末 ２ 个目标点处的角速度，中间目标点处的角速

度不能任意指定。 Ｘｕ 等［１０］提出 ３－５－３ 多项式样条

拼接方法，该方法能够任意指定中间目标点处的角

速度，并且角加速度是连续的，但是当目标点超过

５ 个时，需要预先设定目标点的角加速度值，角加速

度预设定值不适当会引起角速度较大波动。
除了上述方法外，许多研究人员对工业机器人

关节运动规划也做了相关研究。 田国富等［１１］ 采用

内插法替代五次多项式插值对机械臂关节进行连续

运动规划，得到 Ｃ２ 连续的平滑运动规划，但该方法

没有对关节中间目标点的角速度进行约束，无法指

定中间点的角速度。 施祥玲等［１２］ 采用五次非均匀

有理样条曲线（ＮＵＲＢＳ）对关节运动轨迹进行规划，
构造了高阶连续的关节运动轨迹。 该方法忽略了

ＮＵＲＢＳ 曲线方程可能存在分母项为零的情况，规划

曲线有出现突变值的可能性。 刘承立等［１３］ 采用三

次多项式关节规划，通过把 ２ 个目标点按均匀时间

划分为 ５ 个点，１ 条规划曲线变为 ３ 条规划曲线，得
到起点和终点加速度为 ０ 的平滑规划曲线，但不能

指定中间目标点的角速度。 Ｐａｒｉｋｈ 等［１４］ 采用七次

多项式和九次多项式对机器人关节进行运动规划，
关节运动路径高阶平滑，关节的速度和加速度连续，
但是高阶多项式不仅计算量较大，并且运动轨迹中

会产生较大的加速度和速度峰值。
综上所述，对于速度约束的点到点关节运动规

划，采用低阶次运动规划方法时，中间目标点的角加

速度不连续，会带来附加冲击和振动，影响工业机器

人的使用寿命和工作性能。 采用高阶次运动规划方

法时，虽然解决了角加速度连续的问题，但需要预先

设定目标点处的角加速度值。 设定合适的角加速度

值是个难点，容易引起角速度曲线较大波动。 再有，
规划方法的阶次越高，运动曲线变化越激烈，角速度

峰值和角加速度峰值较大，这些都不利于机器臂平

稳工作。 本文提出一种三次多项式与四次多项式混

合拼接规划方法，对中间目标点的速度进行约束的

同时，能够保证中间点处加速度保持连续性，并且角

速度波动较小。

１　 速度约束的点到点关节运动

工业机器人末端执行器是最终执行元件，是机

器人作业的执行器件。 末端执行器的运动模式主要

有点到点 （ ｐｏｉｎｔ ｔｏ ｐｏｉｎｔ， ＰＴＰ ） 运动和连续路径

（ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｐａｔｈ，ＣＰ）运动。 末端执行器的运动是

由机器人各关节共同运动合成的结果，末端执行器

的运动和关节有对应的关系。
１．１　 关节点到点运动

工业机器人点到点的运动模式适用于点焊、搬
运、装卸、电路板插入元件等作业。 末端执行器从起

点运动到终点，只需规定末端执行器在起点与终点

的位置和姿态，起点与终点之间末端执行器的路径

和姿态并不作规定与要求。
当末端执行器进行点到点的运动时，工业机器

人转动的关节相应地进行点到点的转动。 如图 １ 所

示，以关节 １ 为例，当末端执行器从起点 ＰＡ 运动到

终点 ＰＢ，关节 １ 相应地从起点 Ａ 转动到终点 Ｂ。

图 １　 关节点到点运动

末端执行器位姿与各关节角位移具有相应函数

关系，如（１）式所示。 末端执行器速度与各关节角

速度也具有相应的函数关系，如（２）式所示。
ｆ（θｉ） ＝ ［ｘ　 ｙ　 ｚ　 α　 β　 γ］ Ｔ （１）

Ｊ·ωＴ
ｉ ＝ ［ｖｘ 　 ｖｙ 　 ｖｚ 　 ωｘ 　 ωｙ 　 ωｚ］ Ｔ （２）

式中： ［ｘ ｙ ｚ α β γ］ 是末端执行器的位姿；θ ｉ 是各个

关节角位移；ｆ称为各个关节转角与末端执行器位姿

之间的正向运动函数；［ｖｘ ｖｙ ｖｚ ω ｘ ω ｙ ω ｚ］ 是末端执行

器的线速度和角速度；ω ｉ 是各个关节角速度；Ｊ 是速

度雅克比矩阵。 各种类型的机械臂正向运动函数 ｆ
以及速度雅克比矩阵 Ｊ 是各不相同的。

根据末端执行器的位姿和速度可以反求各关节

５８
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的角位移和角速度，如（３） ～ （４）式所示，称之为逆

运动学［９］。
θＴ
ｉ ＝ ｆ －１（θｉ）·［ｘ　 ｙ　 ｚ　 α　 β　 γ］ Ｔ （３）

ωＴ
ｉ ＝ Ｊ －１·［ｖｘ 　 ｖｙ 　 ｖｚ 　 ωｘ 　 ωｙ 　 ωｚ］ Ｔ （４）

　 　 根据末端执行器起点和终点的位姿和速度，通
过逆运动学解可求得各关节的起点和终点的角位移

值和角速度值，称之为关节起点和终点的边界约束

条件。 根据起点和终点的边界约束条件，进行各个

关节运动规划，各关节运动规划最终合成为末端执

行器的运动，流程如图 ２ 所示。 这种点到点运动模

式下，末端执行器在起点和终点的速度都为 ０，所以

各关节对应的起点和终点的角速度也为 ０，以图 １
的关节 １ 为例， ω ａ ＝ ω ｂ ＝ ０。

图 ２　 末端执行器点到点运动与关节点到点运动规划

１．２　 速度约束的点到点关节运动

当末端执行器点到点运动的起点和终点之间存

在多个中间目标点，并且末端执行器需要以规定的

速度经过中间目标点，对目标点的位置和速度都要

进行约束。 末端执行器进行速度约束的点到点运动

模式时，各运动关节相应进行速度约束的点到点转

动，对关节中间目标点的角位移和角速度进行约束，
才能满足末端执行器在目标点处的位置和速度

要求。

图 ３　 速度约束的关节点到点运动

如图 ３ 所示，末端执行器从起点 ＰＡ 运动到终点

ＰＤ，途中以指定的速度经过 ２ 个中间目标点 ＰＢ 和

ＰＣ，各运动关节要进行相应的转动。 以关节 １ 为例，
关节１对应地从起点 Ａ转动到终点Ｄ，途经中间目标

点Ｂ和Ｃ，在中间目标点Ｂ点和Ｃ点角位移和角速度

需要进行约束，角速度值一般不为 ０，因此，关节 １进

行的是角速度约束的点到点运动。 通过逆运动学求

解，可以通过末端执行器的位姿和速度求得关节各

目标点的角位移和角速度边界约束条件，就可以对

关节 １ 的运动轨迹进行分段规划，对于其他关节也

是同样如此，最后各个关节共同合成末端执行器的

运动。

２　 关节运动规划方法

工业机器人关节运动规划最常用的方法主要有

三次多项式规划、五次多项式规划。
２．１　 三次多项式运动规划

多项式插值是一种较为常见的插值方法，用于

离散点之间的插值，这与工业机器人点到点运动特

点相符合，因此常用于工业机器人运动规划。 三次

多项式插值是工业机器人关节常采用的一种运动规

划方法，三次多项式插值方程如（５）式所示

θ（ ｔ） ＝ ａ０ ＋ ａ１ ｔ ＋ ａ２ ｔ２ ＋ ａ３ ｔ３ （５）
式中： ｔ 为时间变量；ａ０， ａ１， ａ２， ａ３ 是三次多项式插

值方程的４个系数，需要根据２个目标插值点边界约

束条件求解这 ４ 个系数。
将初始时间、结束时间以及 ２ 个目标点的角位

移、角速度约束条件分别代入（５）式及其一阶导数

中，经过经整理可以得到求解系数的（６）式。
ａ０

ａ１

ａ２

ａ３

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

＝

１ ｔ０ ｔ２０ ｔ３０
１ ｔ１ ｔ２１ ｔ３１
０ １ ２ｔ０ ３ｔ２０
０ １ ２ｔ１ ３ｔ２１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

－１ θ０

θ１

ω０

ω１

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

（６）

式中： ｔ０ 为初始时间；ｔ１ 为结束时间。 θ ０ 与 θ １ 分别

为 ２个目标点的角位移；ω ０ 与 ω １ 分别为 ２个目标点

的角速度，这些值可以通过逆运动学求得。 对于普

通的点到点运动，ω ０ 和 ω １ 都为 ０。 对于速度约束的

点到点运动，ω ０ 和 ω １ 可以不为 ０。 求得各系数之

后，就可以得到满足 ２ 个目标点边界约束条件的三

次多项式规划方程。
三次多项式规划原理简单明了，运算量小，因此

广泛用于关节点到点的运动规划。 但是，三次多项

６８
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式用于速度约束的点到点运动规划时，各段规划连

接点处会出现角加速度不连续的情况，如图 ４ 所示。
加速度出现间断点会引起振动和冲击，影响工业机

器人的工作性能和使用寿命。

图 ４　 速度约束的点到点三次多项式角加速度规划

２．２　 五次多项式运动规划

五次多项式插值也常用于工业机器人关节运动

规划，采用五次多项式规划能保证在各规划段的连

接点处角加速度是连续的。 五次多项式插值方程如

（７）式所示

θ（ ｔ） ＝ ａ０ ＋ ａ１ ｔ ＋ ａ２ ｔ２ ＋ ａ３ ｔ３ ＋ ａ４ ｔ４ ＋ ａ５ ｔ５ （７）
式中： ｔ 为时间变量；ａ０， ａ１， ａ２， ａ３， ａ４， ａ５ 是五次

多项式方程的６个系数，需要根据关节２个目标插值

点的角位移、角速度和角加速度边界约束条件求解

方程中的 ６ 个系数。
将初始时间、结束时间、２ 个目标点的角位移和

角速度的约束条件以及预设定的角加速度分别代入

（７）式及其一阶导数和二阶导数中，经过经整理可

以得到求解系数的（８）式。

ａ０

ａ１

ａ２

ａ３

ａ４

ａ５

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

＝

１ ｔ０ ｔ２０ ｔ３０ ｔ４０ ｔ５０
１ ｔ１ ｔ２１ ｔ３１ ｔ４１ ｔ５１
０ １ ２ｔ０ ３ｔ２０ ４ｔ３０ ５ｔ４０
０ １ ２ｔ１ ３ｔ２１ ４ｔ３１ ５ｔ４１
０ ０ ２ ６ｔ０ １２ｔ２０ ２０ｔ３０
０ ０ ２ ６ｔ１ １２ｔ２１ ２０ｔ３１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

－１
θ０

θ１

ω０

ω１

ε０

ε１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

（８）
式中： ｔ０，ｔ１，θ ０，θ １，ω ０ 和 ω １ 与（６） 式中的物理意义

相同；ε ０ 和 ε １ 分别为 ２ 个目标点的角加速度，需要

预先设定。 求得各系数之后，就可以得到满足 ２ 个

目标点约束边界条件的五次多项式规划方程。 从

（８）式中可以看出，只要在前、后段规划运动的连接

点处设置相等的角加速度值就能保证加速度是连

续的。
五次多项式运动规划需要预先设定目标点处关

节角加速度的值，如果角加速度数值设定不合适则

会引起角速度较大的波动。 如图 ５ 所示，由于在点

Ａ 点和 Ｂ 点处的角加速度设定不合适，导致角速度

规划曲线 ω １（ ｔ） ′ 和曲线 ω ２（ ｔ） ″ 出现角速度往复波

动，关节电机需要来回加减速，不利于关节角速度的

控制。 但角加速度要找到合适的预设定值并不容

易，因此容易出现角速度波动的情况。

图 ５　 五次多项式规划角速度波动

３　 混合多项式插值的关节运动规划

三次多项式规划用于速度约束的多目标点规划

时，角加速度不连续，出现间断点。 五次多项式规划

时角加速度是连续的，但会出现角速度波动大的问

题。 因此，出现多项式混合插值规划的方法。
３．１　 多项式拼接规划

虽然三次多项式规划简单实用，速度平稳，但是

单一的三次多项式规划方法显然难以满足工业机器

人日益提高的性能要求，于是出现三次多项式与其

他多项式混合使用的方法。
Ｎｉｋｕ［９］提出 ４ 个目标点的 ４－３－４ 多项式拼接

方法用于关节运动规划，该方法可以扩展到高于

４ 个目标点的多项式拼接 ４－３－…－３－４。 这种拼接

方法虽然能确保目标点处角加速度是连续的，但是

只能指定首、末 ２ 个目标点处的角速度，中间目标点

处的角速度不能任意指定。 Ｘｕ 等［１０］提出 ３－５－３ 多

项式样条拼接方法，该方法能够任意指定中间目标

点处的角速度，并且角加速度是连续的，该方法因为

五次多项式的角速度由前后 ２ 段三次多项得到，所
以不需要进行角加速度的设置。 但是当目标点超过

５ 个时，拼接方法成为 ３－５－…－５－３，此时就需要对

五次多项式的加速度进行预先设定，角加速度预设
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定值不适当时会引起角速度较大波动，角速度运动

不平稳。
本文提出的 ３－４－…－４－４ 的混合多项拼接方

法，可以任意指定各目标点的角速度，确保角加速度

的连续性，并且无需预先设定角加速度的值，避免角

加速度预设定值不适当带来的角速度较大波动，解
决了现有的多项式样条拼接方法存在的不足。
３．２　 四次多项式运动规划

本方法运用到四次多项式插值，四次多项式插

值方程如（９）式所示

θ（ ｔ） ＝ ａ０ ＋ ａ１ ｔ ＋ ａ２ ｔ２ ＋ ａ３ ｔ３ ＋ ａ４ ｔ４ （９）
式中： ｔ 为时间变量；ａ０， ａ１， ａ２， ａ３， ａ４ 是四次多项

式插值方程的５个系数，需要根据关节２个目标插值

点约束要求求解各系数。
将初始时间、结束时间、２ 个目标点的角位移和

角速度的约束条件以及 １ 个目标点的角加速度代入

（９）式及一阶导数和二阶导数中，经过经整理可以

得到求解系数的公式（１０）。

ａ０

ａ１

ａ２

ａ３

ａ４

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

＝

１ ｔ０ ｔ２０ ｔ３０ ｔ４０
１ ｔ１ ｔ２１ ｔ３１ ｔ４１
０ １ ２ｔ０ ３ｔ２０ ４ｔ３０
０ １ ２ｔ１ ３ｔ２１ ４ｔ３１
０ ０ ２ ６ｔ０ １２ｔ２０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
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－１ θ０
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ω０

ω１
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é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

（１０）

式中： ｔ０，ｔ１，θ ０，θ １，ω ０ 和 ω １ 与（６） 式中的物理意义

是一样的；ε ０ 为 ２ 个目标点的任意一个目标点的角

加速度。 这里规定 ε ０ 为两个目标点中前一个目标

点的角加速度，目的是为了与上一段运动规划的加

速度在连接点处相等，也即让加速度在连接点处保

持连续。 因此，ε ０ 可从上一段运动规划得到，而不

需要设先设定，避免角加速度预设定不合适带来速

度波动的问题。 求得各系数之后，就可以得到满足

２ 个目标点约束边界条件的四次多项式规划方程。
３．３　 运动规划时间的计算

关节的运动时间与末端执行器的运动时间是同

步、相等的。 对于连续路径运动，末端执行器的运动

时间等于位移量除以工作运动速度，关节运动时间

也等于该时间。 对于有时间要求的点到点运动，例
如生产流水线分捡、工装等，末端执行器运动时间是

根据工作要求而进行设定，关节运动时间也与之

同步。
对于没有时间约束的点到点运动，关节运动时

间不是唯一的，需要根据一定的条件进行设定。 对

于关节点到点的运动，目标点中间的速度没有进行

约束，如果运动时间非常短，目标点的位移又比较

大，过程转动中可能出现关节速度过大，甚至超过了

电机允许的最大转速，即“飞车”现象，这是不允许

的，因此在关节最大转速小于电机允许的最大转速

的前提下，设定合适的关节运动时间。
根据求极值的原理，函数的导数为 ０ 处存在极

值。 对于三次多项式规划方程，二阶导数为 ０ 处，其
一阶导数存在极值，即角速度存在极大值或极小值，
暂且以极大值叙述。 根据三次多项规划方程（５），
令关节角位移的二阶导数等于 ０，如（１１）式所示，可
以得到关节运动出现最大角速度的时间 ｔｍ ，如（１２）
式所示。

θ̈（ ｔ） ＝ ２ａ２ ＋ ６ａ３ ｔ ＝ ０ （１１）

ｔｍ ＝
－ ａ２

３ａ３
（１２）

　 　 将 ｔｍ 代入关节角速度 θ̇（ ｔ） 中，并将关节最大角

速度设定为 ωｍａｘ，得到（１３） 式。 将（１３） 式整理之

后，得到关节最大速度表达式（１４）。
θ̇（ ｔｍ） ＝ ａ１ ＋ ２ａ２ ｔｍ ＋ ３ａ３ ｔ２ｍ ＝ ωｍａｘ （１３）

ωｍａｘ ＝
－ ａ２

２

３ａ３

＋ ａ１ （１４）

　 　 根据（６）式，系数 ａ１， ａ２， ａ３ 是关于 ｔ０， ｔ１， θ ０，
θ １， ω ０， ω １ 的函数，θ ０， θ １， ω ０， ω １ 是已知量。 ｔ０ 是
开始时间，对于第一段运动规划 ｔ０ ＝ ０，对于其他运

动规划段，ｔ０ 等于前一段运动规划的结束时间，所以

ｔ０ 是已知量。 ｔ１ 是结束时间，是未知待求量。 将系

数 ａ１， ａ２， ａ３ 的表达式代入（１４）式中，得到（１５）式。

ωｍａｘ ＝
－ （ω２

０＋ ω０ω１＋ ω２
１）ｔ２１＋［２（ω２

０＋ ω０ω１＋ ω２
１）ｔ０ － ６（θ０－ θ１）（ω０＋ ω１）］ｔ１ｖ－ （ω２

０ ＋ ω０ω１ ＋ ω２
１）ｔ２０ ＋ ６（θ０ － θ１）（ω０ ＋ ω１）ｔ０ － ９（θ０ － θ１）２

３（ω０ ＋ ω１）ｔ２１ ＋ ６［（θ０ － θ１）－ （ω０ ＋ ω１）ｔ０］ｔ１ ＋ ３（ω０ ＋ ω１）ｔ２０ － ６（θ０ － θ１）ｔ０
（１５）
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　 　 令 ω ２
０ ＋ ω ０ω １ ＋ ω ２

１ ＝ Ｋ，θ ０ － θ １ ＝Ｍ，ω ０ ＋ ω １ ＝Ｎ，
可将（１５） 式简化为（１６）式。

ωｍａｘ ＝
－ Ｋｔ２１ ＋ （２Ｋｔ０ － ６ＭＮ） ｔ１ － Ｋｔ２０ ＋ ６ＭＮｔ０ － ９Ｍ２

３Ｎｔ２１ ＋ ６（Ｍ － Ｎｔ０） ｔ１ ＋ ３Ｎｔ２０ － ６Ｍｔ０
（１６）

　 　 （１６）式中只有 ｔ１ 是未知变量，其他都是已知

量，因此可以求解得到结束时间 ｔ１。 如果从时间效

率方面考虑，在电机最高转速范围内，将关节运动的

最大角速度 ωｍａｘ 设定得越高，则关节运动结束时间

越短，且不会出现因关节角速度超出电机允许的最

高转速而引起的“飞车” 现象。 如果从转动平稳方

面考虑，关节最大角速度 ωｍａｘ 越接近 ２ 个目标点中

较高的角速度，则速度波动越小。 结束时间 ｔ１ 随着

ωｍａｘ 变化而变化，可根据不同的需求设定ωｍａｘ 的值，
求解得到相应的结束时间。

因为角位移极值点 θ̇（ ｔｍ） 可能是极大值、极小

值或者不存在极值，需要处理。 如果终点角位移 θ １

大于起点角位移 θ ０，即 θ １ － θ ０ ＞ ０，位移增量为正，
会出现速度极大值，ωｍａｘ 正向转动取正值。 如果终

点角位移 θ １ 小于起点角位移 θ ０，即 θ １ － θ ０ ＜ ０，位移

增量为负，会出现速度极小值，ωｍａｘ 反向转动取负

值。 再通过上述方法，求取结束时间 ｔ１，结束时间 ｔ１
可能是１个值或是２个值。 进行极值点验证，将求解

得到的结束时间 ｔ１ 和其他已知参数带入（６） 式中，
求得三次多项式方程系数，最后得到三次多项方程

θ（ ｔ）。 若 θ（ ｔｍ） ＜ ０，关节角速度存在极大值；若

θ（ ｔｍ） ＞ ０，存在极小值；若 θ（ ｔｍ） ＝ ０，不存在极值，
需要把与之对应的其中一个结束时间 ｔ１ 去除。

对于四次多项运动规划，可采用类似的原理与

方法进行运动结束时间的求取。 因为最大角速度

ωｍａｘ 对应的二阶导数为 ０，即 θ̈（ ｔｍ） ＝ ０，但是对于四

次多项式规划，目标点处的角加速度有约束要求，目
标点处的角加速度一般不为 ０，所以设定关节最大

角速度 ωｍａｘ 接近且高于目标目点处的速度，这样的

设定速度波动较小。
３．４　 三次多项式与四次多项式混合插值的运动规

划原理

对于速度约束的点到点关节运动规划，本文提

出一种三次多项式和四次多项式混合插值进行速度

约束的点到点关节运动规划，第一段采用三次多项

式规划，其余都采用四次多项式规划，其原理与过程

配合图 ６ 叙述如下。 为了便于描述，把目标点依次

标记为 Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ…。

图 ６　 ３－４－…－４－４ 混合多项式运动规划流程图

　 　 １） 第一段运动规划采用三次多项式插值。 根

据目标点 Ａ 和 Ｂ 的角位移和角速度约束条件 θ Ａ，
θＢ， ω Ａ， ωＢ，初始时间 ｔＡ（ ｔＡ ＝ ０），并设定关节最高转

速 ω １ｍａｘ，求解运动结束时间 ｔＢ。
２） 根据 θ Ａ， θＢ， ω Ａ， ωＢ， ｔＡ， ｔＢ，运用（６） 式，求

解三次多项式插值方程的系数，得到第一段运动规

划方程。

３） 根据第一段运动规划方程，求得目标点 Ｂ 的

角加速度 εＢ，以供第二段运动规划使用。
４） 第二段运动规划采用四次多项式插值。 根

据目标点 Ｂ 和 Ｃ 的角位移和角速度约束条件 θＢ，
θＣ， ωＢ， ωＣ，初始时间 ｔＢ，Ｂ 点角加速度 εＢ，并设定

关节最高转速 ω ２ｍａｘ，求解结束时间 ｔＣ。
５） 根据 θＢ，θＣ，ωＢ，ωＣ，ｔＢ，ｔＣ，εＢ，运用（１０） 式，
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求解四次多项式插值方程的系数，得到第二段运动

规划方程。 因为第一段规划与第二段规划在连接点

Ｂ 处角加速度相等，所以确保这两段规划曲线在连

接点 Ｂ 处角加速度是连续的。
６） 根据第二段运动规划方程，求得目标点 Ｃ 的

角加速度 εＣ ，以供第三段运动规划使用。
７） 如果还有后续目标点，后面的运动规划都采

用四次多项式插值，重复步骤 ４） ～ ６），直到完成所

有目标点的运动规划。
从上述原理与步骤中可以看出，这种规划方法

不但能保证连接点处角加速度的连续性，且不用预

先设定目标点处角加速度的值，避免不合理角加速

度预定值带来的角速度波动。

４　 算例验证与分析

为了证验本文提出方法的合理性和有效性，运
用相关算例进行验证与分析说明。

算例　 工业机器人为了完成某项工作任务，关
节 １ 需要进行速度约束的点到点运动，从起始点 Ａ
开始转动，依次经过 Ｂ， Ｃ， Ｄ， Ｅ 点，各目标点的转

动量如表 １ 所示。 使用本文提出的三、四次多项式

混合插值，对该关节进行速度约束的点到点运动

规划。
表 １　 关节 １ 目标点约束条件

序号 目标点 角位移 θ ／ （°） 角速度 ω ／ （（°）·ｓ－１）

１ Ａ ０ ０

２ Ｂ ３０ ８

３ Ｃ ９０ ８

４ Ｄ １６０ ８

５ Ｅ ２５０ ０

１） 第一段运动规划，三次多项式插值。 从速度

平稳性考虑，对于三次多项插值，取 ２ 个目标点较大

速度为最大速度， ω １ｍａｘ ＝ ８，求得第一段运动结束时

间为 ５．６２５ ｓ，适当取整之后，取结束时间 ｔＢ ＝ ５ ｓ。
根据（６） 式求解第一段运动规划三次多项式的

系数，得到第一段运动规划方程，如（１７） 式所示。

θ１（ ｔ） ＝ ２ｔ２ － ０．１６ｔ３ 　 ０ ≤ ｔ ≤ ５ （１７）
　 　 根据该方程，得到第一段规划结束点 Ｂ 的角加

速度 εＢ ＝ － ０．８° ／ ｓ２ 以供第二段运动规划使用。
２） 第二段运动规划，四次多项式插值。 从速度

平稳性考虑，对于四次多项插值，最大速度设定为略

高于 ２ 个目标点较大转速，ω ２ｍａｘ ＝ ８．５° ／ ｓ，并求解第

二段运动结束时间 ｔＣ，去除复数解及异常解，有 ２ 个

合适解 １２．５５和 １３．２９，适当取整之后，取结束时间 ｔＣ
为 １３ ｓ。

根据（１０） 式求解第二段运动规划四次多项式

的系数，得到第二段运动规划方程，如（１８） 式所示。
θ２（ ｔ） ＝ － ３０．６７ ＋ １８．８２ｔ － １．９２９ｔ２ ＋

　 　 ０．１３５ｔ３ － ０．００３ｔ４ ５ ≤ ｔ ≤ １３　 （１８）
　 　 根据该方程，得到第二段规划结束点 Ｃ 的角加

速度 εＣ ＝ － ０．０５° ／ ｓ２ 以供第三段运动规划使用。
３） 第三段运动规划，四次多项式插值。 从速度

平稳出发，取关节最大速度为 ω ３ｍａｘ ＝ ８．５° ／ ｓ，并求解

第三段运动结束时间 ｔＤ，去除异常解，适当取整之

后，取结束时间 ｔＤ 为 ２２ ｓ。
根据（１０） 式求解第三段运动规划四次多项式

的系数，得到第三段运动规划方程，如（１９） 式所示。
θ３（ ｔ） ＝ １０．９８ ＋ ０．５７９ｔ ＋ ０．８ｔ２ － ０．０３７ｔ３ ＋ ０．０００ ６ｔ４

１３ ≤ ｔ ≤ ２２　 　 　 　 （１９）
　 　 根据该方程，求得第三段规划结束点 Ｄ 的角加

速度 εＤ ＝ ０．２４６° ／ ｓ２ 以供第四段运动规划使用。
４） 第四段运动规划，四次多项式插值。 从速度

平稳出发，取关节最大速度为 ω ４ｍａｘ ＝ ８．５° ／ ｓ，求解第

四段运动结束时间 ｔＥ，去除复数解和异常解，取整之

后，取结束时间 ｔＥ 为 ３５ ｓ。
根据（１０） 式求解第四段运动规划四次多项式

的系数，得到第四段运动规划方程，如（２０） 式所示。
θ４（ ｔ） ＝ － ３２５．１ ＋ ６８．２２ｔ － ４．２５６ｔ２ ＋

　 ０．１３ｔ３ － ０．００１ｔ４ ２２ ≤ ｔ ≤ ３５　 （２０）
　 　 至此，关节的运动规划完毕。 验证运动规划的

目标点是否满足边界约束条件，见表 ２。 从表 ２ 中

可以看出，４ 段运动规划的目标点都满足算例给定

的角位移和角速度约束条件，并且在各段连接点处

角加速度相等，保证了角加速度的连续性。
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表 ２　 目标点运动量检验

段数 目标点 角位移 θ ／ （°） 角速度 ω ／ （（°）·ｓ－２） 角加速度 ε ／ （（°）·ｓ－２） 时间 ｔ ／ ｓ

第一段
Ａ θ１（０）＝ ０ θ̇１（０）＝ ０ θ̈１（０）＝ ４ ０
Ｂ θ１（５）＝ ３０ θ̇１（５）＝ ８ θ̈１（５）＝ －０．８ ５

第二段
Ｂ θ２（５）＝ ３０ θ̇２（５）＝ ８ θ̈２（５）＝ －０．８ ５
Ｃ θ２（１３）＝ ９０ θ̇２（１３）＝ ８ θ̈２（１３）＝ －０．０５ １３

第三段
Ｃ θ３（１３）＝ ９０ θ̇３（１３）＝ ８ θ̈３（１３）＝ －０．０５ １３
Ｄ θ３（２２）＝ １６０ θ̇３（２２）＝ ８ θ̈３（２２）＝ ０．２４６ ２２

第四段
Ｄ θ４（２２）＝ １６０ θ̇４（２２）＝ ８ θ̈４（２２）＝ ０．２４６ ２２
Ｅ θ４（３５）＝ ２５０ θ̇４（３５）＝ ０ θ̈４（３５）＝ －２．４５２ ３５

　 　 根据求得的 ４ 段运动规划方程，绘制如图 ７ 所

示的运动规划曲线。 如图 ７ａ）所示，角位移规划曲

线变化平缓，并且目标点满足角位移的约束条件。
如图 ７ｂ）所示，目标点满足角速度约束条件，并且整

个角速度曲线光滑平稳，波动较小，并且没有出现大

的角速度峰值，说明所提出的运动时间计算方法是

合理可行的。 如图 ７ｃ）所示，角加速度变化平稳，在
各段连接点处是连续的，无间断点。 算例验证了本

文提出的运动时间计算方法的合理性以及所提出的

３－４－…－４－４ 混合多项式规划方法的合理性和有

效性。

图 ７　 ３－４－４－４ 混合多项式运动规划

　 　 本算例又分别采用了三次多项式和 ３－５－５－３
混合多项式进行规划，与本文提出的 ３－４－４－４ 多项

式规划进行比较。 图 ８ 是 ３ 种运动规划的角位移曲

线，３ 种规划都能满足目标点角位移要求，角位移曲

线基本相似，没有太大差别。

图 ８　 ３ 种运动规划的角位移曲线
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　 　 图 ９ 是 ３ 种运动规划的角速度曲线。 如图 ９ｂ）
所示，三次多项式规划的角速度曲线整体变化平稳，
角速度波动不大，但是连接点处有明显的尖锐点，在
Ｃ 点尤为明显，说明在连接点处角加速度虽然连续

但是并不平滑，如图 ９ｃ）所示，３－５－５－３ 规划的角速

度曲线在第二段和第三段中波动较大，说明在连接

点 Ｃ 的角加速度预设定的值不适当，因此造成角速

度曲线有较大的波动，角速度不平稳。 如图 ９ａ）所
示，采用本文提出的 ３－４－４－４ 规划方法，角速度曲

线整体变化平稳，在连接点处角速度光滑平稳。

图 ９　 ３ 种运动规划的角速度曲线

　 　 图 １０ 是 ３ 种运动规划的角加速度曲线。 如图

１０ｂ）所示，三次多项式规划在连接点 Ｂ，Ｃ，Ｄ 处角加

速度出现明显间断点，在连接点处角加速度不连续，
将会产生振动和冲击，不利于工业机器人的工作性

能和使用寿命。 如图 １０ｃ）所示，３－５－５－３ 规划方式

的角加速度在连接点处是连续的，但是在五次多项

式规划段中，角加速度波动较大。 如图 １０ａ）所示，
采用本文提出的 ３－４－４－４ 规划方法，角加速度在连

接点是连续的，并且整个加速度曲线变化较平稳。

图 １０　 ３ 种运动规划的角加速度曲线

　 　 从上述比较分析中可以看出，本文提出的方法

进行 ３－４－４－４ 混合多项式规划，相比于三次多项式

和 ３－５－５－３ 多项式规划，能更好地应用于速度约束

的点到点运动规划中，满足目标点角位移与角速度

约束要求的同时，保证了运动规划角加速度的连续

性，且不用预先设定目标点角加速度的值，减小角速

度变化波动。

５　 结　 论

对于速度约束的点到点运动，三次多项规划连

接点处角加速度不连续，出现间断点，会引起振动和

冲击，不利于机器人的使用寿命和工作性能。 五次

多项式规划解决了角加速度不连续问题，但需要预

先设定目标点处的角加速度，如果预先设定的角加

速度值不合适则会引起角速度来回波动，不利于控
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制。 对于现有的多项式样条曲线拼接方法，４－３－…
－３－４ 多项式规划的角加速度虽然连续，但是不能指

定中间目标点的角速度值，３－５－…－５－３ 多项式规

划方法因为五次多项式的存在，也需要预先设定角

加速度，同样容易引起角速度较大的波动。
针对这些存在问题，本文提出了 ３－４－…－４－４

混合多项式插值规划，这种规划方法主要有以下几

个优势：①在指定中间目标点角速度的同时，能够确

保在连接点处的角加速度是连续的，不会出现角加

速度间断点；②不需要预先设定目标点的角加速度，
避免预先设定的加速度值不适当引起角速度波动；
③提出运动时间的计算方法，避免运动规划中出现

速度峰值过大的现象，并且使规划的角速度波动较

小；④相关算例验证了所提方法的有效性和合理性，
较好地解决了现有规划方法存在的问题，能够很好

应用到速度约束的点到点运动规划中，有利工业机

器人的工作性能和使用寿命。
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