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摘　 要：齿轮传动特性是齿轮传动中最为重要的研究内容之一，而接触特性是影响齿轮传动性能的重

要因素，齿面接触分析（ＴＣＡ）模型的建立对分析齿轮副接触特性具有指导作用。 通过大刀盘成形原

理得到变双曲圆弧齿线圆柱齿轮刀具回转面方程，基于齿轮啮合条件建立了该齿轮的齿面数学模型。
考虑安装误差对齿轮接触性能的影响，建立了含有安装误差的 ＴＣＡ 模型，分析了不同安装误差和设

计参数对齿轮副几何接触特性及敏感性的影响。 结果表明：中心距误差会对变双曲圆弧齿线圆柱齿

轮副重合度产生影响；平行度误差对其传动特性影响很大，极大程度上改变了齿轮副接触区域的大小

和位置；设计参数对齿轮接触区域大小及位置也会造成不同程度的影响。

关　 键　 词：变双曲圆弧齿线圆柱齿轮；齿轮接触分析；安装误差；接触迹线

中图分类号：ＴＨ１３２　 　 　 文献标志码：Ａ　 　 　 文章编号：１０００⁃２７５８（２０２２）０３⁃０６７９⁃１１

　 　 变双曲圆弧齿线圆柱齿轮采用旋转刀盘法加

工，其沿齿宽方向的齿线为圆弧线，工作齿面为均匀

变化的双曲线族包络面，不仅具有传统齿轮传动的

特点， 而且具有更高的抗弯强度、更好的承载能力

以及更低的使用与安装要求， 具有广阔的应用

前景［１］。
国内外许多学者已对各种齿轮传动形式的接触

特性做了大量研究。 蒋进科等［２］ 通过对准双曲面

齿轮进行 ｅａｓｅ⁃ｏｆｆ 修形，得到了该齿轮齿面接触印痕

及其传动误差曲线。 Ｌｉｔｖｉｎ 等［３］ 在齿轮几何学与应

用理论一书中提出了对复杂齿面齿轮接触分析的方

法思路。 Ｔｓｅｎｇ 等［４］基于矢量法建立了弧齿圆柱齿

轮的数学模型，并分析了其接触特性。 李仕轩等［５］

针对渐开线圆柱蜗杆与斜齿轮传动副齿面接触问

题，基于空间啮合理论和微分几何，建立了传动副共

轭齿面接触轨迹及瞬时接触椭圆的数学模型。
Ｃｈｅｎ 等［６］分析了变螺旋角纯滚动圆柱斜齿轮以螺

距圆为中心的瞬时接触椭圆。 蒋进科等［７］ 通过构

造斜齿实际齿面，推导了齿面法矢、齿面接触与边缘

接触，对实际齿面进行了齿面接触分析，得到了齿面

印迹及传动误差，并验证了其正确性。 彭先龙等［８］

得到了面齿轮的拓扑修形齿面，并对其啮合传动进

行了研究，得到了其传动误差及接触印痕的变化规

律。 周如传等［９］ 推导了齿廓修形的锥形渐开线齿

轮和齿廓修形的面齿轮齿面方程，通过轮齿接触分

析（ＴＣＡ）和应力分析，得到了其接触印迹和传动误

差曲线。 赵宁等［１０］ 基于蜗杆砂轮磨削面齿轮原理

和空间曲面理论，推导了面齿轮齿面磨削点处主曲

率和主方向计算公式，获得了瞬时接触椭圆的变化

规律。 贺鹏等［１１］ 对渐开线直齿圆柱齿轮和面齿轮

的啮合特性进行了研究，通过分析啮合点处的弹性

变形与其曲率的关系，得到了面齿轮上的齿面接触

区域，最后分析了安装误差对接触区域的影响。 董

淑婧［１２］ 通过 Ｍａｔｌａｂ 编程实现了一对弧齿锥齿轮的

齿面接触分析，并分别确定不同位置的接触迹线的

形状。 苏进展等［１３］ 通过构建齿轮接触数学模型分
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析计算了采用刀倾法加工而成的弧齿线面齿轮的接

触特性，分析了加工参数及安装误差对接触特性的

影响。 Ｌｉｕ 等［１４］对弧齿锥齿轮进行了 ＴＣＡ，得到了

其接触形式与传动误差，对比了采用不同齿面生成

方式下的啮合性能，并得出了最优方案。 王星等［１５］

建立了格里森准双曲面齿轮齿面方程，对齿轮副进

行了轮齿接触分析，并验证了分析的正确性。 杜进

辅等［１６］建立了克林贝格制 Ｃｙｃｌｏ⁃ｐａｌｌｏｉｄ 摆线齿准

双曲面齿轮的全齿面模型，提出了一种改进的 ＴＣＡ
模型，通过对比接触印痕、传动误差，验证了此方法

的可行性。 江平等［１７］ 通过建立弧齿锥齿轮齿面数

学模型，进行了轮齿接触分析，并对其传动误差曲线

进行优化，得到了一种控制弧齿锥齿轮接触印痕高

度的方法。 张瑞亮等［１８］ 对双圆弧弧齿锥齿轮进行

了齿面接触分析，得到了齿轮在无安装误差条件下

的齿面接触区域和传动误差曲线。 何昕等［１９］ 对等

基圆齿锥齿轮的齿面接触特性进行了分析，讨论了

齿线和齿廓修形参数的改变对锥齿轮齿面接触区域

变化的影响。 朱晟平［２０］ 对圆弧齿廓弧线齿面齿轮

的啮合特性进行了深入分析，得到了三维可视化接

触迹线。 上述文献主要针对不同类型的齿轮进行了

齿面接触分析，而对于变双曲圆弧齿线圆柱齿轮的

齿面接触理论鲜有涉及。
本文通过建立包含安装误差的变双曲圆弧齿线

圆柱齿轮接触分析数学模型，分析在不同安装误差

下设计参数对变双曲圆弧齿线圆柱齿轮啮合性能的

影响规律，为分析和提高该齿轮的啮合性能提供理

论基础。

１　 变双曲圆弧齿线圆柱齿轮齿面数
学模型

１．１　 变双曲圆弧齿线圆柱齿轮成形原理

与一般圆柱齿轮不同，变双曲圆弧齿线圆柱齿

轮的加工方法与准双曲锥齿轮的加工方法类似，为
同一把刀具加工的双曲线包络而成的凹凸齿面。 其

加工采用旋转刀盘法，变双曲圆弧齿线圆柱齿轮经

大刀盘旋转加工而成，其加工原理如图 １ 所示，装有

双刃刀具的刀盘安装在机床主轴（Ｍ⁃Ｍ）上并绕自

身轴线转动，刀具的内外刃形成半径不等的 ２ 个圆

锥面即为齿轮凹凸齿面的成形面，为确保加工出完

整的齿形，齿轮工件即绕着自身轴线（Ａ⁃Ａ）转动，同

时沿水平方向作往复移动，一次加工过程中刀具同

时切削出变双曲圆弧齿形圆柱齿轮的凹凸齿面。

图 １　 变双曲圆弧齿线圆柱齿轮成形原理图

１．２　 成形刀具数学模型

采用旋转刀盘加工变双曲圆弧齿线圆柱齿轮

时，一对变双曲圆弧齿线圆柱齿轮副可由同一刀具

加工而成，为得到其齿面数学模型，通过建立齿轮工

件、刀盘和机床的坐标系，利用各坐标系间的变换来

描述刀具与工件间的运动，进而通过刀具方程推导

求得齿面方程。 变双曲圆弧齿线圆柱齿轮成形坐标

系如图 ２ 所示。

图 ２　 变双曲圆弧齿线圆柱齿轮成形坐标系

各坐标系意义如下：机床坐标系（刀具静坐标

系） Ｓ１（ｘ１，ｙ１，ｚ１）， 齿 轮 工 件 静 坐 标 系 Ｓｉ（ｘｉ，ｙｉ，
ｚｉ）（加工主动轮时 ｉ ＝ ｐ，加工从动轮时 ｉ ＝ ｇ），齿轮

工件动坐标系 Ｓｄ（ｘｄ，ｙｄ，ｚｄ）。 Ｒ为齿线半径（刀具回

转半径），Ｒ ｉ（ ｉ ＝ ｐ，ｇ） 为主、从动轮工件的分度圆半

径。 由参考文献［２１］ 可知成形刀具在机床坐标系

Ｓ１ 下的位置矢量及单位法向量分别为

·０８６·
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式中：ｍ为齿轮的模数；ｕｉ 为刀具沿母线方向到刀具

静坐标系 ｘ１ 轴的距离；α 为齿轮压力角；θ ｉ 表示刀具

的位置角；“ ±” 表示刀具的内外切削刃，上下部分

符号分别表示刀具内刃和外刃。
１．３　 啮合线的确定

由齿廓啮合基本定理可知，齿轮传动过程中，两
瞬心线作纯滚动，两齿廓则应时刻保持相切接触

（但有相对滑动）。 所以两齿廓要能连续地相切传

动，既不产生干涉，又不相互脱开，则它们在切触点

的相对运动速度一定与刀刃回转曲面上切触点的法

线矢量垂直，即［２２］

ｎ１
ｉ ·ｖｐｇ ＝ ０ （３）

式中， ｖｐｇ 为主从动轮在切触点的相对速度，可由

（１） 式求导得到。 ｎ１
ｉ 为在刀盘坐标系下切触点的法

线向量，即（２） 式。 故可求得变双曲圆弧齿线圆柱

齿轮的啮合方程为

ｆｉ（ｕｉ，θｉ，φｉ） ＝ ｕｉｃｏｓθｉ ± ｓｉｎαｃｏｓθｉ·

　 Ｒ ± π
４
ｍæ

è
ç

ö

ø
÷ ∓ ｓｉｎα（Ｒ ｉφｉ ＋ Ｒ） ＝ ０ （４）

将（４）式化简为关于 ｕｉ 的等式如下所示

ｕｉ ＝∓
ｓｉｎα ｃｏｓθｉ Ｒ ± π
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（５）式中各符号意义同（１）式。 联立方程（１）、（５）
可消除参数 ｕｉ，得到只含参数 θ ｉ，φ ｉ 的啮合线的数学

表达式，ｉ ＝ ｐ，ｇ 分别表示主、从动轮。
１．４　 齿面方程数学模型

根据空间啮合原理和微分几何［３，２２］，大小齿轮

工件与切削刀具内外刃的啮合线在对应齿轮的动坐

标系的轨迹即是大小齿轮的工作齿面。 加工过程

中，各坐标间的位置关系如图 ２ 所示，通过坐标变换

可得到主动轮齿面的位置矢量及其法向矢量

ｒｄｉ（ｕｉ，θｉ，φｉ） ＝ Ｍｄｉ（φｉ）·Ｍｉ１·ｒ１ｉ（ｕｉ，θｉ）

ｎｄ
ｉ（θｉ，φｉ） ＝ Ｌｄｉ（φｉ）·Ｌ ｉ１·ｎ１

ｉ（θｉ）
{ （６）

式中： Ｍｄｉ，Ｍｉ１ 分别为由坐标系 Ｓｉ 到 Ｓｄ 和坐标系 Ｓ１

到 Ｓｉ 的坐标变换矩阵，其表达式如下所示

Ｍｄｉ ＝

ｃｏｓφｉ ｓｉｎφｉ ０ Ｒ ｉφｉｃｏｓφｉ
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而其法矢量坐标变换矩阵 Ｌｄｉ，Ｌ ｉ１ 为与之对应的

Ｍｄｉ，Ｍｉ１ 位置矢量矩阵消去最后一行与最后一列的

三阶矩阵。 将（６） 式中上、下标 ｄ 替换为 Ｄ 即为在

坐标系 Ｓｄ（ｘｄ，ｙｄ，ｚｄ） 下从动轮齿面的位置矢量及其

法向矢量，即可得到主、从动齿轮的齿面方程数学

模型。

２　 变双曲圆弧齿线圆柱齿轮齿面接触
分析数学模型

２．１　 齿轮副的 ＴＣＡ 模型

变双曲圆弧齿线圆柱齿轮的啮合齿面为凹凸齿

面，其接触形式较为复杂，本文将采用 ＴＣＡ 方法对

其齿面接触特性进行分析，以啮合迹线和接触椭圆

为衡量标准来分析安装误差、刀盘半径等参数对变

双曲圆弧齿线圆柱齿轮副接触特性的影响。
（６）式已给出了齿轮齿面方程，在进行齿面接

触分析过程中，需要将所求齿面数学模型经过坐标

变换使主从动轮实现正确啮合。 变双曲圆弧齿线圆

柱齿轮中截面齿廓与渐开线圆柱齿轮相同，均为渐

开线齿廓，故安装条件类似。 图 ３ 所示为齿轮副齿

面啮合坐标系， Ｓｍ（Ｏｍ⁃ｘｍ，ｙｍ，ｚｍ） 为固定坐标系（啮
合坐标系），Ｓｄ（Ｏｄ⁃ｘｄ，ｙｄ，ｚｄ） 为主动轮动坐标系，
Ｓａ（Ｏａ⁃ｘａ，ｙａ，ｚａ） 为主动轮引入垂直误差 Δｖ 的坐标

系、Ｓｐ（Ｏｐ⁃ｘｐ，ｙｐ，ｚｐ） 为在坐标系 Ｓａ 基础上引入水平

轴向误差Δｈ的静坐标系。 ＳＤ（ＯＤ⁃ｘＤ，ｙＤ，ｚＤ） 为从动

轮的动坐标系，ＳＧ（ＯＧ⁃ｘＧ，ｙＧ，ｚＧ） 为从动轮无误差安

装时的参考坐标系，Ｓｇ（Ｏｇ⁃ｘｇ，ｙｇ，ｚｇ） 为从动轮在坐

标系 ＳＧ 基础上引入中心距误差 ｅｃ 的静坐标系。 Δｈ
为水平轴向误差，Δｖ 为垂直轴向误差，ｅｃ 为中心距

·１８６·
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误差。 ψｐ，ψｇ 分别表示主动轮、从动轮的位置角。
Ｒｐ，Ｒｇ 分别表示主动轮、从动轮的分度圆半径。

图 ３　 齿轮副接触分析坐标系

在啮合过程中，２ 个共轭曲面连续点接触，２ 个

曲面之间存在 １ 个切平面和 １ 个共享法向量［２３］。
根据图 ３ 所示各坐标系间的相对位置关系引入相应

的坐标变换矩阵，得出实现两齿面连续切触约束式

如下所示

ｒｍｐ （ｕｐ，θｐ，φｐ，ψｐ） ＝ ＭｍｐＭｐａＭａｄ（ψｐ）ｒｄｐ（ｕｐ，θｐ，φｐ）

ｎｍ
ｐ （θｐ，φｐ，ψｐ） ＝ ＬｍｐＬｐａＬａｄ（ψｐ）ｎｄ

ｐ（θｐ，φｐ）
{

（９）
ｒｍｇ（ｕｇ，θｇ，φｇ，ψｇ） ＝ ＭｍＧＭＧｇＭｇＤ（ψｇ）ｒＤｇ（ｕｇ，θｇ，φｇ）

ｎｍ
ｇ（θｇ，φｇ，ψｇ） ＝ ＬｍＧＬＧｇＬｇＤ（ψｇ）ｎＤ

ｇ（θｇ，φｇ）
{

（１０）
（９）式、（１０）式中各等式形式同（６）式。 式中 Ｍ，Ｌ
矩阵形式则同（７） 式、（８） 式，Ｍ 矩阵分别代表中心

距距离 （ＭｍＧ）、 主动轮转角 （Ｍａｄ）、 从动轮转角

（ＭｇＤ）、中心距误差（ＭＧｇ）、水平轴向误差（Ｍｐａ） 与

垂直轴向误差（Ｍｍｐ） 相对应的坐标变换矩阵（平
移、旋转），Ｌ 为与之对应的 Ｍ 位置矢量矩阵消去最

后一行与最后一列的三阶矩阵。 这里不再赘述。 故

变双曲圆弧齿线圆柱齿轮副接触分析的数学方程

为

ｒｍｐ （ｕｐ，θｐ，φｐ，ψｐ） ＝ ｒｍｇ（ｕｇ，θｇ，φｇ，ψｇ）

ｎｍ
ｐ （θｐ，φｐ，ψｐ） ＝ ｎｍ

ｇ（θｇ，φｇ，ψｇ）
{ （１１）

（１１）式为含有 ６ 个方程的方程组，其中未知数为

ｕｐ，θ ｐ，φ ｐ，ψ ｐ，ｕｇ，θ ｇ，φ ｇ，ψ ｇ。 由（５） 所示的啮合条

件可以看出未知量 ｕｉ 可以由含 θ ｉ，φ ｉ 两未知量的公

式表示，且 ｎｍ
ｐ （θ ｐ，φ ｐ，ψ ｐ），ｎｍ

ｇ（θ ｇ，φ ｇ，ψ ｇ） 都为单位

向量，故（１１） 式为含 ６ 个变量，５ 个独立方程的方程

组。 在进行接触计算时可将主动轮的位置角 ψ ｐ 作

为已知量，使方程变为 ５个未知量，５个方程，进而实

现对方程（１１） 的求解。
通过两齿轮啮合过程的关系，即主动轮齿根与

从动轮齿顶接触进入啮合，主动轮齿顶与从动轮齿

根接触退出啮合。 将两齿顶圆半径分别作为新的约

束条件引入方程（１１） 即可得到 ６ 个未知量，６ 个独

立方程，便可求解出主动轮啮入位置角、啮出位置

角。 啮合求解过程中主动轮的位置角 ψ ｐ 取值范围

可由以下（１２） ～ （１３）式求解：
啮入位置角

ｒｍｐ （ｕｐ，θｐ，φｐ，ψｐ） ＝ ｒｍｇ（ｕｇ，θｇ，φｇ，ψｇ）

ｎｍ
ｐ （θｐ，φｐ，ψｐ） ＝ ｎｍ

ｇ（θｇ，φｇ，ψｇ）

［ｒＤｇ（ｘ）］ ２ ＋ ［ｒＤｇ（ｙ）］ ２ ＝ ｒ２ｇａ

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１２）

式中， ｒＤｇ （ｘ），ｒＤｇ （ｙ） 分别代表从动轮齿面方程

ｒＤｇ（ｕｇ，θ ｇ，φ ｇ） 在坐标系 Ｓｄ（ｘｄ，ｙｄ，ｚｄ） 下的 ｘ，ｙ 方向

的分量，ｒｇａ 表示从动轮齿顶圆半径。
啮出位置角

ｒｍｐ （ｕｐ，θｐ，φｐ，ψｐ） ＝ ｒｍｇ（ｕｇ，θｇ，φｇ，ψｇ）

ｎｍ
ｐ （θｐ，φｐ，ψｐ） ＝ ｎｍ

ｇ（θｇ，φｇ，ψｇ）

［ｒｄｐ（ｘ）］ ２ ＋ ［ｒｄｐ（ｙ）］ ２ ＝ ｒ２ｐａ

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１３）

式中： ｒｄｐ（ｘ），ｒｄｐ（ｙ） 分别代表主动轮齿面方程 ｒｄｐ（ｕｐ，
θ ｐ，φ ｐ） 在坐标系 Ｓｄ（ｘｄ，ｙｄ，ｚｄ） 下的 ｘ，ｙ 方向的分

量；ｒｐａ 表示主动轮齿顶圆半径。
齿轮副由于引入了安装误差，在其传动过程中

传动误差也随即产生，经由方程（１２）、（１３）可以求

得从动轮啮入及啮出的实际角度。 用从动轮实际转

角与由主动轮转角及传动比所求得的理论转角做差

可求得齿轮副的传动误差如下［２４］

Δｅ ＝ ψｇ２ － ψｇ１ －
ｚ１
ｚ２
（ψｐ２ － ψｐ１） （１４）

式中： ψ ｐ１，ψ ｐ２ 分别表示主动轮啮入啮出角度；ψ ｇ１，
ψ ｇ２ 分别表示从动轮啮入啮出角度；ｚ１，ｚ２ 分别表示
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主从动轮齿数。
表 １　 齿轮副参数表

参数类别 参数取值

主从动齿轮模数 ｍ ２

主从动齿轮齿宽 Ｂ ／ ｍｍ ６０

主动轮齿数 Ｚｐ ３１

从动轮齿数 Ｚｇ ４９

主从动齿轮压力角 α ／ （°） ２０

主从动齿轮刀盘半径 Ｒ ／ ｍｍ １００

图 ４ ～ ６ 分别为引入中心距误差、水平轴向误

差、垂直轴向误差的接触迹线上的接触点与其所带

来的传动误差曲线。
从图 ４ 可以看出中心距误差只改变接触点径向

位置，且不会产生传动误差；从图 ５ 可以看出接触点

位置偏移程度随水平轴向误差的增大而增大，其传

动误差也呈逐渐增大趋势；从图 ６ 可以看出接触点

位置偏移程度随垂直轴向误差的增大而增大，但偏

移趋势与水平轴向误差相反，同时其传动误差也逐

渐朝坐标轴负方向增大。 总体来说，变双曲圆弧齿

线圆柱齿轮对由垂直轴向误差及水平轴向误差所引

起的接触点位置的变化及其传动误差的改变较为

敏感。

　 　 　 　 　 　 图 ４　 中心距误差的影响　 　 　 　 　 图 ５　 水平轴向误差的影响 图 ６　 垂直轴向误差的影响

２．２　 接触椭圆

变双曲圆弧齿线圆柱齿轮副其理论啮合过程为

点接触，由于材料的弹性变形，点接触齿轮在接触瞬

时接触点将扩展为一个椭圆区域，瞬时接触椭圆的

对称中心与理论切触点相重合，所形成的接触痕迹

为一组接触椭圆，接触椭圆大小可由两啮合齿面在

接触点主曲率确定。 通常考察接触椭圆在轻载情况

下进行，在轻载条件下，通常弹性变形量 δ 可取为

０．００６ ３２ ｍｍ［２５］。 通过上文变双曲圆弧齿线圆柱齿

轮副的 ＴＣＡ 模型可求出啮合迹线上各点位置参数，
通过齿面方程可求出接触点处齿面曲率方程，代入

位置参数即可求得齿面曲率，进而求得接触椭圆的

长轴及短轴大小。
接触点在齿面上的运动轨迹即为接触迹线，图

４～ ６ 相同颜色点所连成的曲线即为变双曲圆弧齿

线圆柱齿轮的接触迹线。 变双曲圆弧齿线圆柱齿轮
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齿面接触椭圆的长轴在齿面诱导法曲率最小极值的

方向，短轴则在齿面诱导法曲率最大极值的方向。
接触椭圆大小及位置可由两齿面啮合处的接触点位

置、法线位置及椭圆的长短半轴长度确定，最后将所

求接触点投影向同一平面，以接触点为圆心做接触

椭圆以得到齿面瞬时接触椭圆分布。 图 ７ 为主从动

轮的接触几何关系示意图，其中红色虚线为齿轮副

的接触迹线，红色椭圆即为齿轮副接触椭圆（接触

迹），ｘ，ｙ 轴分别为其切平面两相互垂直轴，分别表

示接触椭圆长轴方向和短轴方向。

图 ７　 主动轮与从动轮的接触几何关系

２．３　 主曲率计算

根据（６）式所得的齿面方程数学模型引入啮合

条件（５）式得到齿面矢量及单位法矢表达式

ｒ∑ｉ（θｉ，φｉ） ＝ ｘｉ ＋ ｙｉ ＋ ｚｉ （１５）

ｎｉ（θｉ，φｉ） ＝ ｘｉ ＋ ｙｉ ＋ ｚｉ （１６）
式中， θ ｉ，φ ｉ 均为齿面参数，对 ｒ∑（θ ｉ，ψ ｉ） 分别求一

阶偏导及二阶偏导并做如下定义

Ｅ ｉ ＝ ｒ２θ， Ｆ ｉ ＝ ｒθ·ｒψ， Ｇ ｉ ＝ ｒ２ψ
Ｌｉ ＝ ｒθθ·ｎｉ， Ｍｉ ＝ ｒθψ·ｎｉ， Ｎｉ ＝ ｒψψ·ｎｉ （１７）

式中： Ｅ ｉ，Ｆ ｉ，Ｇ ｉ 为曲面的第一类基本量；Ｌｉ，Ｍｉ，Ｎｉ 为

曲面的第二类基本量［２６］。
主曲率可以反映齿面几何特性，齿轮在啮合过

程中任意啮合点存在的 ２ 个正交的主方向都具有不

同的主曲率值。 而主曲率则为面高斯曲率 Ｋ和平均

曲率Ｈ所构成的一元二次方程的根。 变双曲圆弧齿

线圆柱齿轮齿面高斯曲率 Ｋ和平均曲率Ｈ及主曲率

Ｋ１，Ｋ２ 表达式如（１８） ～ （２１） 式所示［２７］

　 　 Ｋ ｉ ＝
ＬｉＮｉ － Ｍ２

ｉ

Ｅ ｉＧ ｉ － Ｆ２
ｉ

（１８）

　 　 Ｈｉ ＝
ＬｉＧ ｉ － ２ＭｉＦ ｉ ＋ ＮｉＥ ｉ

２（Ｅ ｉＧ ｉ － Ｆ２
ｉ ）

（１９）

　 　 Ｋ ｉ
１ ＝ Ｈｉ ＋ Ｈ２

ｉ － Ｋ ｉ （２０）

　 　 Ｋ ｉ
２ ＝ Ｈｉ － Ｈ２

ｉ － Ｋ ｉ （２１）
２．４　 接触椭圆计算

变双曲圆弧齿线圆柱齿轮接触椭圆长短半轴长

度可由（２２） ～ （２３） 式确定［２８］

ａ ＝ ２
δ

Ｋｐ
∑ － Ｋｇ

∑ － （ｇ２
ｐ － ２ｇｐｇｇｃｏｓ２σ ＋ ｇ２

ｇ）
æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

（２２）

ｂ ＝ ２
δ

Ｋｐ
∑ － Ｋｇ

∑ ＋ （ｇ２
ｐ － ２ｇｐｇｇｃｏｓ２σ ＋ ｇ２

ｇ）
æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

（２３）
式中： Ｋ ｉ

∑，ｇｉ 分别为齿面两主曲率之和及之差；
Ｋ ｉ
∑ ＝Ｋ ｉ

１ ＋ Ｋ ｉ
２，ｇｉ ＝ Ｋ ｉ

１ － Ｋ ｉ
２。

δ 为载荷作用下弹性变形量，取 ０．００６ ３２ ｍｍ。
σ 为两啮合齿面主曲率方向间的方向角，可以利用

（１６） 式中各齿面矢量的偏导再通过空间向量夹角

公式求得。 接触椭圆短轴与主曲率 Ｋ１ 方向夹角 α
（接触椭圆短轴偏转角度）可由（２４）式求得

ｃｏｓ２α ＝
ｇｐ － ｇｇｃｏｓ２σ

（ｇ２
ｐ － ２ｇｐｇｇｃｏｓ２σ ＋ ｇ２

ｇ） １ ／ ２ （２４）

３　 算　 例

变双曲圆弧齿线圆柱齿轮的几何特性主要由刀

盘半径 Ｒ 及齿轮分度圆半径 Ｒ ｉ 决定，故在用上述接

触分析模型进行仿真分析时，在考虑安装误差对接

触特性影响的基础上同时分析了刀盘半径 Ｒ、齿轮

齿数 Ｚｐ（Ｚｇ）、齿轮模数 ｍ 对接触特性的影响。
３．１　 安装误差对接触特性的影响分析

参照表 １ 所示设计参数，图 ８ ～ １１ 为安装误差

对齿轮几何接触特性的影响，且位于主动轮齿面，故
啮出位置接触点始终在齿顶圆上。 接触点位置已经

旋转投影在同一平面内，齿面接触点组成的连线即

为齿轮接触迹线。 从图 ８ 可以看出在没有安装误差

与只改变中心距误差的情况下变双曲圆弧齿线圆柱

齿轮的接触迹线均出现在齿轮的中截面上，中心距

误差的增大会导致接触区域更靠近主动轮齿根。 从

图 ９ 可知随着水平轴向误差的加大，齿轮副的接触

迹线向齿侧方向偏移，接触迹线倾斜与弯曲程度也

越来越大，其接触椭圆长短轴大小和方向均发生了

改变，同时不同的误差方向会使其接触区域向不同

侧偏移。
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　 图 ８　 中心距误差对接触区域的影响 图 ９　 水平轴向误差对接触区域的影响

　 　 图 １０ 为垂直轴向误差对接触区域的影响，随着

垂直轴向误差的加大，齿轮副的接触迹线的变化趋

势同上，但是其啮合迹线倾斜与弯曲方向与水平轴

向误差所带来的影响略有差异，其接触椭圆长短轴

大小和方向也会发生改变。 图 １１ 所示为同时引入

３ 种误差接触区域的变化情况，可以看出由于水平

轴向误差与垂直轴向误差对接触迹线造成的影响不

同，接触迹线在某些位置近乎一条直线。

　 　 　 　 　 　 　 图 １０　 垂直轴向误差对接触区域的影响 图 １１　 综合误差对接触区域的影响

３．２　 设计参数对接触特性的影响分析

假定该齿轮副在无中心距误差，引入垂直轴向

误差为 Δｖ 和水平轴向误差为 Δｈ。 分别考虑刀盘半

径 Ｒ、主动轮齿数 Ｚｐ、齿轮模数 ｍ 对接触特性的影

响，其仿真结果如图 １２～１４ 所示。

图 １２　 齿线半径对接触区域的影响
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　 　 从图 １２ 可以看出随着齿线半径的增大，齿轮副

接触区域向尺侧偏移，齿轮接触区域逐渐增大，接触

椭圆长轴变长，短轴变化不大，不同误差方向的几何

接触特性关于中截面对称。 造成接触椭圆长轴变长

的主要原因是齿线半径的增大齿面沿齿宽方向的主

曲率之差减小，在其接触并发生弹性变形情况下接

触椭圆长轴变长。
图 １３ 为模数对接触区域的影响，安装误差不变

的情况下，模数的增大会使齿轮接触迹线发生偏移，
同时会导致接触椭圆面积减小。 这是因为模数的变

化会导致两啮合齿面主曲率之差发生变化，进而造

成接触椭圆长轴变化，而模数的改变同时会造成齿

轮接触面积的变化，进而导致接触点位置的变化。
根据图 １３ 可以看出随着安装误差 Δｈ 的增大，

模数对接触区域的分布规律的影响更敏感。 随着模

数的增大，其齿全高随之增大，接触迹线增长。 图

１４ 为在同一安装条件下齿数对接触区域的影响，齿
数的增大会导致齿轮副接触区域向尺侧发生偏移，
接触椭圆大小变化不显著。 这是因为随着齿数的增

大，齿轮尺寸增大，相同的安装误差会使接触点位置

变化更大，水平轴向误差及垂直轴向误差对齿数的

改变更加敏感。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 图 １３　 模数对接触区域的影响 图 １４　 齿数对接触区域的影响

４　 结　 论

１） 中心距误差对齿轮接触区域影响最小，只会

改变变双曲圆弧齿线圆柱齿轮副的重合度和接触点

的径向位置，但不会改变接触区域的大小。
２） 轴平行度误差是影响变双曲圆弧齿线圆柱

齿轮副传动特性的重要因素，很大程度上影响了齿

轮副接触区域的位置，且垂直轴向误差相较于水平

轴向误差对接触区域的影响更为敏感，在齿轮装配

时应尽量避免产生过大的安装误差，以保证齿轮副

的良好接触性能。
３） 齿线半径是变双曲圆弧齿线圆柱齿轮传动

的主要设计参数，刀盘半径对接触区域的大小和位

置均有不同程度上的影响，对接触区域大小的影响

尤为严重，在选取齿线半径时应根据装配条件及其

他设计参数来合理选取刀盘半径的值，以确保在获

得较大接触区域的同时降低齿轮副对安装误差的敏

感度。
４） 齿数会对接触区域的分布产生影响，但是其

对接触区域的敏感度较低。 模数是影响接触区域的

高敏感性参数，模数的变化不仅会影响接触区域的

大小和接触迹线的位置，还会改变齿轮的齿全高，需
根据齿轮副对传动性能的具体要求进行合理选取。

经由上述分析齿线半径、模数及水平轴向误差

和垂直轴向误差对接触区域敏感性较高，中心距误

差及齿数对接触区域敏感性低。
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