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基于 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式的一种高精度捷联
惯导姿态更新算法

杨小康， 杨浩， 严恭敏， 李四海

（西北工业大学 自动化学院， 陕西 西安　 ７１００７２）

摘　 要：高超声速飞行器（ｈｙｐｅｒｓｏｎｉｃ ｆｌｉｇｈｔ ｖｅｈｉｃｌｅ，ＨＦＶ）大加速度运动、旋转导弹的高速转动和战斗

机的大机动飞行等对捷联惯导系统（ｓｔｒａｐｄｏｗｎ ｉｎｅｒｔｉａｌ ｎａｖｉｇａｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ，ＳＩＮＳ）提出了更高的要求，只
有在减小 ＩＭＵ（ｉｎｅｒｔｉａｌ ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ ｕｎｉｔ）测量误差的同时改进捷联惯导算法，才能在高动态大机动条

件下实现高精度定位。 传统的捷联惯导算法，在忽略 Ｂｏｒｔｚ 方程高阶项后，通过构建圆锥误差补偿项

完成高精度姿态解算。 在大机动条件下补偿后的残差已不再是可以忽略的小量，激励出的算法误差

已严重影响导航解算精度。 为了提升大机动条件下的捷联惯导算法精度，用 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式作基完

成角速度函数逼近，以四元数微分方程数值求解为核心，设计一种高精度 ＳＩＮＳ 姿态解算。 由于在推

导过程中没有近似，在精确数值计算中实现了高阶圆锥误差补偿。 在圆锥运动和大机动环境下进行

姿态解算仿真，与目前精度最高的四次叉乘圆锥误差算法相比，新算法在圆锥运动下的误差不到其算

法误差的 １ ／ ３，在大机动条件下算法精度可以提升一个量级。 基于 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式的高精度捷联惯

导算法对未来高超音速飞行器精确定位、原子陀螺惯导系统研究以及捷联惯导算法设计都有一定的

参考意义。
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　 　 与平台式惯导系统不同，捷联惯导系统通过陀

螺仪测量载体角速度构建相对于导航坐标系的数学

平台实现导航系下速度位置计算［１］，所以姿态更新

是导航解算的基础和关键。 姿态变化与 ３ 个轴的转

动顺序有关，使用陀螺输出的角速度或角增量进行

姿态解算时存在不可交换误差。 为减小不可交换误

差的影响，通常根据陀螺输出角增量求解等效旋转

矢量，再根据等效旋转矢量更新姿态矩阵或姿态四

元数［２］。 利用等效旋转矢量补偿不可交换误差的

理论基础是 Ｂｏｒｔｚ 给出的等效旋转矢量微分方程，即
Ｂｏｒｔｚ 方程［３］

φ̇ ＝ ω ＋ １
２
φ × ω ＋ １

φ２ １ － φ
２
ｃｏｔ φ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ （φ ×） ２ω

（１）

式中： φ 表示等效旋转矢量；ω 表示角速度；φ ＝
‖φ‖。 忽略（１） 式中第三项，进行Ｐｉｃａｒｄ迭代积分

可得时间 ｔ 内的等效旋转矢量为

φ（ ｔ） ＝ Δθ ＋ １
２ ∫

ｔ

０
Δθ（τ） × ω（τ）ｄτ （２）

式中， Δθ 为［０，ｔ］ 内角增量，等式右边第二项为不

可交换误差补偿项。
对不可交换误差补偿项的估计是捷联惯导算法

研究的重要内容。 Ｍｉｌｌｅｒ［４］ 把等效旋转矢量做三阶

泰勒展开计算误差补偿系数，然后在圆锥运动下分

析等效旋转矢量估计误差，得到圆锥误差补偿系数。
Ｉｇｎａｇｎｉ［５⁃６］给出了圆锥校正算法，并且推导了锥运动

下角增量叉乘的相关性质。 宋敏［７］ 在圆锥补偿中

建立不可交换误差各阶导数与角增量叉乘间的关
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系，提出了扩展圆锥误差补偿算法，充分利用更新周

期内角增量信息，提升圆锥误差补偿精度。 王茂松

等［８⁃９］根据 Ｂｏｒｔｚ 方程，考虑方程中二次项的影响，推
导了锥运动下角增量三次叉乘补偿项和四次叉乘补

偿项。 以上捷联惯导姿态更新算法都是在圆锥运动

条件下推导角增量叉乘的圆锥误差补偿系数，除此

之外还可以从等效旋转矢量微分方程数值算法考

虑，研究高精度姿态微分方程数值解的计算方法。
通常将载体角运动表示成多项式形式，根据角增量

采样值还原多项式系数，再利用角速率多项式求解

微分方程。 严恭敏等［１０］ 根据四元数微分方程利用

Ｐｉｃａｒｄ 级数解法计算姿态更新四元数，在大锥角条

件时算法精度优于传统补偿算法。 武元新等［１１⁃１２］

给出了基于方程迭代计算的四元数微分方程和罗德

里格参数微分方程数值解。 将角速度视为多项式形

式，姿态微分方程采用级数展开或者函数迭代的数

值方法都可以得到精确的数值解，在计算过程中不

直接使用角增量，而是还原出角速度多项式代入微

分方程的高阶数值解中。 当级数展开次数和函数迭

代次数足够高时，算法误差来自角增量拟合多项式

过程的误差。
Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式是正交多项式，所以在数值计

算中表现出更好的特性。 利用 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式进

行函数逼近，效果会优于一般的非正交多项式，因此

可以假设角速度函数为 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式形式，再以

陀螺输出完成函数逼近得到角速度函数。 基于 Ｌｅｇ⁃
ｅｎｄｒｅ 多项式的数值计算方法已经被应用在函数拟

合［１３］、插 值 计 算［１４］、 大 地 测 量［１５］ 以 及 控 制 算

法［１６⁃１７］等研究领域。 既然在姿态计算中姿态微分

方程展开次数够高时函数拟合误差会成为算法误差

的主要来源，因此有必要使用 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式这类

正交多项式作为角速度拟合的正交基，提升惯导解

算中的函数逼近精度。
目前姿态更新算法的研究主要分为在圆锥运动

下求解优化圆锥误差补偿系数和在多项式角运动假

设条件下做泰勒级数展开求解误差补偿系数［１８］。
圆锥误差补偿算法在进行姿态更新时需要利用补偿

系数计算更新周期内角增量叉乘构成的误差补偿

项，而使用角速率多项式假设的微分方程数值解法，
不需要求解误差补偿系数来构建误差补偿项，可直

接使用角速率多项式计算四元数或等效旋转矢量的

高阶导数，代入对应的泰勒展开式中计算姿态变化

四元数或等效旋转矢量。 方向余弦矩阵表示姿态时

需要计算的元素过多，浪费导航计算机算力；而等效

旋转矢量微分方程含有高阶误差项且微分方程复

杂，不便于进行数值计算；四元数微分方程结构简

洁，元素个数较少可减少计算量。 基于以上分析运

用微分方程数值算法进行姿态微分方程求解时，应
采用四元数微分方程。

在 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式形式的角速率函数假设下，
根据四元数微分方程计算四元数高阶导数，再代入

四元数泰勒展开式中求解姿态更新四元数的方法是

一种结构简单，且计算精度较高姿态更新算法。 与

传统的优化圆锥补偿算法相比本文提出的高精度

ＳＩＮＳ 姿态数值算法具有精度高、算法简洁的优势。

１　 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式角运动描述

Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式由 ｛１，ｘ，ｘ２，…，ｘｎ，…｝ 正交化

得到，Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式的 Ｒｏｄｒｉｇｕｅｓ 表示为

Ｐｎ（ｘ） ＝ １
２ｎｎ！

ｄｎ（ｘ２ － １） ｎ

ｄｘｎ （３）

且具有如下递推关系

Ｐ０（ｘ） ＝ １
Ｐ１（ｘ） ＝ ｘ

︙

Ｐｎ＋１（ｘ） ＝ １
ｎ ＋ １

［（２ｎ ＋ １）ｘＰｎ（ｘ） － ｎＰｎ－１（ｘ）］，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ｎ ≥ １

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（４）
　 　 捷联惯导系统中大多数陀螺采样都是角增量形

式的，为了便于在姿态更新时求解姿态微分方程的

数值解，需要根据一个更新周期内的角增量向量序

列，构建角速度函数。 使用前 ｎ 个 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式

的线性组合表示角速度，即
ω（ ｔ） ＝ ａ０Ｐ０（ ｔ） ＋ ａ１Ｐ１（ ｔ） ＋ … ＋ ａｎ－１Ｐｎ－１（ ｔ）

（５）
并以 Ｐｋ（ ｔ）（ｋ ＝ ０，１，…，ｎ） 为基完成函数拟合。

假设在更新周期［０，Ｔ］ 完成 ｍ 次陀螺采样，则
由（５） 式得更新周期内第 ｊ 个角增量为

Δθｊ ＝ ∫
ｊＴ
ｍ

（ ｊ －１）Ｔ
ｍ

ω（ ｔ）ｄｔ ＝

　 ∑
ｎ

ｉ ＝ ０
ａｉ Ｇ ｉ

ｊＴ
ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｇ ｉ

（ ｊ － １）Ｔ
ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú （６）

式中， Ｇ ｉ（ ｔ） 表示多项式 Ｐ ｉ（ ｔ） 的积分。

·２２０１·



第 ５ 期 杨小康，等：基于 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式的一种高精度捷联惯导姿态更新算法

令 λ ｉｊ ≡ Ｇ ｉ
ｊＴ
ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｇ ｉ

（ ｊ － １）Ｔ
ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，得到 ｍ × ｎ 矩

阵 Λ

Λ ＝

λ０１ λ１１ … λ（ｎ－１）１

λ０２ λ１２ … λ（ｎ－１）２

︙ ︙ ︙
λ０ｍ λ１ｍ … λ（ｎ－１）ｍ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

（７）

　 　 由（６）式和（７）式得

ΔθＴ
１

ΔθＴ
２

︙
ΔθＴ

ｍ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

＝

λ０１ λ１１ … λ（ｎ－１）１

λ０２ λ１２ … λ（ｎ－１）２

︙ ︙ ︙
λ０ｍ λ１ｍ … λ（ｎ－１）ｍ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

ａＴ
０

ａＴ
１

︙
ａＴ
ｎ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

（８）

定 义 ΔΘ ＝ Δθ１ Δθ２ … Δθｍ[ ] Ｔ 和 Ａ ＝

ａ０ ａ１ … ａｎ[ ] Ｔ，则（８） 式可以简写为

ΔΘ ＝ ΛＡ （９）
因此，当 ｍ ＝ ｎ 时，更新周期内的陀螺采样数等于角

速度的多项式次数，可直接计算系数矩阵

Ａ ＝ Λ －１ΔΘ （１０）
当 ｍ ＞ ｎ时，陀螺采样点数大于角速度多项式次数，
系数矩阵可以按（１１） 式用最小二乘法计算

Ａ ＝ （ΛＴΛ） －１ΛＴΔΘ （１１）
这样就可以根据陀螺仪输出角增量采样序列，拟合

出 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式表示的角速度函数。

２　 四元数微分方程泰勒级数算法

２．１　 算法推导

角速度函数如（５）式所示，求导可得

ω̇（ ｔ） ＝ ａ０Ｆ（１）
０ （ ｔ） ＋ ａ１Ｆ（１）

１ （ ｔ） ＋ … ＋ ａｎ－１Ｆ（１）
ｎ－１（ ｔ）

（１２）
式中， Ｆ（１）

ｋ （ ｔ） 表示 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式 Ｐｋ（ ｔ） 的一阶导

数，即
Ｆ（１）

ｋ （ ｔ） ＝ ｄＰｋ（ ｔ） ／ ｄｔ （１３）
类似地， Ｆ（ ｓ）

ｋ （ ｔ） 表示多项式 Ｐｋ（ ｔ） 的 ｓ 阶导数。 所

以，角速度的各阶导数为

ω（ ｓ）（ ｔ） ＝ ａ０Ｆ（ ｓ）
０ （ ｔ） ＋ ａ１Ｆ（ ｓ）

１ （ ｔ） ＋ … ＋

　 ａｎ－１Ｆ（ ｓ）
ｎ－１（ ｔ） （１４）

这说明在完成（５）式中系数计算后，就能很容易地

计算出角速度的各阶导数。
因为已经得到了角速率多项式，适合使用数值

计算方法求解姿态微分方程完成姿态更新，而常用

的几种姿态表示中，（１５）式所示的四元数微分方程

最为简洁，且使用四元数表示姿态有算法简单，计算

量小等优点，所以此处在四元数微分方程的基础上

推导姿态更新算法。

ｑ̇（ ｔ） ＝ １
２
ｑ（ ｔ） ⊗ ω（ ｔ） （１５）

式中， ｑ（ ｔ） 为载体坐标系到参考坐标系的姿态四元

数， ⊗ 表示四元数乘法。
在［０，Ｔ］ 内，姿态变化四元数可以展开为

ｑ（０，Ｔ） ＝ ｑ（０） ＋ ｑ̇（０）Ｔ ＋ １
２
ｑ̈（０）Ｔ２ ＋ … ＋

　 １
ｌ！

ｑ（ ｌ）（０）Ｔｌ ＋ … （１６）

因此计算出四元数在初始时刻的各阶导数，就可以

根据四元数的泰勒级数计算出姿态变化四元数

ｑ（０，Ｔ）。
根据（１５） 式可得

［ｑ（ ｔ）］ （ｋ） ＝
１
２ ∑

ｋ－１

ｉ ＝ ０

ｋ － １
ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ［ｑ（ ｔ）］ （ ｉ） ⊗ ［ω（ ｔ）］ （ｋ－１－ｉ） （１７）

式中，
ｍ
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ 表示 ｍ 中取 ｎ 的组合数。

从（１５） 式和（１７） 式可以看出，只需要给定初

始四元数，并根据（１４）式计算出角速度的各阶导数

值，就可以迭代计算出四元数的各阶导数。 再将以

上四元数导数代入（１６）式就能完成姿态变化四元

数计算。
２．２　 运算量分析

本算法主要有三部分：角速度多项式系数计算、
四元数导数计算和姿态更新四元数计算。 假设算法

的子样数为 ｎ，角速度多项式系数计算乘法运算次

数为

Ｍ１ ＝ ３ｎ２ （１８）
　 　 （１６）式进行 ｌ次展开时，需计算 ｌ个四元数导数

值。 （１７） 式中每一个四元数乘法项包含 １ 次四元

数乘法和１次系数乘法。 四元数乘法包含１２次乘法

运算，系数乘法包含４次乘法运算。 计算四元数 ｋ阶
导数时需要完成的四元数乘法和系数乘法次数为

Ｍｑ（ｋ） ＝

（２ｎ ＋ １ － ｋ）ｋ
２

， ｋ ＜ ｎ

ｎ（ｎ ＋ １）
２

， ｋ ≥ ｎ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１９）

所以计算全部四元数导数的乘法运算次数为

·３２０１·
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Ｍ２ ＝ ∑
ｌ

ｋ ＝ １
Ｍｑ（ｋ）（１２ ＋ ４） （２０）

　 　 姿态更新四元数计算中乘法运算次数

Ｍ３ ＝ ４ｌ （２１）
　 　 当采用六子样算法，四元数进行 １０ 次展开时，
由（１８） ～ （２１）式，得到算法乘法计算量

Ｍ ＝ Ｍ１ ＋ Ｍ２ ＋ Ｍ３ ＝ １０８ ＋ ２ ８００ ＋ ４０ ＝ ２ ９４８
（２２）

而文献［１０］中 Ｐｉｃａｒｄ 迭代姿态算法在六子样与 １０
次 Ｐｉｃａｒｄ 展开条件下乘法计算量 ＭＰ ＝ ３ ７０８，文献

［７］ 中扩展圆锥误差补偿算法六子样结构的乘法运

算量ＭＵ ＝ １３５。 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式泰勒级数数值算法

虽然运算量大于扩展圆锥补偿算法，但是算法精度

具有优势，而且和 Ｐｉｃａｒｄ 迭代姿态算法相比运算量

下降约 ２０．５％。

３　 高精度捷联惯导姿态更新

捷联惯导解算中， ｔｋ 时刻的姿态更新公式为

Ｑ（ ｔｋ） ＝ Ｑ（ ｔｋ－１） ⊗ ｑ（ ｔｋ－１， ｔｋ） （２３）
　 　 为了便于区分，使用 Ｑ 表示载体相对参考坐标

系的姿态，ｑ 表示一次更新过程的姿态变化四元

数。 （２３） 式中，ｑ（ ｔｋ－１， ｔｋ） 表示 ｔｋ－１ 到 ｔｋ 的姿态变

化，因为每一次更新是独立的，所以通常将时间区间

［ ｔｋ－１，ｔｋ］ 平移映射到［０，Ｔ］，这样用第 ２节中的算法

可以直接计算 ｑ（０，Ｔ）。 捷联惯导系统在完成初始

对准，确定 Ｑ（０） 后，就能根据陀螺输出计算每个更

新时刻对应的姿态变化四元数 ｑ（０，Ｔ）， 再根据

（２３） 式完成姿态更新。
此算法的流程如图 １ 所示。
因为此算法在计算过程中只使用了数值算法求

解微分方程，所以算法精度完全由数值计算精度决

定。 通过增加（１６）式的展开次数，能提升数值计算

精度，直到满足计算要求；在角速度拟合时选择使用

正交多项式构造关于时间的函数，拟合效果优于常

用的幂级数多项式，所以此算法有很高的算法精度，
后文将通过不同条件的算法仿真与对比，验证这一

结论。

图 １　 姿态更新流程图

４　 算法性能评估方法

为了比较新的姿态算法与已有的高精度姿态算

法的解算精度，在圆锥运动和大机动条件下，完成其

他 ５ 种姿态更新算法仿真，并与新提出算法比较，分
析算法精度。 参与对比的 ６ 种算法名称以及缩写如

表 １ 所列。
表 １　 ６ 种高精度捷联惯导姿态算法

序号 算法名称 缩写

１ 优化圆锥补偿算法［１］ ＯＣＣ⁃ｓ

２ 多项式不可交换误差补偿算法［２］ ＰＮＣ⁃ｓ

３ 扩展圆锥补偿算法［７］ ＵＣＣ⁃ｓ

４ 三次叉乘补偿高阶圆锥算法［８］ ３ＣＣ⁃ｓ

５ 四次叉乘补偿高阶圆锥算法［９］ ４ＣＣ⁃ｓ

６ Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式泰勒级数数值算法 ＬＰＴ⁃ｓ

注：ｓ 表示更新周期内角增量采样数

４．１　 圆锥运动条件

根据（１６）式可知，新的姿态更新算法精度与展

开次数 ｌ 相关，因此首先在圆锥运动条件下，比较不

同展开次数 ｌ 下，姿态解算精度。 圆锥运动条件可

以在圆锥轴上激励出算法的圆锥误差，因此常被用

来测试姿态算法精度，四元数描述的圆锥运动如

（２４）式所示。

·４２０１·
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Ｑ（ ｔ） ＝

ｃｏｓ（α ／ ２）
ｓｉｎ（α ／ ２）ｃｏｓΩｔ
ｓｉｎ（α ／ ２）ｓｉｎΩｔ

０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

（２４）

　 　 仿真中圆锥运动参数如表 ２ 所列，角增量数据

采样率为 １００ Ｈｚ。
表 ２　 圆锥运动参数

参数 数值

α ／ （°） １０

Ω ／ （ ｒａｄ·ｓ－１） ４π

圆锥运动姿态仿真中，四子样条件下新算法 ２～
１０ 次展开下的算法误差对比如图 ２ 所示，从图中可

以看出来，随着展开次数的增加算法精度也不断提

升，其中 ７ 次展开时算法精度最高，而 ８ ～ １０ 次展开

的算法精度基本一致。 由（１６）式可知，当确定采用

ｌ 次展开计算四元数时，所求姿态四元数精度满足

ε ＜ Ｔｌ ＋１

（ ｌ ＋ １）！
。 ７次展开时 ε ＜ １．６ × １０ －１６ 接近双

精度舍入误差，因而仅考虑姿态四元数计算精度对

姿态算法的影响，继续增加展开次数对于提升算法

精度的作用不大，所以 ８ ～ １０ 次展开算法的精度也

不再提高。 选择 ７ 次左右的展开次数，既可以实现

高精度姿态解算又不会增加无效的运算。

图 ２　 圆锥运动下姿态误差

在表 ２ 表示的圆锥运动条件下，全部使用四子

样算法完成姿态更新，新提出算法使用 ７ 次展开

（ ｌ＝ ７）的计算结果，６ 种算法的解算误差如图 ３ 所

示，算法漂移如表 ３ 所列。

图 ３　 不同算法姿态误差对比

表 ３　 ６ 种高精度姿态算法的算法漂移

序号 姿态算法 算法漂移 ／ （（″）·ｈ－１）

１ ＯＣＣ⁃４ １１２．７３１ ６

２ ＰＮＣ⁃４ ２８．５５９ ４

３ ＵＣＣ⁃４ ４０．０３７ ６

４ ３ＣＣ⁃４ ７０８．８９７ ２

５ ４ＣＣ⁃４ ６．８８８ ３

６ ＬＰＴ⁃４ ２．０５３ ９

从以上圆锥运动仿真结果可以得出结论：新提

出的基于 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式的高精度姿态算法和其

他 ５ 种姿态算法相比算法精度显著提升；在仿真圆

锥运动条件下，新算法的算法漂移仅有 ２．０５３ ９″ ／ ｈ，
和圆锥运动条件下算法性能优异的 ４ＣＣ⁃４ 相比，新
提出算法的误差不到其 １ ／ ３。
４．２　 不同参数圆锥运动下算法漂移对比

为了在不同圆锥运动条件下对比几种算法的误

差，首先设置圆锥角频率为 ４π ｒａｄ ／ ｓ，选取半锥角

０．００９°≤α≤９０°进行导航解算仿真，分析算法漂移

与圆锥运动的关系。 算法漂移对比如图 ４ 所示。
图 ４ 中所有算法漂移都随着半锥角增大而增

大，当半锥角小于 １°时，４ 种圆锥补偿算法有较高的

算法精度，而基于数值积分的 ＰＮＣ 与 ＬＰＴ 算法虽然

算法误差不大，但是与几种圆锥补偿算法有明显差

距；当半锥角大于 １°以后，ＬＰＴ 的算法漂移随半锥

角增长的趋势放缓；半锥角在 １０°附近时，７ 次展开

的 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式姿态算法精度最高，尽管随着半

锥角继续增大，其精度下降到与 ４ＣＣ 算法相当，但
是在这种更大的机动条件下，只需要增加展开次数，
就可以提升算法精度，ＬＰＴ ８ 次展开算法在半锥角

大于 ２０°以后精度最高。 这也说明在较大半锥角的

·５２０１·
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条件下，增加 ＬＰＴ 算法的展开次数可以有效提升算

法精度。

图 ４　 不同半锥角下算法漂移对比（Ω＝ ４π ｒａｄ ／ ｓ）

在相同半锥角取值范围内，设置圆锥运动角频

率为 ２π ｒａｄ ／ ｓ，不同算法姿态仿真的结果如图 ５ 所

示。 由于圆锥运动角频率下降，ＬＰＴ 的 ７ 次和 ８ 次

展开算法精度没有较大差异，即使在半锥角大于

２０°时，也不需要增加展开次数，ＬＰＴ 算法在大锥角

下的精度远高于其他算法。

图 ５　 不同半锥下算法漂移对比（Ω＝ ２π ｒａｄ ／ ｓ）

综合图 ４ 和图 ５ 的算法漂移对比结果，可以得

出结论：
①在小半锥角（０．１°以下）条件下，基于圆锥误

差补偿的算法具有更高的精度，这是因为圆锥补偿

算法推导中有半锥角为小角度的假设；
②在大半锥角（１０°以上）条件下，基于 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ

多项式的姿态算法精度最高，因为此算法直接求解

姿态微分方程，只需要选择合适的展开次数就可以

在大半锥角下准确计算姿态；
③随着半锥角变大，算法漂移也随之增大，基于

Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式的姿态算法漂移变化更加平稳，因
此此算法的适用范围更广。
４．３　 角运动大机动条件

大机动仿真是捷联惯导姿态算法研究中另一个

重要的算法精度评估方法，文献［７⁃１０］中使用的角

速度多项式模拟载体的大机动状态，仿真时间 ２ ｓ，
具体的角速度函数如（２５）式所示，角速度单位为

ｒａｄ ／ ｓ，角速度和角加速度变化如图 ６ 所示（图中角

速度单位为° ／ ｓ）。

ωｘ（ ｔ） ＝ ５
２
ｔ ＋ ９

３２
ｔ２ ＋ ５

８
ｔ３ － ２５

３２
ｔ４

ωｙ（ ｔ） ＝ － １
２
ｔ ＋ ９

２０
ｔ２ － １１

２０
ｔ３ － １

３２
ｔ４

ωｚ（ ｔ） ＝ － ５１
２０

ｔ ＋ ９
４
ｔ２ － ２７

４０
ｔ３ ＋ ３

１６
ｔ４

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（２５）

图 ６　 大机动条件角速度与角加速度

同样地，首先分析不同展开次数 ｌ 下新的姿态

算法的解算精度。 大机动条件下，２ ～ １０ 次展开后

的算法误差如图 ７ 所示。 从图 ７ 可以看出随着展开

次数增加，算法精度不断提升，８ 次及更高的展开已

不能显著提升算法精度。

图 ７　 大机动条件姿态误差

完成 ６ 种算法在大机动条件下的姿态解算仿

真，比较其在大机动环境下的算法精度，其中新的基

于 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式的姿态算法采用 ８ 次展开与其他

算法比较。 ２ ｓ 内 ３ 个轴的算法误差对比结果如图

８～１０ 所示。
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　 　 　 图 ８　 大机动条件 ｘ 轴姿态误差　 　 　 　 图 ９　 大机动条件 ｙ 轴姿态误差 图 １０　 大机动条件 ｚ 轴姿态误差

　 　 在大机动仿真条件下算法误差并不是以固定的

漂移率随时间增加，因此以仿真过程各个算法的姿

态均方根误差（ＲＭＳＥ）为指标评估大机动条件下的

算法精度，大机动仿真过程的各轴上算法误差如表

４ 所示。
表 ４　 ６ 种高精度姿态算法的算法误差（ＲＭＳＥ）

序号 姿态算法
算法误差 ／ （ ″）

ｘ ｙ ｚ

１ ＯＣＣ⁃４ １．４２９ ０．６０６ ０．６４８

２ ＰＮＣ⁃４ ０．０４０ ７ ０．０４７ １ ０．０７３ １

３ ＵＣＣ⁃４ ０．０４０ ７ ０．０４７ １ ０．０７３ １

４ ３ＣＣ⁃４ ０．０２６ ３ ０．０１４ ３ ０．０１１ ８

５ ４ＣＣ⁃４ ０．０００ ２６２ ０．０００ １０７ ８．１０×１０－５

６ ＬＰＴ⁃４ ５．７２×１０－６ ３．４１×１０－６ ３．５３×１０－６

从图 ８ ～ １０ 和表 ４ 中的仿真结果可以得出

结论：
１） 在大机动条件下依然是基于 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项

式的高精度姿态算法精度最好；
２） 三次叉乘补偿高阶圆锥算法、四次叉乘补偿

高阶圆锥算法和 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式泰勒级数数值算

法，在大机动条件下的精度优于其他算法，能满足大

机动环境姿态解算需要；
３） ６ 种算法的精度高低排序为： ＬＰＴ＞ ４ＣＣ ＞

３ＣＣ＞ＵＣＣ≈ＰＮＣ＞ＯＣＣ。

５　 结　 论

捷联惯导姿态算法通过补偿不可交换误差提升

算法精度，或者利用数值迭代算法求解姿态微分方

程。 圆锥算法在大锥角环境和大角度机动环境会产

生较大的姿态漂移误差，继续提升精度需要展开

Ｂｏｒｔｚ 方程高阶项，算法优化难度大；以前的数值迭

代姿态算法根据 Ｐｉｃａｒｄ 算法求解姿态微分方程，但
是在角速度拟合时没有以正交基进行拟合。 针对大

机动环境的捷联惯导姿态算法研究，从姿态微分方

程高精度数值求解的方向更容易展开，虽然运算量

大，但是不需要圆锥算法中的小角度半锥角假设，提
升硬件性能即可满足算法需求。 本文首先以

Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式完成角速度多项式拟合，并在 Ｌｅｇ⁃
ｅｎｄｒｅ 多项式形式基础上推导了四元数微分方程泰

勒级数数值解，最后给出完整的高精度捷联惯导姿

态算法流程。 通过圆锥运动条件下和大机动条件下

的姿态解算仿真，分析了新算法在不同展开次数下

的精度，并同其他算法进行算法误差比较。 验证了

新算法在 ２ 种条件下都有最优的算法精度，相比其

他算法优势显著。 论文提出的基于 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项

式的泰勒级数数值算法可用于大机动环境捷联惯导

姿态解算，并作为今后为原子陀螺惯导系统配套的

高精度捷联惯导算法的理论基础之一。
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［３］　 ＢＯＲＴＺ Ｊ Ｅ． Ａ ｎｅｗ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｓｔｒａｐｄｏｗｎ ｉｎｅｒｔｉａｌ ｎａｖｉｇａｔｉｏｎ［Ｊ］． ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓ ｏｎ Ａｅｒｏｓｐａｃｅ Ｅｌｅｃｔｒｏｎｉｃ Ｓｙｓｔｅｍｓ，
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１９７１， ＡＥＳ⁃７（１）： ６１⁃６６
［４］　 ＭＩＬＬＥＲ Ｒ Ｂ． Ａ ｎｅｗ ｓｔｒａｐｄｏｗｎ ａｔｔｉｔｕｄｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｇｕｉｄａｎｃｅ Ｃｏｎｔｒｏｌ ａｎｄ Ｄｙｎａｍｉｃｓ， １９８３， ６（４）： ２８７⁃２９１
［５］　 ＩＧＮＡＧＮＩ Ｍ Ｂ． Ｏｐｔｉｍａｌ ｓｔｒａｐｄｏｗｎ ａｔｔｉｔｕｄｅ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ［ Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｇｕｉｄａｎｃｅ Ｃｏｎｔｒｏｌ ａｎｄ Ｄｙｎａｍｉｃｓ， １９９０， １３

（２）： ３６３⁃３６９
［６］　 ＩＧＮＡＧＮＩ Ｍ Ｂ． Ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｏｐｔｉｍｉｚｅｄ ｃｏｎｉｎｇ ｃｏｍｐｅｎｓａｔｉｏｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ［ Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｇｕｉｄａｎｃｅ Ｃｏｎｔｒｏｌ ａｎｄ Ｄｙｎａｍｉｃｓ，

１９９６， １９（２）： ４２４⁃４２９
［７］　 宋敏． 高动态下捷联惯性导航算法误差分析与优化方法研究［Ｄ］． 长沙： 国防科学技术大学， ２０１２

ＳＯＮＧ Ｍｉｎ． Ｒｅｓｅａｒｃｈ ｏｎ ｅｒｒｏｒ ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｓｔｒａｐｄｏｗｎ ｉｎｅｒｔｉａｌ ｎａｖｉｇａｔｉｏｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｕｎｄｅｒ ｈｉｇｈｌｙ ｄｙｎａｍｉｃ
ｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔ［Ｄ］． Ｃｈａｎｇｓｈａ： Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｄｅｆｅｎｓｅ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ， ２０１２ （ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ）

［８］　 ＷＡＮＧ Ｍ Ｓ， ＷＵ Ｗ Ｑ， ＷＡＮＧ Ｊ Ｌ， ｅｔ ａｌ． Ｈｉｇｈ⁃ｏｒｄｅｒ ａｔｔｉｔｕｄｅ ｃｏｍｐｅｎｓａｔｉｏｎ ｉｎ ｃｏｎｉｎｇ ａｎｄ ｒｏｔａｔｉｏｎ ｃｏｅｘｉｓｔｉｎｇ ｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔ［Ｊ］．
ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓ ｏｎ Ａｅｒｏｓｐａｃｅ ａｎｄ Ｅｌｅｃｔｒｏｎｉｃ Ｓｙｓｔｅｍｓ， ２０１５， ５１（２）： １１７８⁃１１９０

［９］　 ＷＡＮＧ Ｍ Ｓ， ＷＵ Ｗ Ｑ， ＨＥ Ｘ Ｆ， ｅｔ ａｌ． Ｈｉｇｈｅｒ⁃ｏｒｄｅｒ ｒｏｔａｔｉｏｎ ｖｅｃｔｏｒ ａｔｔｉｔｕｄｅ ｕｐｄａｔｉｎｇ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ［ Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｖｉｇａｔｉｏｎ，
２０１９， ７２（３）： ７２１⁃７４０

［１０］ 严恭敏， 翁浚， 杨小康， 等． 基于毕卡迭代的捷联姿态更新精确数值解法［Ｊ］． 宇航学报， ２０１７， ３８（１２）： １３０７⁃１３１３
ＹＡＮ Ｇｏｎｇｍｉｎ， ＷＥＮＧ Ｊｕｎ， ＹＡＮＧ Ｘｉａｏｋａｎｇ， ｅｔ ａｌ． Ａｎ ａｃｃｕｒａｔｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ｓｔｒａｐｄｏｗｎ ａｔｔｉｔｕｄｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｂａｓｅｄ ｏｎ
Ｐｉｃａｒｄ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｓｔｒｏｎａｕｔｉｃｓ， ２０１７， ３８（１２）： １３０７⁃１３１３ （ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ）

［１１］ ＷＵ Ｙ Ｘ， ＹＡＮ Ｇ Ｍ． Ａｔｔｉｔｕｄｅ ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ ｆｒｏｍ ｉｎｅｒｔｉａｌ ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｓ： ＱｕａｔＦＩｔｅｒ ａｎｄ ｉｔｓ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｗｉｔｈ ＲｏｄＦＩｔｅｒ［Ｊ］． ＩＥＥＥ
Ｔｒａｎｓ ｏｎ Ａｅｒｏｓｐａｃｅ ａｎｄ Ｅｌｅｃｔｒｏｎｉｃ Ｓｙｓｔｅｍｓ， ２０１９， ５５（６）： ３６２９⁃３６３９

［１２］ ＷＵ Ｙ Ｘ． ＲｏｄＦＩｔｅｒ： ａｔｔｉｔｕｄｅ ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ ｆｒｏｍ ｉｎｅｒｔｉａｌ ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ ｂｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ［Ｊ］． ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓ ｏｎ Ａｅｒｏｓｐａｃｅ ａｎｄ
Ｅｌｅｃｔｒｏｎｉｃ Ｓｙｓｔｅｍｓ， ２０１８， ５４（５）： ２１３１⁃２１４２

［１３］ ＹＡＮＧ Ｃ， ＹＡＯ Ｆ， ＺＨＡＮＧ Ｍ， ｅｔ ａｌ． Ａｄａｐｔｉｖｅ ｓｌｉｄｉｎｇ ｍｏｄｅ ｐｉｄ ｃｏｎｔｒｏｌ ｆｏｒ ｕｎｄｅｒｗａｔｅｒ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｌｅｇｅｎｄｒｅ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ
ｆｕｎｃｔｉｏｎ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ａｎｄ ｉｔｓ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｅｖａｌｕａｔｉｏｎ［Ｊ］． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， ２０２０， １０（５）： １７２８

［１４］ ＳＩＮＧＨ Ａ Ｋ， ＭＥＨＲＡ Ｍ． Ｗａｖｅｌｅｔ ｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｂａｓｅｄ ｏｎ Ｌｅｇｅｎｄｒｅ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ ａｎｄ ｉｔｓ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｉｎ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ
ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｉｎｔｅｇｒｏ⁃ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ， ２０２１， ５１： １０１３４２

［１５］ ＰＩＲＥＴＺＩＤＩＳ Ｄ， ＳＩＤＥＲＩＳ Ｍ Ｇ． Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｓ ａｎｄ ｒｅｃｕｒｒｅｎｃｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｐｎ－１（ ｔ）－Ｐｎ＋１（ ｔ） ｆｕｎｃｔｉｏｎ， ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ
ａｎｄ ｉｎｔｅｇｒａｌ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｇｅｏｄｅｓｙ， ２０２１， ９５（６）： １⁃１２

［１６］ ＺＩＲＫＯＨＩ Ｍ Ｍ． Ｄｉｒｅｃｔ ａｄａｐｔｉｖｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅｓ ｂａｓｅｄ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ｒｏｂｏｔ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒｓ［ Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｄｙｎａｍｉｃ
Ｓｙｓｔｅｍｓ， Ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ ａｎｄ Ｃｏｎｔｒｏｌ， ２０１８， １４０（１）： ０１１００６

［１７］ ＫＨＯＲＡＳＨＡＤＩＺＡＤＥＨ Ｓ， ＦＡＴＥＨ Ｍ Ｍ． Ｒｏｂｕｓｔ ｔａｓｋ⁃ｓｐａｃｅ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ｒｏｂｏｔ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒｓ ｕｓｉｎｇ Ｌｅｇｅｎｄｒｅ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ ｆｏｒ ｕｎｃｅｒ⁃
ｔａｉｎｔｙ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ［Ｊ］． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｄｙｎａｍｉｃｓ， ２０１５， ７９（２）： １１５１⁃１１６１

［１８］ 严恭敏， 杨小康， 翁浚， 等． 一种求解姿态不可交换误差补偿系数的通用方法［Ｊ］． 宇航学报， ２０１７， ３８（７）： ７２３⁃７２７
ＹＡＮ Ｇｏｎｇｍｉｎ， Ｙａｎｇ Ｘｉａｏｋａｎｇ， Ｗｅｎｇ Ｊｕｎ， ｅｔ ａｌ． Ａ ｇｅｎｅｒａｌ ｍｅｔｈｏｄ ｔｏ ｏｂｔａｉｎ ｎｏｎｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｉｔｙ ｅｒｒｏｒ ｃｏｍｐｅｎｓａｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ
ｆｏｒ ｓｔｒａｐｄｏｗｎ ａｔｔｉｔｕｄｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｓｔｒｏｎａｕｔｉｃｓ， ２０１７， ３８（７）： ７２３⁃７２７ （ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ）
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第 ５ 期 杨小康，等：基于 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式的一种高精度捷联惯导姿态更新算法

Ａ ｈｉｇｈ⁃ａｃｃｕｒａｃｙ ＳＩＮＳ ａｔｔｉｔｕｄｅ ｕｐｄａｔｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｂａｓｅｄ ｏｎ
Ｌｅｇｅｎｄｒｅ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ

ＹＡＮＧ Ｘｉａｏｋａｎｇ， ＹＡＮＧ Ｈａｏ， ＹＡＮ Ｇｏｎｇｍｉｎ， ＬＩ Ｓｉｈａｉ
（Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ａｕｔｏｍａｔｉｏｎ， Ｎｏｒｔｈｗｅｓｔｅｒｎ Ｐｏｌｙｔｅｃｈｎｉｃａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， Ｘｉ′ａｎ ７１００７２， Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｔｈｅ ｌａｒｇｅ⁃ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ｍｏｔｉｏｎ ｏｆ ＨＦＶ （ｈｙｐｅｒｓｏｎｉｃ ｆｌｉｇｈｔ ｖｅｈｉｃｌｅ）， ｔｈｅ ｈｉｇｈ⁃ｓｐｅｅｄ ｒｏｌｌｉｎｇ ｏｆ ｓｐｉｎｎｉｎｇ
ｍｉｓｓｉｌｅ， ａｎｄ ｔｈｅ ｌａｒｇｅ⁃ｍａｎｅｕｖｅｒ ｆｌｉｇｈｔ ｏｆ ｆｉｇｈｔｅｒ ａｉｒｃｒａｆｔ ｈａｓ ｐｕｔ ｆｏｒｗａｒｄ ｈｉｇｈｅｒ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｄｅｍａｎｄ ｆｏｒ ＳＩＮＳ
（ｓｔｒａｐｄｏｗｎ ｉｎｅｒｔｉａｌ ｎａｖｉｇａｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ）． Ｔｈｅ ｈｉｇｈ⁃ａｃｃｕｒａｃｙ ｐｏｓｉｔｉｎｇ ｗｉｌｌ ｂｅ ｒｅａｌｉｚｅｄ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｈｉｇｈ⁃ｄｙｎａｍｉｃ ｍａｎｅｕ⁃
ｖｅｒ ｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔ ａｆｔｅｒ ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ＩＭＵ （ｉｎｅｒｔｉａｌ ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ ｕｎｉｔ）， ｍｅａｎｗｈｉｌｅ ｔｈｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ
ｏｆ ＳＩＮＳ ｍｕｓｔ ｂｅ ｉｍｐｒｏｖｅｄ． Ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｃａｌｃｕｌａｔｅｓ ｔｈｅ ｆｌｉｇｈｔ ａｔｔｉｔｕｄｅ ｗｉｔｈ ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｎｇ ｔｈｅ ｃｏｍｐｅｎｓａ⁃
ｔｉｏｎ ｔｅｒｍ ｏｆ ｃｏｎｉｎｇ ｅｒｒｏｒ， ａｆｔｅｒ ｉｇｎｏｒｉｎｇ ｔｈｅ ｈｉｇｈ⁃ｏｒｄｅｒ ｔｅｒｍ ｏｆ ｔｈｅ Ｂｏｒｔｚ ｅｑｕａｔｉｏｎ． Ｔｏ ｉｍｐｒｏｖｅ ｔｈｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ａｃｃｕｒａ⁃
ｃｙ ｏｆ ＳＩＮＳ ｕｎｄｅｒ ｈｉｇｈ⁃ｄｙｎａｍｉｃ ｍａｎｅｕｖｅｒ ｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔ， ａ ｈｉｇｈ⁃ａｃｃｕｒａｃｙ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ， ｗｈｉｃｈ ｕｓｅｓ Ｌｅｇｅｎｄｒｅ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ
ｔｏ ｃｏｍｐｌｅｔｅ ａｎｇｕｌａｒ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ａｎｄ ｔａｋｅｓ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ ｑｕａｔｅｒｎｉｏｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａ⁃
ｔｉｏｎ ａｓ ｃｏｒｅ， ｉｓ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｈｅｒｅｉｎ． Ｔｈｅ ｈｉｇｈ⁃ｏｒｄｅｒ ｃｏｎｉｎｇ ｅｒｒｏｒ ｉｓ ｃｏｍｐｅｎｓａｔｅｄ ｉｎ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｖｉｎｇ ｐｅｒｉｏｄ ｉｎ ｔｈｅ
ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｎｏｖｅｌ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ， ｂｅｃａｕｓｅ ｎｏ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｅｘｉｓｔｓ ｉｎ ｄｅｄｕｃｉｎｇ ｐｒｏｃｅｓｓ． Ｔｈｅ ａｔｔｉｔｕｄｅ ｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ
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