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摘　 要：基于 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁变形理论研究多孔功能梯度材料梁的非线性自由振动问题。 针对多孔功

能梯度材料梁的孔隙均匀分布和孔隙线性分布 ２ 种形式，根据广义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理推导多孔功能梯度

材料 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的非线性自由振动的控制微分方程组并对方程组进行无量纲化。 采用微分变换法

（ＤＴＭ）对各种边界条件下的控制微分方程组进行变换， 得到等价代数特征方程。 计算了多孔功能梯

度材料 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁在固支－固支（Ｃ⁃Ｃ）、固支－简支（Ｃ⁃Ｓ）、简支－简支（Ｓ⁃Ｓ）和固支－自由（Ｃ⁃Ｆ）４ 种

边界条件下非线性横向自由振动的无量纲固有频率比值。 将其退化为无孔隙功能梯度材料

Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的非线性自由振动后， 所得非线性无量纲固有频率比值与已有文献的计算结果进行对

照， 验证了文中方法的有效性和正确性， 讨论了边界条件、孔隙率、细长比和梯度指数对多孔功能梯

度材料 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁非线性无量纲固有频率比值的影响。
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　 　 日本科学家于 １９８０ 年最先提出了功能梯度材

料（ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｍａｔｅｒｉａｌ， ＦＧＭ）的概念。 功能

梯度材料是一种具有非均匀微观力学结构的复合材

料，通常由陶瓷和金属组成。 功能梯度材料起初由

于其中陶瓷部分较好的耐热性和金属部分良好的机

械强度而被用于核工业以及航空航天结构的热障材

料。 与传统复合材料相比，功能梯度材料确保了应

力分布的平稳过渡、应力集中的最小化，同时增加了

２ 种不同材料界面的结合强度。 后来随着世界各国

大量学者的深入研究，功能梯度材料在各个领域都

得到了重视，广泛应用于航空航天、电子、光学、化
学、生物医学、核工程和土木工程等方面［１］。

近 ３０ 年来功能梯度材料及结构的力学行为分

析一直是各国学者持续研究的热点， 具体成果可参

见 Ｃａｒｒｅｒａ、Ｒｅｄｄｙ 和 Ｃｈａｋｒａｖｅｒｔｙ 等［２⁃４］ 诸多学者的

研究工作。 近年来，Ｂｏｕａｍａｍａ 等［５］ 基于经典梁理

论（ＣＢＴ）和 Ｅ⁃ＦＧＭ 模型，推导出功能梯度材料梁自

由振动频率的精确解，分析了不同边界条件对功能

梯度材料梁自由振动基频的影响。 Ｓａｆａ 等［６］ 和

Ｃｈｅｎ 等［７］基于梁的高阶剪切变形理论，考虑了梁厚

度方向的均匀温度、线性温度和非线性温度三种分

布以及材料性质的温度依赖，分别应用 Ｎａｖｉｅｒ 法和

Ｒａｙｌｅｉｇｈ⁃Ｒｉｔｚ 法结合改进的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数给出了功能

梯度材料梁的热－弹振动响应的解答，分析了温度

分布、材料参数、细长比和边界条件等对功能梯度材

料梁固有频率的影响。 Ｘｉａ 等［８］ 基于三阶剪切变形

理论， 导出了功能梯度材料 Ｒｅｄｄｙ⁃Ｂｉｃｋｆｏｒｄ 梁的静

态弯曲解与相应的均质 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 梁静态弯曲

解的转换关系，实现了剪切变形的非均匀功能梯度

材料梁经典化弯曲的响应和均匀化表示。 Ｌｉ 等［９］

基于一种具有 Ｒｅｄｄｙ 剪切函数的简单拟三维理论和

一种 新 的 三 角 剪 切 函 数， 研 究 了 在 Ｗｉｎｋｌｅｒ、
Ｐａｓｔｅｒｎａｋ 和 Ｋｅｒｒ 弹性地基上功能梯度材料矩形板

的动态响应问题。 Ｓｉｍｓｅｋ［１０］ 基于梁的各种高阶剪
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切理论，研究了功能梯度材料梁在不同边界条件和

高阶剪切理论下的自由振动问题，分析了不同边界

条件下梁的细长比梯度指数在对功能梯度材料梁横

向自由振动的影响。 从已有文献来看，目前关于功

能梯度材料及结构力学行为的分析大多可归结为线

性问题，但由于非线性问题远比线性问题复杂，从而

对其非线性静动态力学行为的分析相对较少。 随着

技术的进步和设计的精细化要求，对功能梯度材料

及结构的力学行为进行非线性分析也非常必要。
功能梯度材料在实际生产过程中，由于制备方

法和工艺等缺陷，不可避免在材料内部产生孔隙。
这些孔隙对功能梯度材料的物理性质和功能应用有

着较大的影响，因此越来越多的科研人员已经开始

关注多孔功能梯度材料及结构的力学行为研究。 滕

等［１１］ 基 于 经 典 薄 板 理 论， 采 用 微 分 变 换 法

（ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ， ＤＴＭ）研究了不

同孔隙分布对四边受压多孔功能梯度材料矩形板静

动态力学行为的影响。 Ｚｈａｏ 等［１２］ 研究了具有均匀

弹性边界条件的功能梯度多孔矩形板的自由振动

问题。
目前，对于多孔功能梯度材料 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的

非线性自由振动分析的研究还鲜有文献报道。 本文

基于 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁变形理论，将针对多孔功能梯度

材料梁的孔隙均匀分布和孔隙线性分布 ２ 种形式，
根据广义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理推导多孔功能梯度材料

Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁非线性自由振动的控制微分方程组，
采用 ＤＴＭ 变换求解并分析不同边界条件下梯度指

数、 孔 隙 率 和 细 长 比 对 多 孔 功 能 梯 度 材 料

Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁动态响应的影响。 将其退化为无孔隙

的功能梯度材料 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的非线性自由振动

和线性自由振动后，所得非线性固有频率比值和线

性固有频率与已有文献的结果进行对照， 以验证

ＤＴＭ 求解的有效性和正确性。

１　 数学模型的建立及材料物性参数的
描述

考虑如图 １ 所示多孔功能梯度材料 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ
矩形截面梁，取梁的轴线方向、宽度方向和厚度方向

分别为 ｘ 轴、ｙ 轴和 ｚ 轴， 建立笛卡尔三维坐标系

ｘｙｚ。 梁的长为 Ｌ，宽为 ｂ，高为 ｈ。

图 １　 多孔功能梯度材料 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的

几何模型和截面上的 ２ 种孔隙分布

梁的材料由陶瓷和金属复合而成，材料组分由

下表面含孔隙的完全金属材料连续变化到上表面含

孔隙的完全陶瓷材料，且材料性质沿厚度方向呈梯

度分布，梁的主要物理参数 Ｐ （弹性模量 Ｅ、切变模

量 Ｇ、质量密度 ρ、泊松比 ｖ） 均是关于坐标 ｚ 的函

数。 由下列混合律模型［１３］ 统一给出

Ｐ（ ｚ，θ） ＝ （Ｐｃ － Ｐｍ）
１
２

＋ ｚ
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

＋

　 Ｐｍ － （Ｐｃ ＋ Ｐｍ）Ｖｕ
θ
２

（１）

式中： － ０．５ｈ≤ ｚ≤０．５ｈ，ｎ为梯度指数，下标 ｃ 与 ｍ
分别表示陶瓷和金属材料，θ 表示孔隙率，Ｖｕ 表示孔

隙分布模型。 这里仅考虑均匀孔隙和线性孔隙这 ２
种常见的孔隙分布，Ｖｕ 的取值分别为 Ｖｕ ＝ １ 和 Ｖｕ ＝
（１ － ２ ｜ ｚ ｜ ／ ｈ）。

２　 控制微分方程及参数的无量纲化

基于 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁理论，多孔功能梯度材料梁

的位移场可表示为

Ｕ（ｘ，ｚ，ｔ） ＝ ｕ０（ｘ，ｔ） ＋ ｚϕ（ｘ，ｔ） （２）
Ｗ（ｘ，ｚ，ｔ） ＝ ｗ０（ｘ，ｔ） （３）

式中： ｕ０ 表示梁几何中面上沿 ｘ 轴方向的位移；ｗ０

表示梁几何中面上沿 ｚ轴方向的位移；ϕ表示梁横截

面上的转角；ｔ 表示时间。 则多孔功能梯度材料

·６４１１·
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Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的位移与应变的关系可表示为

εｘｘ ＝
∂ｕ０

∂ｘ
－ ｚ ∂ϕ

∂ｘ
＋ １

２
∂ｗ０

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

（４）

γｘｙ ＝ ０ （５）

γｘｚ ＝
∂ｗ０

∂ｘ
－ ϕ （６）

式中： εｘｘ 表示梁截面上任一点的线应变；γｘｙ 和 γｘｚ

为梁的切应变。 系数定义如下

（Ａ１，Ａ２，Ａ３） ＝ ∫
Ａ
Ｅ（ ｚ，θ）［１，ｚ，ｚ２］ｄＡ

（Ｂ１，Ｂ２，Ｂ３） ＝ ∫
Ａ
ρ（ ｚ，θ）［１，ｚ，ｚ２］ｄＡ

式中： Ａ１，Ａ２ 和Ａ３ 分别称为梁的拉伸刚度、拉 －弯耦

合刚度和弯曲刚度；Ｂ１，Ｂ２ 和 Ｂ３ 称为梁的截面惯性

系数。 则梁的弯曲应变能为

Ｕｂ ＝ ∫
Ｖ

１
２
Ｅ（ ｚ，θ）ε２

ｘｘｄＶ （７）

将（４）式代入（７）式得

Ｕｂ ＝
１
２ ∫

Ｌ

０
∫
Ａ
Ｅ（ ｚ，θ）

∂ｕ０

∂ｘ
－ ｚ ∂ϕ

∂ｘ
＋ １

２
∂ｗ０

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

２

ｄＡｄｘ

（８）
将（８）式展开得

Ｕｂ ＝
１
２ ∫

Ｌ

０
∫
Ａ
Ｅ（ ｚ，θ）

∂ｕ０

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ｚ２ ∂ϕ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ ２ｚ
∂ｕ０

∂ｘ
∂ϕ
∂ｘ

＋é

ë
ê
ê

　 １
４

∂ϕ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

４

＋
∂ｕ０

∂ｘ
∂ｗ０

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ ｚ ∂ϕ
∂ｘ

∂ｗ０

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２
ù

û
ú
ú ｄＡｄｘ （９）

由剪切变形产生的应变能为

Ｕｓ ＝
１
２ ∫ＶｋｓＧ（ ｚ，θ）（γ２

ｘｙ ＋ γ２
ｘｚ）ｄＶ （１０）

将（５）式和（６）式代入（１０）式得

Ｕｓ ＝
１
２ ∫

Ｌ

０
∫
Ａ
ｋｓＧ（ ｚ，θ）

∂ｗ０

∂ｘ
－ ϕ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｄＡｄｘ ＝

　 １
２ ∫

Ｌ

０
Ｃ

∂ｗ０

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ϕ２ － ２ϕ
∂ｗ０

∂ｘ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄｘ （１１）

Ｃ ＝ ∫
Ａ
ｋｓＧ（ ｚ，θ）ｄＡ ＝ ∫

Ａ

ｋｓＥ（ ｚ，θ）
２［１ ＋ ｖ（ ｚ，θ）］

ｄＡ

式中： Ｃ 为剪切刚度；ｋｓ 为剪切修正系数，本文分析

的梁为矩形截面，根据参考文献［１０］，矩形截面梁

的 ｋｓ ＝ ５ ／ ６。 将（９） 式与（１１） 式相加， 得梁的总应

变能为

Ｕ ＝ Ｕｓ ＋ Ｕｂ ＝

　 １
２ ∫

Ｌ

０
Ａ１

∂ｕ０

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ Ａ３
∂ϕ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ ２Ａ２
∂ϕ
∂ｘ

∂ｕ０

∂ｘ
é

ë
ê
ê

＋

　 １
４
Ａ１

∂ｗ０

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ Ａ１

∂ｕ０

∂ｘ
∂ｗ０

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ Ａ２
∂ϕ
∂ｘ

∂ｗ０

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２
ù

û
ú
ú ｄｘ

（１２）
梁的动能为

Ｔ ＝ １
２ ∫

Ｌ

０
∫
Ａ
ρ（ ｚ，θ）·

　
∂ｕ０

∂ｔ
－ ｚ ∂ϕ

∂ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋
∂ｗ０

∂ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄＡｄｘ ＝

　 １
２ ∫

Ｌ

０
Ｂ１

∂ｕ０

∂ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ Ｂ１

∂ｗ０

∂ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋é

ë
ê
ê

　 Ｂ３
∂ϕ
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ ２Ｂ２

∂ｕ０

∂ｔ
∂ϕ
∂ｔ

ù

û
ú
ú ｄｘ （１３）

　 　 引入下列无量纲系数

φ１ ＝ １ ＋

Ｅｃ

Ｅｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － １

ｎ ＋ １
－

Ｅｃ

Ｅｍ

＋ １
æ

è
ç

ö

ø
÷
θ
β１

φ２ ＝
ｎ

Ｅｃ

Ｅｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － １é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

２（ｎ ＋ ２）（ｎ ＋ １）

φ３ ＝ １
１２

＋
（ｎ２ ＋ ｎ ＋ ２）

Ｅｃ

Ｅｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － １é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

４（ｎ ＋ ３）（ｎ ＋ ２）（ｎ ＋ １）
－

　
Ｅｃ

Ｅｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
θ
β２

φ４ ＝ １ ＋

ρｃ

ρｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － １

ｎ ＋ １
－

ρｃ

ρｍ

＋ １
æ

è
ç

ö

ø
÷
θ
β１

φ５ ＝
ｎ

ρｃ

ρｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － １é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

２（ｎ ＋ ２）（ｎ ＋ １）

φ６ ＝ １
１２

＋
（ｎ２ ＋ ｎ ＋ ２）

ρｃ

ρｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － １é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

４（ｎ ＋ ３）（ｎ ＋ ２）（ｎ ＋ １）
－

　
ρｃ

ρｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
θ
β２

φＣ ＝ １
Ｅｍ
∫

１
２

－ １
２

ｋｓＥ（ｈψ，θ）
２［１ ＋ ｖ（ｈψ，θ）］

ｄψ， ψ ＝ ｚ ／ ｈ

式中：孔隙均匀分布时 β１ ＝ ２，β２ ＝ ２４；孔隙线性分布
时 β１ ＝ ４，β２ ＝ ９６。 由此将刚度系数等表示为

Ａ１ ＝ Ｅｍｂｈφ１， Ａ２ ＝ Ｅｍｂｈ２φ２， Ａ３ ＝ Ｅｍｂｈ３φ３

Ｂ１ ＝ ρｍｂｈφ４， Ｂ２ ＝ ρｍｂｈ２φ５， Ｂ３ ＝ ρｍｂｈ３φ６

Ｃ ＝ ＥｍｂｈφＣ

·７４１１·
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根据 （１２） ～ （１３） 式， 采 用 广 义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ
原理［１４］

δ∫ｔ ２
ｔ１
（Ｔ － Ｕ）ｄｔ ＝ ０ （１４）

式中： δ 为变分符号；ｔ１ 和 ｔ２ 分别表示系统运动的开

始时间和结束时间。 将（１４） 式展开并整理，得到梁

横向运动的控制微分方程组

δｕ０： － Ｂ１

∂２ｕ０

∂ｔ２
＋ Ｂ２

∂２ϕ
∂ｔ２

＋ Ａ１

∂２ｕ０

∂ｘ２
－

　 Ａ２
∂２ϕ
∂ｘ２

＋ Ａ１

∂ｗ０

∂ｘ
∂２ｗ０

∂ｘ２
＝ ０ （１５）

δｗ０： － Ｂ１

∂２ｗ０

∂ｔ２
＋ ３

２
Ａ１

∂ｗ０

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２ ∂２ｗ０

∂ｘ２
＋

　 Ａ１

∂２ｕ０

∂ｘ２

∂ｗ０

∂ｘ
＋

∂ｕ０

∂ｘ
∂２ｗ０

∂ｘ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
－

　 Ａ２
∂２ϕ
∂ｘ２

∂ｗ０

∂ｘ
＋ ∂ϕ

∂ｘ
∂２ｗ０

∂ｘ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋ Ｃ

∂２ｗ０

∂ｘ２
－ Ｃ ∂ϕ

∂ｘ
＝ ０

（１６）

δϕ： － Ｂ３
∂２ϕ
∂ｔ２

＋ Ｂ２

∂２ｕ０

∂ｔ２
＋ Ａ３

∂２ϕ
∂ｘ２

－

　 Ａ２

∂２ｕ０

∂ｘ２
－ Ａ２

∂ｗ０

∂ｘ
∂２ｗ０

∂ｘ２
－ Ｃϕ ＋ Ｃ

∂ｗ０

∂ｘ
＝ ０ （１７）

由于梁在轴向的位移非常微小，根据文献［１５］的处

理方法，将梁近似视为轴向不可移动，因此忽略

（１５） ～ （１７）式中关于 ｕ０ 的惯性项，并将无量纲系数

代入，将方程组进一步化为

－ ρｍｂｈφ４

∂２ｗ０

∂ｔ２
＋ Ｎｘ０

∂２ｗ０

∂ｘ２
＋

　 ＥｍｂｈφＣ

∂２ｗ０

∂ｘ２
－ ＥｍｂｈφＣ

∂ϕ
∂ｘ

＝ ０ （１８）

－ ρｍｂｈ３ φ６ ＋
φ２

２φ４

φ２
１

－
２φ２φ５

φ１

æ

è
ç

ö

ø
÷
∂２ϕ
∂ｔ２

＋

　 Ｅｍｂｈ３ φ３ －
φ２

２

φ１

æ

è
ç

ö

ø
÷
∂２ϕ
∂ｘ２

－ ＥｍｂｈφＣϕ ＋ ＥｍｂｈφＣ

∂ｗ０

∂ｘ
＝ ０

（１９）
式中： Ｎｘ０ 为大振幅产生的轴向拉伸力， 其计算式为

Ｎｘ０ ＝
３Ａ１

Ｌ ∫
Ｌ

０

１
２

∂ｗ０

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｄｘ

对于功能梯度材料梁的自由振动， 可令

ｗ０（ｘ，ｔ） ＝ 􀭵ｗ（ｘ）ｅｉωｔ （２０）

ϕ（ｘ，ｔ） ＝ 􀭺ϕ（ｘ）ｅｉωｔ （２１）

式中： 􀭵ｗ，􀭺ϕ分别表示关于ｗ０ 和ϕ的模态函数；ｅ为自

然底数；ｉ 为虚数单位；ω 为梁的固有频率。
将（２０） ～ （２１）式代入（１８） ～ （１９）式并进行化

简，得到梁的非线性自由振动的控制微分方程组

ρｍｂｈφ４ω２􀭵ｗ ＋ Ｎｘ０
∂２􀭵ｗ
∂ｘ２

＋

　 ＥｍｂｈφＣ
∂２􀭵ｗ
∂ｘ２

－ ＥｍｂｈφＣ
∂􀭺ϕ
∂ｘ

＝ ０ （２２）

ρｍｂｈ３ω２􀭺ϕ φ６ ＋
φ２

２ φ４

φ２
１

－
２φ２φ５

φ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 Ｅｍｂｈ３ φ３ －
φ２

２

φ１

æ

è
ç

ö

ø
÷
∂２􀭺ϕ
∂ｘ２

－ ＥｍｂｈφＣ
􀭺ϕ ＋ ＥｍｂｈφＣ

∂􀭵ｗ
∂ｘ

＝ ０

（２３）
对（２２） ～ （２３）式进行如下无量纲化

ξ ＝ ｘ
Ｌ
， ｗ ＝ 􀭵ｗ

Ｌ
， Ω２ ＝

ρｍＬ４ω２

Ｅｍｈ２ ， 􀭺Ｎｘ０ ＝
ｋＮＮｘ０Ｌ２

Ｅｍｂｈ２

式中： Ω 为无量纲固有频率；􀭺Ｎｘ０ 为大振幅产生的无

量纲轴向拉伸力；ｋＮ 为大挠度轴力修正系数，本文

同文献［１５］ 一致取 ｋＮ ＝ ３ ／ ４。 这样可得梁的无量纲

自由振动控制微分方程为

Ω２ ｈ２

Ｌ２φ４ｗ ＋ （􀭺Ｎｘ０ ＋ φＣφ１）
∂２ｗ
∂ξ２

－ φＣ
Ｌ
ｈ

∂􀭺ϕ
∂ξ

＝ ０

（２４）

Ω２ φ６ ＋
φ２

２ φ４

φ２
１

－
２φ２φ５

φ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ － φＣ

Ｌ４

ｈ４

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
􀭺ϕ ＋

　 φ３ －
φ２

２

φ１

æ

è
ç

ö

ø
÷
Ｌ２

ｈ２

∂２􀭺ϕ
∂ξ２

＋ φＣφ１
Ｌ３

ｈ３

∂ｗ
∂ξ

＝ ０ （２５）

　 　 对于多孔功能梯度材料 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的边界

条件只考虑工程实际中常见的情况［１６］

固支（Ｃ）： ｗ ＝ ０；􀭺ϕ ＝ ０ （ξ ＝ ０，１） （２６）

简支（Ｓ）： ｗ ＝ ０；ｄ
􀭺ϕ
ｄξ

＝ ０ （ξ ＝ ０，１） （２７）

自由（Ｆ）： ｄ􀭺ϕ
ｄξ

＝ ０；ｄｗ
ｄξ

－ 􀭺ϕ ＝ ０ （ξ ＝ １） （２８）

３ 　 控制微分方程组及边界条件的
ＤＴＭ 变换

微分变换法（ＤＴＭ） 基于泰勒级数展开，能有效

将线性或非线性微分方程变换为代数方程进行求解

的一种半解析方法， 其优点是求解过程简单、精度

·８４１１·



第 ５ 期 滕兆春，等：多孔功能梯度材料 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的非线性自由振动分析

较高， 编程方便。 利用该方法，可将给定的偏微分

方程和相应的边界条件转化为一个递推方程，最终

得到一个代数方程组的解为幂级数的系数解。 该方

法适用于线性和非线性常微分方程和偏微分方程的

精确和近似解，不需要线性化和摄动，避免了大量的

计算工作和舍入误差。 许多研究结果［１１，１７］ 都很好

地验证了该方法在求解微分方程特征值问题时的实

用性和有效性。 运用 ＤＴＭ 对控制方程组进行求解

时，首先需要将其无量纲控制微分方程组根据边界

条件经 ＤＴＭ 变换为相应的代数特征方程组，其具体

变换过程可参考文献［１７］。 这里用 Ｗ１ 和 Ｗ２ 表示

经 ＤＴＭ变换后关于 ｗ和􀭺ϕ 的变换函数，则控制微分

方程组（２４） ～ （２５）式经 ＤＴＭ 变换为

Ｘ０Ｗ１［ｋ］ ＋ Ｘ２Ｗ１［ｋ ＋ ２］ ＋ Ｘ１Ｗ２［ｋ ＋ １］ ＝ ０
（２９）

Ｙ０Ｗ２［ｋ］ ＋ Ｙ２Ｗ２［ｋ ＋ ２］ ＋ Ｙ１Ｗ１［ｋ ＋ １］ ＝ ０
（３０）

式中

Ｗ１ ＝ １
ｋ！

ｄｋｗ（ξ）
ｄξｋ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ξ ＝ ξ０

Ｗ２ ＝ １
ｋ！

ｄｋ􀭺ϕ（ξ）
ｄξｋ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ξ ＝ ξ０

Ｘ０ ＝ Ω２ ｈ２

Ｌ２φ４

Ｘ１ ＝ － φＣφ４
Ｌ
ｈ
（ｋ ＋ １）

Ｘ２ ＝ （􀭺Ｎｘ０ ＋ φＣφ１）（ｋ ＋ １）（ｋ ＋ ２）

Ｙ０ ＝ Ω２ φ６ ＋
φ２

２φ４

φ２
１

－
２φ２φ５

φ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ － φＣφ１

Ｌ４

ｈ４

Ｙ１ ＝ ｈ３

Ｌ３φＣφ１（ｋ ＋ １）

Ｙ２ ＝ ｈ２

Ｌ２ φ３ －
φ２

２

φ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ （ｋ ＋ １）（ｋ ＋ ２）

（ｋ ＝ ０，１，２，３，…）
对边界条件也进行 ＤＴＭ 变换：

在 ξ ＝ ０ 处

固支（Ｃ）： Ｗ１［０］ ＝ ０，Ｗ２［０］ ＝ ０ （３１）
简支（Ｓ）： Ｗ１［０］ ＝ ０，Ｗ２［１］ ＝ ０ （３２）

　 　 在 ξ ＝ １ 处

固支（Ｃ）： ∑
∞

ｋ ＝ ０
Ｗ１［ｋ］ ＝ ０，∑

∞

ｋ ＝ ０
Ｗ２［ｋ］ ＝ ０ （３３）

简支（Ｓ）： ∑
∞

ｋ ＝ ０
Ｗ１［ｋ］ ＝ ０， ∑

∞

ｋ ＝ ０
（１ ＋ ｋ）Ｗ２［ｋ］ ＝ ０

（３４）
自由（Ｆ）：

∑
∞

ｋ ＝ ０
Ｗ２［ｋ］ ＝ ０，∑

∞

ｋ ＝ ０
｛（１ ＋ ｋ）Ｗ１［ｋ］ － Ｗ２［ｋ］｝ ＝ ０

（３５）
　 　 将方程（２９） ～ （３０）式代入 Ｃ⁃Ｃ、Ｃ⁃Ｓ、Ｓ⁃Ｓ、Ｃ⁃Ｆ
４ 种边界条件中，得对应的频率特征方程

Ｆ（Ｎ）
１１ （Ω） Ｆ（Ｎ）

１２ （Ω）

Ｆ（Ｎ）
２１ （Ω） Ｆ（Ｎ）

２２ （Ω）
é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

Ｗ１［ ｉ］
Ｗ２［ ｊ］

{ } ＝ ０ （３６）

式中， Ｆ（Ｎ）
１１ （Ω），Ｆ（Ｎ）

１２ （Ω），Ｆ（Ｎ）
２１ （Ω） 和 Ｆ（Ｎ）

２２ （Ω） 是经

迭代Ｎ次求出的含有以无量纲固有频率Ω为未知量

的多项式。 当边界条件为 Ｃ⁃Ｃ、Ｃ⁃Ｓ 和 Ｃ⁃Ｆ 时，ｉ ＝ １，
ｊ ＝ １；Ｓ⁃Ｓ 时，ｉ ＝ １，ｊ ＝ ０。 （３６） 式的方程有解，则存

在等式

Ｆ（Ｎ）
１１ （Ω） Ｆ（Ｎ）

１２ （Ω）

Ｆ（Ｎ）
２１ （Ω） Ｆ（Ｎ）

２２ （Ω）
＝ ０ （３７）

最终根据（３７）式即可得到无量纲固有频率 Ω 的解。

４　 计算结果及分析

指定 ＤＴＭ 程序的迭代次数 Ｎ，令 ｗｍａｘ ＝ ０，使控

制方程中非线性项为 ０，求出收敛的线性无量纲固

有频率；根据不同的边界条件下梁产生最大挠度的

位置从而确定对应的无量纲位置系数 Ｋ 和振幅，求
出对应的􀭺Ｎｘ０ 并代入（２９） ～ （３０） 式；求出收敛的非

线性无量纲固有频率，从而得到非线性无量纲固有

频率比值。 令 ｒ ＝ Ｉ ／ Ａ 为截面惯性半径， Ｉ ＝ ｂｈ３ ／ １２
为截面惯性矩， Ａ ＝ ｂｈ 为横截面面积， ｗｍａｘ ＝

􀭺Ｎｘ０Ｌ２Ｅｍｂｈ３Ｋ ／ Ａ３ 是梁大振幅产生的最大挠度值，
振幅为 ｗｍａｘ ／ ｒ， Ｋ 为梁上最大挠度值的无量纲位置

系数。 本文采用 ＤＴＭ 程序所作算例在迭代次数最

大取 Ｎ ＝ ２４ 时，即可得到收敛结果。
为了验证本文解的正确性，通过令孔隙率 θ 为

０，将多孔功能梯度材料 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁退化为无孔

隙的功能梯度材料 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁并与已有文献进

行对照，对照分析具体见表 １。 该例在计算时同文

献［１８］一样，取钨（Ｗ）为陶瓷材料，取铜（Ｃｕ）为金

属材料，材料参数为 Ｅｃ ＝ ４１１ ＧＰａ，Ｅｍ ＝ １２０ ＧＰａ，ρｃ

＝ １９ ２５０ ｋｇ ／ ｍ３，ρｍ ＝ ８ ９６０ ｋｇ ／ ｍ３，ｖｃ ＝ ｖｍ ＝ ０．３。 此表
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是在 ４ 种边界条件下取梁的细长比 Ｌ ／ ｈ ＝ ８ 与梯度

指数 ｎ＝ １ 时， ｗｍａｘ ／ ｒ 分别为 ０，０．２，０．４，０．６，０．８ 和 １
时， 无孔隙的功能梯度材料 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁通过

ＤＴＭ 求解出的非线性无量纲固有频率比值与文献

［１８］所得数据的对比，并给出两者之间计算结果的

相对误差。 通过此算例可知本文退化方程的计算数

据与文献数据基本一致，其最大误差仅在 ０．４％以

内，说明了 ＤＴＭ 对于本文研究的有效性和正确性。
下面分析在两种孔隙分布模型和不同边界条件

下梯度指数 ｎ、细长比 Ｌ ／ ｈ、最大挠度值 ｗｍａｘ和孔隙

率 θ 等不同参数对非线性无量纲固有频率比值的影

响。 对于多孔功能梯度材料 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁，采用算

例 １ 所示的材料参数。

表 １　 不同边界条件下具有不同最大挠度值 ｗｍａｘ的非线性无量纲固有频率比值 ΩＮＬ ／ ΩＬ（Ｌ ／ ｈ＝８，ｎ＝１）

边界 方法
ｗｍａｘ ／ ｒ

０ ０．２ ０．４ ０．６ ０．８ １

Ｓ⁃Ｓ
本文

文献［１８］
相对误差 ／ ％

１．０００ ０００
１．０００ ０００

０

１．００３ ４２５
１．００３ ０６３
０．０３６ １０５

１．０１３ ６３１
１．０１１ ２４１
０．２３５ ８０４

１．０３０ ４１６
１．０２６ ５４２
０．３７６ ０２３

１．０５３ ４６６
１．０５０ ４２６
０．２８８ ６２８

１．０８２ ３８２
１．０８３ ６４４
０．１１６ ４５１

Ｃ⁃Ｓ
本文

文献［１８］
相对误差 ／ ％

１．０００ ０００
１．０００ ０００

０

１．００２ １５２
１．００２ ５０８
０．０３５ ５０１

１．００８ ５７８
１．００８ ５８９
０．００１ ０６１

１．０１９ １９０
１．０１８ ８６７
０．０３１ ７２７

１．０３３ ８４７
１．０３３ ３８４
０．０４４ ８２７

１．０５２ ３６５
１．０５２ ０８５
０．０２６ ５７１

Ｃ⁃Ｃ
本文

文献［１８］
相对误差 ／ ％

１．０００ ０００
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０

１．００１ １８７
１．００３ ８３２
０．２６３ ４６１

１．００４ ７３９
１．００７ ２０１
０．２４４ ３９９

１．０１２ ７８４
１．０１２ ７８４
０．２１２ ９３０

１．０２０ ５３６
１．０２０ ５３６
０．１６９ ６６０

１．０２９ ２０７
１．０３０ ３９６
０．１１５ ３５８

Ｃ⁃Ｆ
本文

文献［１８］
相对误差 ／ ％

１．０００ ０００
１．０００ ０００

０

１．０００ ０６４
１．００１ ９０３
０．１８３ ５０２

１．０００ ２５８
１．００１ ８６０
０．１５９ ９１１

１．０００ ５８０
１．００１ ７８７
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１．００１ ６８６
０．０６５ ３８６

１．００１ ７８７
１．００１ ７８７

０

　 　 图 ２ 和图 ３ 分别给出了多孔功能梯度材料

Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁采用线性孔隙分布模型与均匀孔隙分

布模型，在 Ｓ⁃Ｓ、Ｃ⁃Ｓ、Ｃ⁃Ｃ 和 Ｃ⁃Ｆ ４ 种边界条件下，取
细长比 Ｌ ／ ｈ ＝ ２０，梯度指数 ｎ ＝ １，孔隙率 θ ＝ ０．１ 时，
ｗｍａｘ ／ ｒ 与非线性无量纲固有频率比 ΩＮＬ ／ ΩＬ 的关系

曲线。

图 ２　 不同边界条件下最大挠度值 ｗｍａｘ对线性孔隙分布

的多孔功能梯度材料 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁非线性无量纲

固有频率比值 ΩＮＬ ／ ΩＬ 的影响（ｈ ／ Ｌ ＝ １ ／ ２０，ｎ ＝ １，

θ＝ ０．１）

图 ３　 不同边界条件下最大挠度值 ｗｍａｘ对均匀孔隙分布

的多孔功能梯度材料 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁非线性无量纲

固有频率比值 ΩＮＬ ／ ΩＬ 的影响（ｈ ／ Ｌ ＝ １ ／ ２０，ｎ ＝ １，

θ＝ ０．１）

由图可知，随着 ｗｍａｘ ／ ｒ 的增加，４ 种边界条件下

的无量纲固有频率比值均呈现上升趋势，其中 Ｓ⁃Ｓ
频率比值的上升趋势最明显，Ｃ⁃Ｆ 频率比值的变化

趋势最平缓。
图 ４ ～ １１ 分 析 了 多 孔 功 能 梯 度 材 料

·０５１１·
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Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁在不同边界条件、不同孔隙率和线性

与均匀 ２ 种孔隙分布下，取 Ｌ ／ ｈ ＝ ２０ 和 ｗｍａｘ ／ ｒ ＝ １ 时

频率比值 ΩＮＬ ／ ΩＬ 与梯度指数 ｎ 的关系。 图 ４ 和图 ５
分别给出了 Ｓ⁃Ｓ 边界条件的多孔功能梯度材料

Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁在线性孔隙和均匀孔隙 ２种分布模型

下，梯度指数 ｎ 与非线性无量纲固有频率比值的关

系曲线。 由此得出孔隙率 θ 与频率比呈正相关的结

论，其中在均匀孔隙分布下频率比值随孔隙率 θ 增

加而上升的幅度比线性孔隙的大。 ２ 种孔隙分布下

的梯度指数 ｎ 对频率比值的影响均在 ０ ～ ３ 内最明

显，之后趋于稳定。
从图 ６ 和 图 ７ 可 知， 多 孔 功 能 梯 度 材 料

Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁在 Ｃ⁃Ｓ 边界条件下，自振频率比值随

梯度指数 ｎ增加而变化的幅度不太明显，２种孔隙分

布下的关系曲线都仅当 ｎ 在 ０ ～ ３ 的之间内才能看

出频率比值随 ｎ 的细微改变。 另外发现， 孔隙按线

性分布时频率比值与孔隙率 θ 呈正相关， 但值得注

意的是孔隙按均匀分布时频率比值与孔隙率 θ 呈负

相关。

　 图４　 Ｓ⁃Ｓ边界条件下不同孔隙率 θ和 　 图５　 Ｓ⁃Ｓ边界条件下不同孔隙率 θ和 　 图６　 Ｃ⁃Ｓ边界条件下不同孔隙率 θ和
梯度指数 ｎ 对线性孔隙分布的 梯度指数 ｎ 对均匀孔隙分布的 梯度指数 ｎ 对线性孔隙分布的

多孔功能梯度材料 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 多孔功能梯度材料 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 多孔功能梯度材料 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ
梁非线性无量纲固有频率比值 梁非线性无量纲固有频率比值 梁非线性无量纲固有频率比值

ΩＮＬ ／ ΩＬ 的影响（Ｌ ／ ｈ ＝ ２０， ΩＮＬ ／ ΩＬ 的影响（Ｌ ／ ｈ ＝ ２０， ΩＮＬ ／ ΩＬ 的影响（Ｌ ／ ｈ ＝ ２０，

ｗｍａｘ ／ ｒ ＝ １） ｗｍａｘ ／ ｒ ＝ １） ｗｍａｘ ／ ｒ ＝ １）

　 　 根据图 ８ 和图 ９ 对 Ｃ⁃Ｃ 边界条件下线性孔隙和

均匀孔隙的多孔功能梯度材料 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁无量

纲频率比值与梯度指数 ｎ 关系曲线的描绘可知， 频

率比值与孔隙率 θ 均呈正相关， 且频率比值的变化

在 ｎ处于 ０ ～ ３之间最活跃，之后逐渐趋于稳定。 同

时还发现均匀孔隙分布下的频率比值随孔隙率 θ 增

加而上升的幅度比线性孔隙的大。

图 ７　 Ｃ⁃Ｓ 边界条件下不同孔隙率 θ 和 　 图 ８　 Ｃ⁃Ｃ 边界条件下不同孔隙率 θ 和 　 图 ９　 Ｃ⁃Ｃ 边界条件下不同孔隙率 θ 和

梯度指数 ｎ 对均匀孔隙分布的 梯度指数 ｎ 对线性孔隙分布的 梯度指数 ｎ 对均匀孔隙分布的

多孔功能梯度材料 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 多孔功能梯度材料 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 多孔功能梯度材料 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ
梁非线性无量纲固有频率比值 梁非线性无量纲固有频率比值 梁非线性无量纲固有频率比值

ΩＮＬ ／ ΩＬ 的影响（Ｌ ／ ｈ ＝ ２０， ΩＮＬ ／ ΩＬ 的影响（Ｌ ／ ｈ ＝ ２０， 的影响（Ｌ ／ ｈ ＝ ２０，ｗｍａｘ ／ ｒ ＝ １）

ｗｍａｘ ／ ｒ ＝ １） ｗｍａｘ ／ ｒ ＝ １）

·１５１１·
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　 　 由图 １０和图 １１可知，在 Ｃ⁃Ｆ边界条件和 ２种孔

隙分布下多孔功能梯度材料 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的自振

频率比值与孔隙率 θ 均呈正相关，频率比值关于梯

度指数 ｎ 的变化程度均在 ｎ 处于 ０ ～ ３ 之间时比较

活跃，之后逐渐趋于稳定。 同时在均匀孔隙分布下

的频率比值随孔隙率 θ 增加而上升的幅度比线性孔

隙的大。
图 １２ 和图 １３ 给出了 ｎ ＝ １，ｗｍａｘ ／ ｒ ＝ １ 和 θ ＝ ０．１

时不同边界条件下细长比 Ｌ ／ ｈ 对 ２ 种分布孔隙的多

孔功能梯度材料 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁非线性无量纲固有

频率比值的影响。 就整体趋势来看可发现，多孔功

能梯度材料 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁在 ２ 种孔隙分布下，频率

比值关于细长比 Ｌ ／ ｈ 的变化趋势和幅度都保持基本

一致。 在 Ｓ⁃Ｓ、Ｃ⁃Ｓ 和 Ｃ⁃Ｃ ３ 种边界条件下，关于 ２ 种

孔隙分布的频率比值均在细长比 Ｌ ／ ｈ处于 ５ ～ １０之

间时最明显，在 Ｃ⁃Ｆ 边界条件下的变化趋势不明显，
其整体曲线趋于平缓。

　 图 １０　 Ｃ⁃Ｆ 边界条件下不同孔隙率 　 　 图 １１　 Ｃ⁃Ｆ 边界条件下不同孔隙率 　 图 １２　 不同边界条件下细长比 Ｌ ／ ｈ 对

θ 和梯度指数 ｎ 对线性孔隙 θ 和梯度指数 ｎ 对均匀孔隙 均匀孔隙分布的多孔功能梯度

分布的多孔功能梯度材料 分布的多孔功能梯度材料 材料Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁非线性无量

Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁非线性无量 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁非线性无量 纲固有频率比值的影响

纲固有频率比值的影响 纲固有频率比值的影响 （ｎ ＝ １，ｗｍａｘ ／ ｒ ＝ １， θ ＝ ０．１）

（Ｌ ／ ｈ ＝ ２０，ｗｍａｘ ／ ｒ ＝ １） （Ｌ ／ ｈ ＝ ２０，ｗｍａｘ ／ ｒ ＝ １）

图 １３　 不同边界条件下细长比 Ｌ ／ ｈ 对线性孔隙分布的

多孔功能梯度材料 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁非线性无量

纲固有频率比值的影响

（ｎ ＝ １，ｗｍａｘ ／ ｒ ＝ １， θ ＝ ０．１）

５　 结　 论

本文采用微分变换法（ＤＴＭ）对多孔功能梯度

材料 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁在孔隙为均匀和线性 ２ 种分布

情况下的非线性自由振动进行求解。 将退化的求解

结果与已有文献数据对比，验证了求解方法的有效

性和正确性。 最后分析了孔隙率、梯度指数、最大挠

度值、 细 长 比 和 边 界 条 件 对 功 能 梯 度 材 料

Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁非线性无量纲固有频率比值的影响。
主要结论如下：

１） 材料参数一定的情况下，频率比值随着最大

挠度值的增加而增加，其中 Ｓ⁃Ｓ 边界条件下增加的

趋势最明显，Ｃ⁃Ｆ 下的变化最微小。
２） 频率比值随梯度指数的变化程度，在 Ｓ⁃Ｓ 边

界条件下最明显，在 Ｃ⁃Ｓ 下较微小。 ４ 种边界条件

下的频率比值均在梯度指数处于 ０ ～ ３ 时变化最

剧烈。
３） Ｃ⁃Ｓ 边界条件下均匀孔隙分布的频率比值

随孔隙率的增大而减小，其余的频率比值均随孔隙

率的增大而增大，且均匀孔隙分布下的变化程度均

比线性孔隙分布下显著。

·２５１１·
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