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摘　 要：针对小样本条件下多元时间序列之间的关联分析问题，提出了一种小样本概率关联度模型。
使用样本函数或样本统计量代替样本构造累积经验分布函数并计算概率关联系数。 当比较序列样本

容量 ｎ＜５，使用样本顺序统计量的经验分布函数计算概率关联系数；当比较序列样本容量 ｎ≥５，使用

Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ 方法重抽样扩充样本后再构造经验分布函数计算概率关联系数，改进了概率关联度模型中

关联系数的计算方法，解决了小样本条件下这一类多元数据关联分析问题。 证明了小样本概率关联

度模型满足的基本性质，给出了小样本概率关联分析的基本步骤，仿真案例和实际应用验证了文中模

型的正确性和有效性。
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　 　 关联分析是发现、查询数据之间关联性或相关

性的一种实用分析技术，描述了事物中某些属性同

时出现的规律和模式［１⁃２］。 关联分析在经济学、军
事学、互联网、航空航天及人工智能等领域有着广泛

应用［３⁃４］，其中时间序列分析是数据关联分析领域

的热点研究内容。
对不同工程背景及应用需求，目前已经提出了

多种数据关联分析方法［５⁃６］。 文献［１］提出了一种

信息不确定条件下的时间序列关联分析法，解决了

时间序列中含有不确定信息时的数据关联分析问

题。 文献［７］提出了一种灰色关联分析方法，解决

了时间序列曲线相似性关联分析问题。 常见的时间

序列关联分析方法还有 ＴＩＣ 法、相关系数法、误差分

析法、ＥＡＲＴＨ 方法等［７］，这些方法操作简单，应用广

泛，但主要适用于单样本时间序列之间的分析，不适

合工程中经常遇到的多样本 （多元） 时间序列情

况［４］。 针对多样本关联分析，文献［４］提出了一种

概率关联度模型和概率关联分析方法，实现了由序

列曲线关联向立体面板关联的方法拓展，但计算时

需要由比较序列样本构建累积分布函数。 实际应用

中由于试验抽样的昂贵性、复杂性和困难性等，比较

序列在实际情况中常常是小样本数据容量，构建的

累积分布函数与真实分布差别一般较大，若直接应

用概率关联度模型，关联分析效果较差，严重影响了

概率关联度模型的工程应用范围。
针对上述问题，本文提出一种小样本概率关联

度模型。 使用样本函数或样本统计量代替样本构造

累积经验分布函数并计算概率关联系数，发展了概

率关联度模型的理论框架。 当比较序列样本容量

ｎ＜５时，使用样本函数或样本统计量构建累积分布

函数计算概率关联系数；当比较序列样本容量ｎ≥５
时，使用 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ 方法重抽样扩展样本后构建积累

分布函数计算概率关联系数，改进了概率关联度模

型中关联系数的计算方法，从而提高了概率关联分

析的效率。 通过仿真案例和实际应用验证了本文方

法的正确性和有效性。
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１　 问题描述与分析

假设有参考序列 ｘ 为

ｘ ＝ ［ｘ（１）， ｘ（２）， …，ｘ（ｋ）， …，ｘ（Ｔ）］ （１）
　 　 比较序列 ｙ 为

ｙ ＝

ｙ１（１），ｙ１（２），…，ｙ１（ｋ），…，ｙ１（Ｔ）
ｙ２（１），ｙ２（２），…，ｙ２（ｋ），…，ｙ２（Ｔ）
︙　 　 ︙ ︙ ︙
ｙｎ（１），ｙｎ（２）， …，ｙｎ（ｋ），…，ｙｎ（Ｔ）
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式中： ｋ 为时刻；Ｔ 为序列长度。
参考序列 ｘ 和比较序列 ｙ 之间的数据关联度为

Ｃ，一般地，Ｃ 可由如（３）式计算

Ｃ（ｘ，ｙ） ＝ ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｃｙ（ｘ，ｙ） （３）
式中：ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｃｙ（·）为一致性分析函数，也称一致

性检验算子，一般有 Ｃ（ｘ，ｙ） ∈ ［０，１］。 文献［４］ 总

结 分 析 了 目 前 常 见 的 一 致 性 分 析 函 数

ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｃｙ（·），并提出了一种适合多样本时间序列

的概率关联算子和概率关联分析方法。
参考序列 ｘ 和比较序列 ｙ 之间的概率关联度计

算步骤如下［４］：
步骤 １　 计算 ｋ 时刻概率关联系数 ｐｏｐｅｒａｔｏｒ（ｋ）

ｐｏｐｅｒａｔｏｒ（ｋ） ＝ Ｆｙ（ｋ）（ｘ（ｋ）） （４）
　 　 步骤 ２　 计算概率关联度 ｐ

ｐ ＝ ｃ（ｐｏｐｅｒａｔｏｒ） （５）
式中： Ｆｙ（ｋ）（·） 为由比较序列样本 ｙ１∶ ｎ（ｋ） 确定的累

积分布函数；Ｆｙ（ｋ）（ｘ（ｋ）） 为 ｘ（ｋ） 在累积分布函数

Ｆｙ（ｋ） 中的累积分布函数值；ｃ（·） 为概率关联度模型

中的综合概率度计算公式，可取均匀检验结果。
从（４） ～ （５） 式可见，步骤１中需要由比较序列

样本 ｙ１∶ ｎ（ｋ） 构建累积分布函数 Ｆｙ（ｋ），当比较序列

ｙ１∶ ｎ（ｋ） 样本容量较大时（样本量 ｎ 较大时），可以构

建比较精确的累积分布函数 Ｆｙ（ｋ），综合计算得到的

概率关联度 ｐ比较符合实际。 当比较序列 ｙ１∶ ｎ（ｋ） 样

本容量较小时，由比较序列 ｙ１∶ ｎ（ｋ） 构建的累积分布

函数 Ｆｙ（ｋ） 因抽样误差与实际分布函数差距较大，此
时，若应用综合计算概率关联度 ｐ 进行分析决策风

险较大。 工程实际中，由于试验抽样的昂贵性、复杂

性和困难性，经常会遇到小样本情况的比较序列数

据，限制了概率关联度模型的实际应用效果和应用

范围。

２　 小样本概率关联度模型

２．１　 改进思路

综上可知，小样本条件下概率关联度模型应用

遇到的主要问题是：比较序列 ｙ１∶ ｎ（ｋ） 样本容量 ｎ 有

限，基于比较序列样本 ｙ１∶ ｎ（ｋ） 不容易构建精确的累

积分布函数 Ｆｙ（ｋ），导致概率关联度模型使用效果较

差。 解决该问题的有效方法是使用小样本比较序列

ｙ１∶ ｎ（ｋ） 构建满足要求的累积分布函数 Ｆｙ（ｋ）。
Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ 方法是 Ｅｆｒｏｎ 于 １９７９ 年提出的一种逼

近复杂系统统计量估计值分布的统计方法［８］，是目

前被广泛采用的小样本数据处理方法，可以用来解

决概率关联度模型面临的小样本问题，即使用 Ｂｏｏｔ⁃
ｓｔｒａｐ 方法重抽样扩展样本后构建积累分布函数计

算概率关联系数。 但通常 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ 方法样本容量

以 ｎ≥５ 较合适［９⁃１０］，当 ｎ＜５ 时，其计算结果的任意

性很大，构造的经验分布函数和统计效果较差。 针

对样本容量 ｎ＜５ 的情况，文献［３，９］使用了一种样

本顺序比率统计量 Ｋ，在样本容量 ｎ＜５ 的条件下应

用效果较好［３］，认为相对于样本总体分布函数或经

验分布函数，使用样本顺序比率统计量 Ｋ 分布函数

相容性检验效率更高，可见小子样样本构建样本顺

序比率统计量 Ｋ 经验分布函数比小子样样本构建

样本经验分布函数精度要好。 因此，可以使用样本

顺序比率统计量 Ｋ 的经验分布函数代替概率关联

度模型中的经验分布函数。
２．２　 变量函数概率关联度模型改进

文献［４］提出的概率关联度模型，使用比较序

列样本 ｙ１ ∶ ｎ（ｋ）直接构建经验分布函数，但样本顺序

比率统计量 Ｋ 是比较序列样本的函数，不能直接使

用。 为了解决该问题，拓展概率关联度模型的使用

范围，提出了变量函数概率关联度改进模型，使其能

同时应用于样本或样本函数构建经验分布函数。
为便于描述，首先引入 ２ 个引理。
引理 １　 设 Ｘ 是一连续随机变量，其分布函数

为 Ｆ（Ｘ），则 Ｆ（Ｘ） 服从［０，１］ 上的均匀分布。
引理 ２　 设 Ｙ ＝ ｆ（Ｘ） 是一连续随机变量，其分

布函数为 Ｆ（ ｆ（Ｘ）），则 Ｆ（ ｆ（Ｘ）） 服从［０，１］ 上的均

匀分布。
从上述 ２ 个引理可见，变量或变量函数（变量统

计量） 均可以代人概率关联度模型中计算概率关联

系数，因此对基本概率关联度模型改进如下：
步骤 １　 计算 ｋ 时刻概率关联系数 ｐｏｐｅｒａｔｏｒ（ｋ）

·５６１１·
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ｐｏｐｅｒａｔｏｒ（ｋ） ＝ Ｆｙ（ｋ）（ ｆ（ｘ（ｋ））） （６）
　 　 步骤 ２　 计算概率关联度 ｐ ，算子如下

ｐ ＝ ｃ（ｐｏｐｅｒａｔｏｒ） （７）
式中： ｆ（·） 为样本函数或样本统计量，一般为线性

或非线性函数关系式，根据问题背景灵活选择。
变量函数概率关联度改进模型，可以采用样本

或样本函数构建经验分布函数，来满足小样本概率

关联度模型改进使用需求。
注 １：通过上述改进，概率关联度模型适应性更

广，但需要注意的是，并不是每一种样本 ／变量函数

ｆ（·） 都可以参与计算概率关联系数，这是因为函数

计算会引入误差，或者说抽样误差会通过函数计算

放大，所以选择合适的变量函数或样本统计量很关

键。 （虽然很难，但仍可以寻找到一些有用统计量，
即样本函数 ｆ（·），在小样本条件下应用效果较好，
比如文献［９］ 找到的样本顺序比率统计量 Ｋ。 ）
２．３　 经验分布函数构造

２．３．１　 经验分布函数

设 ｘ（１）， ｘ（２）， ｘ（３）， …，ｘ（ｎ） 为来自分布函

数 Ｆ的随机样本，其经验分布函数 Ｆｎ（ｘ） 定义为［１１］

Ｆｎ（ｘ） ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ ＝ １
Ｉ［ｘ（ ｉ）≤ｘ］ ＝ ＃｛ｘ（ ｉ） ≤ ｘ，ｉ ＝ １，２，…，ｎ｝

ｎ
（８）

式中： Ｉ［·］ 为示性函数；＃Ａ为集合Ａ中元素的个数。
Ｆｎ（ｘ） 为 ｘ 的右函数，共有 ｎ 个跳跃点，跳跃度为

１ ／ ｎ，即 Ｆｎ（ｘｉ） － Ｆｎ（ｘｉ －１） ＝ １ ／ ｎ，ｉ ＝ １，…，ｎ，且有

Ｆｎ（ － ∞） ＝ ０，Ｆｎ（ ＋ ∞） ＝ １。
２．３．２　 样本容量 ｎ ＜ ５ 经验分布函数构造

设样本 ｘ ＝ ［ｘ（１）， ｘ（２）， ｘ（３）， …，ｘ（ｎ ＋
１）］（其中 １ 个样本模拟参考序列样本，其他样本模

拟比较序列样本），对样本按自小至大顺序排列，得
到样本顺序统计量ｘ′ ＝ ［ｘ（１）， ｘ（２）， ｘ（３），…，ｘ（ｎ＋１）］，
则样本顺序比率统计量 Ｋ ｉｊｋ ＝ （ｘ（ ｊ） － ｘ（ ｉ）） ／ （ｘ（ｋ） －
ｘ（ ｉ）），１ ≤ ｉ ＜ ｊ ＜ ｋ ≤ ｎ ＋ １，０ ≤ Ｋ ｉｊｋ ≤ １。

当 ｎ ＝ ２ 时， 有 １ 个统计量 Ｋ１２３ ＝ （ｘ（２） －
ｘ（１）） ／ （ｘ（３） － ｘ（１）），且０≤Ｋ１２３ ≤１，对于样本 ｘ来自

总体 Ｘ ～ Ｎ（μ，σ ２），Ｋ１２３ 的累积分布函数为［３，９］

ｆ（Ｋ） ＝ ３
π

ａｒｃｔａｎ
２Ｋ － １

３
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　 　 对于样本 ｘ 来自其他形式的情况，Ｋ１２３ 的累积

分布函数见文献［９，１２］。 当 ｎ ＝ ３时，有 Ｃ３
４ ＝ ４个统

计量，分别为 Ｋ１２３，Ｋ１２４，Ｋ１３４，Ｋ２３４；当 ｎ ＝ ４时，有 Ｃ３
５ ＝

１０ 个统计量，分别为 Ｋ１２３，Ｋ１２４，Ｋ１２５，Ｋ１３４，Ｋ１３５，Ｋ１４５，
Ｋ２３４，Ｋ２３５，Ｋ２４５，Ｋ３４５；当 ｎ ＝ ５时，有Ｃ３

６ ＝ ２０个统计量，
分别为 Ｋ１２３，Ｋ１２４，Ｋ１２５，Ｋ１２６，Ｋ１３４、Ｋ１３５，Ｋ１３６，Ｋ１４５，Ｋ１４６，
Ｋ１５６，Ｋ２３４，Ｋ２３５，Ｋ２３６，Ｋ２４５，Ｋ２４６，Ｋ２５６， Ｋ３４５， Ｋ３４６， Ｋ３５６，
Ｋ４５６。 对于样本量 ｎ ＝ ３，４ 等情况或 ｎ 更大时，无法

给出 Ｋ ｉｊｋ 的具体理论分布解析式，但可以采用数值

模拟方法［３］ 得到 Ｋ ｉｊｋ 的累积分布函数，然后计算参

考样本在其中的函数值，得到概率关联系数。
２．３．３　 样本容量 ｎ ≥ ５ 经验分布函数构造

２．３．３．１　 经典 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ 方法步骤

步骤 １　 观测样本 ｘ ＝ ［ｘ（１）， ｘ（２），…，ｘ（ｎ）］
的值为有限的总体样本，把 ｎ 个样本按值自小至大

顺序编号排列， 可得到样本的顺序统计量 ｘ′ ＝
［ｘ（１），ｘ（２），…，ｘ（ｎ）］， 式中 ｘ（１） ＝ ｍｉｎ（ｘ（ ｉ）），ｘ（２） ＝
ｓｅｃｏｎｄ ｓｍａｌｌｅｓｔ（ｘ（ ｉ）），…，ｘ（ｎ） ＝ ｍａｘ（ｘ（ ｉ）），其中，
ｉ ＝１，２，…，ｎ。 用最简洁算法得 ｉ 处的累积概率分布

函数值为 Ｆｎ（ ｉ） ＝
ｉ
ｎ
，由此可构造原始样本的累积经

验分布函数为

Ｆｎ（ｘ） ＝

０，　 ｘ ≤ ｘ（１）

ｉ
ｎ
，　 ｘ（ ｉ） ＜ ｘ ＜ ｘ（ ｉ ＋１）

１，　 ｘ ≥ ｘ（ｎ）

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１０）

　 　 步骤 ２ 　 根据原始样本的累积经验分布函数，
得到 Ｎ 组随机抽样集合 ｘｋ ＝ （ｘｋ

１，ｘｋ
２，…，ｘｋ

ｎ），其中，
ｋ ＝１，２，…，Ｎ，ｘｋ 称为 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ 样本，或自助样本。

步骤 ３　 设参数 θ 是总体的一个未知参数，
Ｆｎ（ｘ） 是由样本得到的累积经验分布函数（样本量

为 ｎ）， 直接可由 Ｆｎ（ｘ） 得到未知参数 θ 的估计

θ^（Ｆｎ（ｘ）），这种直接估计的估计误差 Ｔｎ 可表示为

Ｔｎ ＝ θ^（Ｆｎ（ｘ）） － θ（Ｆ） （１１）
　 　 根据 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ 样本集合也可得到参数 θ的估计

θ^（Ｆｋ
ｎ（ｘ）） ，偏差可表示为

Ｔｋ
ｎ ＝ θ^（Ｆｋ

ｎ（ｘ）） － θ（Ｆ） （１２）

式中，由于真实的 θ（Ｆ） 未知，可由 θ^（Ｆｎ（ｘ）） 替代

θ（Ｆ） ，Ｔｋ
ｎ 可近似表达为

Ｔｋ
ｎ ＝ θ^（Ｆｋ

ｎ（ｘ）） － θ^（Ｆｎ（ｘ）） （１３）
　 　 根据统计理论，用 Ｔｋ

ｎ 分布逼近 Ｔｎ 分布，当得到

大量 θ（Ｆ） 样本后，运用这些样本即可统计求出参

数 θ 估计值的分布及其特征值。
２．３．３．２　 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ 方法改进

Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ 方法通过大量再生子样进行统计推

·６６１１·
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断，缓解了小样本问题，但经典的 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ 方法的

采样方式具有一定局限性，主要是：①样本的累积经

验分布函数将样本的取值范围限制在 ［ｘ（１） 　 ｘ（ｎ）］
中，且样本的取值是离散的，对于连续取值的变量无

法获取样本点之外的信息。 ②从公式（１０） 可见，当
ｉ ＝ ｎ或 ｘ ＝ ｘ（ｎ） 时，有 ｐｎ ＝ １，但理论上应是当 ｎ→∞，
才有 ｐｎ ＝ １；同理 ｘ ＝ ｘ（１），有 ｐｎ ＝ ０，但理论上应是当

ｘ →－ ∞，有 ｐｎ ＝ ０。 图 １ 给出不同样本构造的经验

分布函数及真实分布函数对比。 为了普适性应用概

率关联度模型，对基本 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ 方法进行修正，改
进的主要思路是：

１） 使用样条函数代替原经验分布函数构造使

用的阶跃连接，从而解决了对于连续取值的变量无

法获取样本点之外的信息问题。
２） 根据 ＤＫＷ（Ｄｖｏｒｅｔｚｋｙ⁃Ｋｉｅｆｅｒ⁃Ｗｏｌｆｏｗｉｔｚ）不等

式，对经验分布函数的尾概率进行了刻画，由 ＤＫＷ
不等式 Ｐｒ（ｓｕｐ

ｘ
｜ Ｆｎ（ｘ） － Ｆ（ｘ） ｜ ＞ ε） ≤２ｅ －２ｎε２ 得到

ε ｎ＝
１
２ｎ

ｌｎ（ ２
α
） ，使用 ｍｉｎ（Ｆｎ（ｘ（１）） ＋ ε ｎ，Ｆｎ（ｘ（２）））

左平滑计算 Ｆｎ（ｘ），解决 ｘ ＝ Ｘ（１），有 ｐｎ ＝ ０ 的问题；
使用 ｍａｘ（Ｆｎ（ｘ（ｎ）） － ε ｎ，Ｆｎ（ｘ（ｎ－１））） 右平滑计算

Ｆｎ（ｘ），解决 ｘ ＝ ｘ（ｎ），有 ｐｎ ＝ １ 的问题。

图 １　 经验分布函数

２．４　 小样本概率关联度模型

按照以下步骤计算参考序列 ｘ 和比较序列 ｙ 之

间的小样本概率关联度。
步骤 １　 计算 ｋ 时刻概率关联系数 ｐｏｐｅｒａｔｏｒ（ｋ）

ｐｏｐｅｒａｔｏｒ（ｋ） ＝
Ｆｙ（ｋ）（ｘ（ｋ）），　 样本

Ｆｙ（ｋ）（ ｆ（ｘ（ｋ）））， 样本函数{ （１４）

　 　 步骤 ２　 计算概率关联度 ｐ

ｐ ＝ ｃ（ｐｏｐｅｒａｔｏｒ） （１５）
２．５　 小样本概率关联度模型的基本性质

性质 １ 　 小样本概率关联度具有以下基本

性质。
１） 规范性，即 ０ ≤ ｐ（ｘ，ｙ） ≤ １；
２） 整体性，对于不同的相关因素序列 ｘｉ，ｘ ｊ，一

般有 ｐ（ｘｉ，ｘ ｊ） ≠ ｐ（ｘ ｊ，ｘｉ）， ｉ ≠ ｊ；
３） 可比性和唯一性；
４） 干扰因素独立性。
性质 ２　 概率关联度不满足偶对称性，即 χ ＝

｛ｘ，ｙ｝，有 ｐ（ｘ，ｙ） ≠ ｐ（ｙ，ｘ）。
性质 ３　 概率关联度模型不满足数乘变换一致

性和平移变换一致性。

３　 适用于小样本问题的概率关联分析
步骤

步骤 １　 在相同初始条件下，分别得到参考序

列 ｘ 和比较序列 ｙ。

ｘ ＝

ｘ１（１） ｘ１（２） … ｘ１（ｋ） … ｘ１（Ｔ）
ｘ２（１） ｘ２（２） … ｘ２（ｋ） … ｘ２（Ｔ）
︙ ︙ ︙ ︙

ｘｍ（１） ｘｍ（２） … ｘｍ（ｋ） … ｘｍ（Ｔ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

（１６）

ｙ ＝

ｙ１（１） ｙ１（２） … ｙ１（ｋ） … ｙ１（Ｔ）
ｙ２（１） ｙ２（２） … ｙ２（ｋ） … ｙ２（Ｔ）
︙ ︙ ︙ ︙

ｙｎ（１） ｙｎ（２） … ｙｎ（ｋ） … ｙｎ（Ｔ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

（１７）
式中： ｍ 为参考序列 ｘ１∶ ｍ（ｋ） 样本容量，ｎ 为比较序

列 ｙ１∶ ｎ（ｋ） 样本容量，此处可以使用矩阵型概率关联

度模型［４］。
步骤 ２　 对参考序列 ｘ 和比较序列 ｙ 进行预处

理，使其满足等步长、等长度的数据序列要求。
步骤 ３　 计算 ｋ 时刻概率关联系数 ｐｏｐｅｒａｔｏｒ（ｋ）
１） 当 ｙ１∶ ｎ（ｋ） 样本容量 ｎ ＜ ５ 时

① 构建样本顺序比率统计量 Ｋ ｉｊｋ ＝ （ｘ（ ｊ） －
ｘ（ ｉ）） ／ （ｘ（ｋ） － ｘ（ ｉ）），１≤ ｉ ＜ ｊ ＜ ｋ≤ ｎ ＋ １，０≤ Ｋ ｉｊｋ ≤
１，并基于样本估计 Ｋ 的经验分布函数 Ｆｙ１∶ ｎ（Ｋ）。

② 将 参 考 样 本 ｘ（ｋ） 带 入 经 验 分 布 函 数

Ｆｙ１∶ ｎ（Ｋ） 计算累积分布函数值， 得到关联关联系

·７６１１·
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数 ｐｏｐｅｒａｔｏｒ（ｋ）。
２） 当 ｙ１∶ ｎ（ｋ） 样本容量 ｎ ≥ ５ 时

① 对比较样本 ｙ１∶ ｎ（ｋ） 使用 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ 方法进行

重抽样得到重抽样样本 ｙ′１∶ ｎ（ｋ），根据重抽样样本

ｙ′１∶ ｎ（ｋ） 估计 ｙ 的经验分布函数 Ｆｙ１∶ ｎ（ｙ）。
② 将 参 考 样 本 ｘ（ｋ） 带 入 经 验 分 布 函 数

Ｆｙ１∶ ｎ（Ｋ） 计 算 累 积 分 布 函 数 值， 得 到 关 联 系

数 ｐｏｐｅｒａｔｏｒ（ｋ）。
步骤 ４　 决策。 检验 ｐ

ｏｐｅｒａｔｏｒ
在一定置信水平 α

下是否服从［０，１］ 上的均匀分布。 若通过检验，说
明通过关联分析。 否则，未通过概率关联分析。

４　 仿真测试与分析

通过几个仿真测试案例验证本文改进模型的正

确性和有效性，仿真案例分别测试样本容量 ｎ ＝
２（Ｋ ｉｊｋ 有具体理论分布解析式）、ｎ ＝ ３（Ｋ ｉｊｋ 没有具体

理论分布解析式） 和样本容量 ｎ≥５时（Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ方

法改进） 的应用场景。
仿真 １　 参考时间序列 Ｘ 和比较时间序列

Ｙ 为：
Ｘ ＝ ［０．０５３　 ０．０５９ － １．９１２　 ０．４０２　 １．８３７ － ０．６１８
　 － ０．０４３　 １．１２５］；
Ｙ ＝ ［ － ０．４３７ － ２．８４３　 ０．８４６　 ０．１９６　 ０．８７０ － ０．５２４
　 １．５７３ － ０．１９１； － ０．０１４ － ０．４６５ － ０．９５０ － １．４０４
　 － １．２５７　 ０．４４７ － １．３２８ － １．２４１］
检验参考时间序列Ｘ和比较时间序列 Ｙ的一致性。

比较时间序列 Ｙ 样本容量 ｎ ＝ ２，有 １ 个统计量

Ｋ１２３ ＝ （ｘ（２） － ｘ（１）） ／ （ｘ（３） － ｘ（１））， 且０≤Ｋ１２３ ≤１，累
积分布函数为

ｆ（Ｋ） ＝ ３
π

ａｒｃｔａｎ
２Ｋ － １

３
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ π

６
æ

è
ç

ö

ø
÷ （１８）

　 　 图 ２ 给出了参考时间序列和比较时间序列样

本；将参考时间序列 Ｘ带入（１８） 式所示累积分布函

数，得到各个时刻的概率关联系数，如图 ３ 所示；图
３ｂ） 给出了排序后的概率关联系数。 最后计算得到

的概率关联度 Ｐ ＝ ０．６０８ ３，结果：Ｈ ＝ ０。 其中，Ｈ 表

示仿真模型验证结果（ｋｓｔｅｓｔ 函数的计算返回值），
当 Ｈ ＝ ０ 时，表示两组数据一致；当 Ｈ ＝ １ 时，表示两

组数据不一致。

　 　 　 　 　 　 图 ２　 样本序列 图 ３　 概率关联系数

　 　 仿真 ２ 　 参考时间序列 Ｘ 和比较时间序列 Ｙ
如下：
Ｘ ＝ ［０．５０３　 １．２３１　 １．１０３　 ０．０７８　 ０．４４７ － ０．２８０
　 － ０．４１９ － ０．３８４ － １．８５１ － ０．４０６］；
Ｙ ＝ ［０．６０７　 ０．３３７　 ０．１１９　 ０．３１１　 ０．６２３ － ０．８２４
　 １．８０１ － ２．０３９　 ０．０２９　 ０．７４５；０．３３３ － ０．３５２　
　 ０．３５６ － ０．９１４　 １．５８８　 １．７６５　 １．４２９ － １．１９６
　 － ０．４７９　 １．５６７；０．９８５　 ０．９６８　 １．５０６　 １．３４１　
　 １．５２６　 ０．４０３ － １．３１８ － ０．１１０　 ０．５６７　 ０．２１３］

检验参考时间序列Ｘ和比较时间序列 Ｙ的一致性。
由于比较时间序列 Ｙ样本容量 ｎ ＝ ３时，样本顺

序比率统计量 Ｋ 没有显式表达式，首先通过数值模

拟的方法给出了累积概率密度分布如图 ４ 所示。 得

到累积分布函数后，计算参考样本在其中的函数值

便可得到概率关联系数。 图 ５ 给出了各个时刻的概

率关联系数。 最后计算得到的概率关联度 Ｐ ＝
０．７１６ １，结果：Ｈ ＝ ０。

·８６１１·
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图 ４　 ｎ ＝ ３ 时的累积概率密度分布

图 ５　 概率关联系数

仿真 ３　 参考时间序列 Ｘ 和比较时间序列 Ｙ
如下：
Ｘ ＝ ［ － １．７６９　 ２．１５５　 ２．１７４ － ０．４９３ － ０．２６８ － ０．０７０
　 － ０．８０３ － ０．９９２ － １．１４７ － １．９１７］；
Ｙ ＝ ［ － １．２４１　 １．５８３　 ２．７３９　 ０．５０８　 ２．０２９　 １．００４
　 － ０．３４８ － ０．５４６　 ２．４０４　 ０．７０９； － １．８７４　 ２．４２０
　 ２．８７８　 ０．２２８　 ０．４９３　 ０．４３４ － １．５４６ － ０．１８４
　 － ０．５６０　 ０．１１８； － １．２３３　 ２．３１９　 ２．４８５　 ０．０２５
　 － ０．５５９ － ０．７５７ － ０．２１０ － ０．６９９ － １．８００ － １．６４６；
　 － １．０２７　 ２．３０７　 ２．５２９ － １．０６５　 １．８１１　 ０．８５９
　 １．０９８　 ０．２９５ － ０．８４０ － ０．９３１； － １．０４２　 １．６６７
　 ２．７０７　 ０．１４８ － ０．３６４　 ０．１９４ － ０．３５５ － １．０１２
　 １．４９０ － ０．６５３； － １．６１９　 ２．０８５　 ２．４３２
　 １．０５５ － ０．９４３ － ０．５５９ － １．３８６　 ０．３４３ － ０．４７５
　 ０．５６８； － １．６１６　 ２．２１０　 ２．０１９　 １．８２７　 １．３３４
　 １．８２８ － ０．３５０　 ０．４４０　 ０．４７９ － ０．７７６］
检验参考时间序列Ｘ和比较时间序列 Ｙ的一致性。

由于 ｋ时刻比较序列 Ｙ样本容量 ｎ≥５，首先使

用 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ 方法重抽样，然后基于重抽样样本构建

累积分布函数，部分结果如图 ６ 所示。 由图 ６ 可见，
改进的自助样本构建的累积概率分布函数明显比由

原始样本构建的累积概率分布函数光滑。 各个时刻

的概率关联系数计算结果为 ［０．１６２ ０．４５５ ０．１６４
０．１５２ ０．９１１ ０．２９５ ０．２８６ ０．１１５ ０．１１６ ０．０１５］，最后计

算得到的概率关联度 Ｐ ＝ ０．０７３，结果：Ｈ ＝ １。

图 ６　 部分时刻累积分布函数

仿真 ４　 参考时间序列 Ｘ１×１０ 和比较时间序列

Ｙ２×１０ 均来自正态分布 Ｎ（０，１），检验参考时间序列

Ｘ１×１０ 和比较时间序列 Ｙ２×１０ 的一致性。 分别采用概

率关联分析［４］ 和本文改进的小样本概率关联分析

进行检验， 验证本文所提方法的有效性， 共进行

１０ ０００次蒙特卡洛实验。 很显然，由于Ｘ１×１０ 和Ｙ２×１０

均来自正态分布Ｎ（０，１），Ｘ１×１０ 和Ｙ２×１０ 是一致的，检

验结果应为：Ｈ ＝ ０。 定义误检率 τ ＝
∑

Ｔ

ｉ ＝ １
Ｈ

Ｔ
为检验方

法的评价指标，Ｔ 为实验总次数。 运行 １０ ０００ 次蒙

特卡洛实验后的误检率分别为：本文改进的小样本

概率关联分析方法的误检率 τ １ ＝ ０．１９９ ８、概率关联

分析方法的误检率 τ ２ ＝ ０．４７２ ５，可见本文方法的误

检率明显低于概率关联分析方法，说明本文方法的

有效性。

５　 弹道一致性检验应用

炮射导弹是由坦克炮发射的一种精确制导武

器，提高了坦克炮的远距离精确打击能力。 研究不

同状态下炮射导弹的弹道一致性有利于部队训练使

用。 由于炮射导弹价格的昂贵性，现场试验组织的
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复杂性，现场飞行试验样本容量一般为小子样。 假

设高原、平原 ２ 种状态下试验数据如表 ３ 所示，根据

炮射导弹的弹道特征［１３］，选择了 ３ 个典型弹道特征

点（第一波谷、第一波峰、平稳点）进行一致性检验。
表 １　 试验数据

状态 特征点 １ 特征点 ２ 特征点 ３

Ｓ１
－１．６９５ ４
－１．８１０ ３

１．８０２ ８
２．０４１ ７

０．３７８ ４
０．８６０ ０

Ｓ２
－１．８０６ ６
－１．３１７ ８

１．６５０ ９
０．８５３ ７

２．１９７ ９
０．５９３ ６

表 ２　 检验结果

Ｋ 特征点 １ 特征点 ２ 特征点 ３ 结果
Ｋ１２３ ０．０３２ ９ ０．３８８ ７ ０．４５２ ８ Ｈ＝ ０，Ｐ＝ ０．２２１ ８
Ｋ１２４ ０．００７ ７ ０．２７７ ７ ０．４４６ ８ Ｈ＝ ０，Ｐ＝ ０．２１１ ４
Ｋ１３４ ０．２３３ ４ ０．７１４ ４ ０．９８６ ８ Ｈ＝ ０，Ｐ＝ ０．６６０ ９
Ｋ２３４ ０．２２７ ５ ０．６０４ ６ ０．９７６ １ Ｈ＝ ０，Ｐ＝ ０．８７３ ６

检验结果见表 ２，有理由认为这 ２ 种状态满足弹道

一致性，这与实际现场试验结果相符。

６　 结　 论

针对小样本条件下的数据关联分析需求，研究

提出了一种小样本概率关联度模型。 使用样本函数

或样本统计量的累积经验分布函数代替由样本构造

的累积经验分布函数，发展拓展了概率关联度模型。
当比较序列样本容量 ｎ＜５，使用样本样本顺序统计

量的经验分布函数计算概率关联系数；当比较序列

样本容量 ｎ≥５，使用 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ 方法重抽样构造经验

分布函数计算概率关联系数，解决了小样本比较序

列构造的累积概率分布函数误差较大导致概率关联

系数计算不准确的问题。 仿真案例和实际应用验证

了本文方法的合理性和有效性。
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