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摘　 要：为了使相场模型更好地描述材料脆性断裂过程，给出了一个多项式型退化函数，并推导了相

场模型对应的弹性极限应力与应变、临界相场值，以及临界应力与应变公式，定量地描述材料的断裂

变化过程。 从临界相场值公式可以发现，随着函数次数的增大，临界相场值不断减小，这表明模型在

破坏时的损伤程度逐渐减小。 通过算例分析了退化函数对材料断裂过程的影响，在函数次数较小时，
可以使相场模型很好地保持线弹性响应过程。 随着次数的增大，函数在初始阶段下降趋势增大，会使

材料内部的损伤趋势加剧，引起材料更早地发生破坏，表明退化函数的变化趋势在一定程度上也会影

响材料的失效变化过程。
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　 　 材料失效是一个复杂的渐进变化过程，在载荷

的作用下，材料中的应力和应变不断积累，在到达材

料的破坏点之后，损伤开始发生，材料内部形成微观

裂纹，随着载荷继续增加，裂纹不断扩展，逐步形成

宏观裂纹，最终导致材料破坏［１⁃２］。 研究材料失效

过程的分析方法可大致分为连续损伤力学（ＣＤＭ）
方法和断裂力学（ＦＭ）方法［３⁃４］。 连续损伤力学主

要研究材料内部微观结构缺陷的萌生、汇合、扩展所

造成的材料宏观力学性能的局部劣化，通过对材料

的本构关系衰减研究来反映损伤的影响［５⁃６］。 根据

损伤机理的不同，可以建立相应的损伤判别准则和

损伤演化方程，将损伤判别准则引入到材料的本构

关系中，则可对整个分析过程的损伤程度进行描述。
断裂力学主要研究宏观裂纹对材料强度的影响，该
方法对裂纹扩展进行模拟，以描述缺陷和破坏的

累积［７］。
材料失效过程涉及非线性应力、应变变化，裂纹

起始和扩展过程等问题，一般难以进行解析分析。
因此，在结构和力学研究领域，数值仿真模拟已经成

为分析材料失效过程的重要手段。 数值分析方法通

常可以分为离散方法和弥散方法。 离散方法如虚拟

裂 纹 闭 合 技 术 （ ＶＣＣＴ ） ［８］、 扩 展 有 限 元 法

（ＸＦＥＭ） ［９］。 ＶＣＣＴ 方法在模拟裂纹扩展时，需要预

先布置裂纹，且在裂纹附近细分或不断重新划分网

格。 ＸＦＥＭ 方法通过增加位移的富集项对间断项进

行描述，但其本身的收敛性较差。 并且需要预先知

道材料可能的破坏模式，定义损伤后相应的开裂方

向［９］。 弥散的数值方法如近场动力学方法［１０］、相场

方法［１１］，这些方法将裂纹弥散化，描述裂纹的扩展

过程。 近场动力学方法将固体力学中的变形协调方

程和力平衡方程改写为积分方程，从而描述裂纹的

萌生、扩展、分叉等问题［１２⁃１３］。 然而，该方法难以与

材料的本构模型直接对应。
相场方法研究起源于 １９９０ 年下半年，从那时

起，就成为了一个重要的研究方向［１４］。 该方法通过

引入一个场变量（序参数）———相场，来描述系统中

不同物理场之间的转变，该变量在 ０ 和 １ 之间变化，
分别表示材料的完好状态和完全破坏状态，从而对

裂纹的不连续性质进行描述。 利用该方法可以模拟

复杂的断裂过程，如裂纹的萌生、扩展、分叉和结合
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等问题［１５］。
目前，分析材料失效的相场断裂模型主要分为

２ 类：第一类是以物理学中的 Ｇｉｎｚｂｕｒｇ⁃Ｌａｎｄａｕ 理论

为基础［１６⁃１７］， 应用非约束裂纹相场的 Ｇｉｎｚｂｕｒｇ⁃
Ｌａｎｄａｕ 型演化方程和非凸衰减函数描述材料的损

伤演化过程，求解 Ｇｉｎｚｂｕｒｇ⁃Ｌａｎｄａｕ 方程就可得到系

统的位移场和损伤场。 但该模型本质上是完全黏性

的，且主要适用于动态断裂［１１］。 第二类起源于断裂

力学的变分方法，是对经典 Ｇｒｉｆｆｉｔｈ 断裂理论的延

伸［１８］。 该理论由 Ｆｒａｎｃｆｏｒｔ 和 Ｍａｒｉｇｏ［１９］以及 Ｂｏｕｒｄｉｎ
等［２０］提出，采用变分方法和 Γ 收敛准则研究裂纹

的演化过程，使研究者更易于理解其力学概念和推

向工程应用。 该模型中用弹性势能和裂纹面能描述

系统的总势能，对其总势能求变分，得到力平衡方程

和损伤演化方程，求解这 ２ 个方程，得到位移场和损

伤场，该理论进一步由 Ｍｉｅｈｅ 等［１１］ 发展，并建立了

两类相场模型的统一。
Ｍｉｅｈｅ 等［２１］又引入了历史场概念，使裂纹相场

演化满足不可逆约束，为研究循环载荷下的裂纹扩

展过程奠定了重要的理论基础，并为相场理论的推

广和应用做了重要铺垫，使其能求解复杂的裂纹扩

展问题。 在 Ｍｉｅｈｅ 等［２１］研究基础上，相场方法被不

断改进并被应用到不同的研究领域。 如脆性断裂问

题［２２⁃２３］、塑性断裂问题［２４⁃２５］、动态断裂问题［２６⁃２７］、内
聚力断裂问题［２８⁃２９］、材料疲劳问题［３０⁃３１］。 同时，研
究材料范围也不断扩大，如岩石类材料［３２⁃３３］、聚合

物［３４⁃３５］、混凝土材料［３６⁃３７］、复合材料［３８⁃３９］。 相比于

其他的方法，如 ＸＦＥＭ 法、界面单元法，相场方法在

研究材料失效过程中具有独特的优势，使其能对不

连续的裂纹进行描述，以模拟复杂形式的裂纹扩展。
目前常用的相场模型主要有 ３ 种不同的选择类

型，即 ＡＴ１ 和 ＡＴ２ 模型，以及 ＰＦＭ⁃ＣＺＭ 模型。 对于

ＡＴ１ 模型和 ＰＦＭ⁃ＣＺＭ 模型，应力－应变关系存在线

弹性阶段，具有弹性极限应力，即在载荷加载一段时

间后，才会出现损伤。 而 ＡＴ２ 模型［４０］，采用常用的

退化函数 ｇ２（ｄ）＝ （１－ｄ） ２ 时，应力－应变关系一直

呈非线性形式，不存在弹性极限，即在载荷加载时损

伤就立即发生，并且在材料到达极限应力时，损伤场

已经增大到 ｄ＝ ０．２５，在一定程度上影响了计算结果

的准确性。 为了使 ＡＴ２ 模型更好地刻画材料的脆

性断裂过程，本文给出了一种通用的多项式型退化

函数，并分析退化函数对相场模型力学特性的影响。

１　 相场断裂模型

１．１　 断裂能量泛函

在相场模型中，对于连续固体中的裂纹 Γ，可采

用一个有限宽度 ｌ 将裂纹弥散化，使离散裂纹可以

用某些连续函数模拟，如图 １ 所示。 这样就可引入

辅助变量 ｄ（ｘ） ∈ ［０，１］ 来描述这种尖锐裂纹，
ｄ ＝ ０ 表示杆的完好状态，ｄ ＝ １ 表示杆的完全断裂

状态。

图 １　 二维裂纹拓扑

这里，可采用泛函［２１］

Γ（ｄ） ＝ １
２ｌ∫Ω（ｄ２ ＋ ｌ２ ｜∇ｄ ｜ ２）ｄＶ （１）

表征尖锐的裂纹拓扑。 裂纹面密度函数 γ 及其导数

∂γ ／ ∂ｄ 分别为

γ（ｄ，∇ｄ） ＝ １
２ｌ
ｄ２ ＋ ｌ

２
｜∇ｄ ｜ ２， ∂γ ／ ∂ｄ ＝ １

ｌ
ｄ － ｌΔｄ

（２）
对于图 １ 中的相场断裂问题，根据（１）式中引入的

断裂面函数 Γ（ｄ） ，可定义产生新的裂纹拓扑所需

的功

Πｃ（ｄ） ＝ ∫
Ω
Ｇｃγ（ｄ，∇ｄ）ｄＶ （３）

式中， Ｇｃ 是 Ｇｒｉｆｆｉｔｈ 型临界能量释放率。
根据线弹性理论，全局储能泛函可表示为

Πｅ（ｕ，ｄ） ＝ ∫
Ｂ
ψ（ε（ｕ），ｄ）ｄＶ （４）

储能函数 ψ 描述了单位体积中物体存储的体积能，
对于由断裂导致的能量降低，可表示为

ψ（ε，ｄ） ＝ ［ｇ（ｄ） ＋ ｋ］ψ０（ε） （５）
式中， ｇ（ｄ） 是能量退化函数，应满足性质

ｇ（０） ＝ １， ｇ（１） ＝ ０
ｇ（ｄ） ＞ ０， ｆｏｒ ｄ ≠ １
ｇ′（ｄ） ＜ ０， ｆｏｒ ｄ ≠ １
ｇ′（０） ＜ ０， ｇ′（１） ＝ ０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（６）

·１８９·
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　 　 参数 ｋ 为残余刚度系数，以保证数值的稳定

性。 ψ ０ 为未损伤材料的应变能函数，对于各向同性

材料，可表示为

ψ０（ε） ＝ λｔｒ２［ε］
２

＋ μｔｒ［ε２］ （７）

　 　 为了保证裂纹扩展的准确性，将应变能分解为

正的部分 ψ ＋
０（ε） 和负的部分 ψ －

０（ε）
ψ０（ε） ＝ ψ ＋

０（ε） ＋ ψ －
０（ε） （８）

式中：依据 Ｍｉｅｈｅ 等［２１］ 的谱分解方法， ψ ＋
０（ε） 和

ψ －
０（ε） 可分别表示为

ψ ＋
０（ε） ＝

λ〈ｔｒ（ε）〉 ２
＋

２
＋ μｔｒ（ε２

＋），

ψ －
０（ε） ＝

λ〈ｔｒ（ε）〉 ２
－

２
＋ μｔｒ（ε２

－） （９）

１．２　 变分相场模型

根据裂纹耗散泛函（３）式和储能泛函方程（４），
引入总的能量泛函

Π（ｕ，ｄ） ＝ ∫
Ｂ
ψ（ε（ｕ），ｄ）ｄＶ ＋ ∫

Ω
Ｇｃγ（ｄ，∇ｄ）ｄＶ －

　 ∫
Ｂ
ｂ·ｕｄＶ － ∫

∂Ｂ
ｔ·ｕｄＡ （１０）

式中： ｂ 是区域 Ｂ 中的体积力；ｔ 是在 ∂Ｂ 上的表面

外力。
对总能量泛函（１０） 式求变分，可得到以下强形

式的相场模型控制方程

∇·σ ＋ ｂ ＝ ０， ｉｎ Ｂ
ｆ － Ｇｃ∂γ ／ ∂ｄ ＝ ０， ｉｎ Ω （１１）

式中，能量驱动力 ｆ 为

ｆ ＝ － ∂ψ
∂ｄ

＝ － ｇ′（ｄ）Ｈ （１２）

为了保证损伤演化的不可逆性，引入历史参考

能量［２１］

Ｈ（ｘ，ｔ） ＝ ｍａｘ
ｓ∈［０，ｔ］

［ψ ＋
０（ε（ｘ，ｔ））］ （１３）

２　 能量退化函数

为了模拟能量退化，采用常用的多项式函数，如
前文的 ｇ２（ｄ） ，以及三次函数［４１］

ｇ３（ｄ） ＝ ３（１ － ｄ） ２ － ２（１ － ｄ） ３ （１４）
和四次函数

ｇ４（ｄ） ＝ ４（１ － ｄ） ３ － ３（１ － ｄ） ４ （１５）
采用 ｇ３（ｄ） 和 ｇ４（ｄ） 退化函数时，都可使 ＡＴ２ 相场

模型得到弹性极限，且其临界相场值分别为

ｄｃ ＝

１
１０

， ｇ３（ｄ）

１
９
， ｇ４（ｄ）

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１６）

　 　 这表明材料在达到极限应力时，即发生脆性断

裂时，已经发生了一定程度的损伤，且随着多项式次

数的改变，损伤程度发生了相应变化。
２．１　 通用多项式型退化函数

为了探究随着函数次数的改变，退化函数对脆

性断裂特性的影响，采用一种通式来表达退化函数

ｇｍ（ｄ） ＝ ｍ（１ － ｄ） ｎ － ｎ（１ － ｄ）ｍ， ｍ ＞ ｎ ≥ ２
（１７）

根据退化函数性质（（６）式），可得到

ｍ ＝ ｎ ＋ １ （１８）
　 　 对于不同的 ｍ，ｇｍ（ｄ） 的变化趋势如图 ２ 所示。

图 ２　 ｇｍ（ｄ）随 ｍ 变化形式

从图 ２ 可以看出，随着 ｍ 的增大，退化函数开

始时平缓变化，随后下降趋势逐渐增大，在到达某个

拐点后，下降趋势开始变得缓慢，表明在开始阶段材

料性能下降缓慢，然后下降趋势比较剧烈，并在某个

拐点后， 材料性能下降开始减缓。 同时 Ｇｅｏｒｇｅ
等［４２］也表示在材料开始发生损伤时，由于材料内部

微裂纹的相互作用和抑制，在加载开始时，材料损伤

趋势较慢，而在一定阶段后，微裂纹间的相互阻止效

应减弱，损伤开始加快。 因此，采用这种多项式型退

化函数，在一定程度上与 Ｇｅｏｒｇｅ 等人的分析较为

吻合。
对（１７）式求导，发现 ｇ′ｍ（ｄ ＝ ０） ＝ ０，则能量驱

动力

ｆ ＝ － ∂ψ
∂ｄ

＝ － ｇ′ｍ（ｄ ＝ ０）ψ ＋
０ ＝ ０ （１９）

　 　 这将使裂纹在开始阶段无法成核，因此，采用一

·２８９·
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种修正模型的退化函数

ｇｍ（ｄ） ＝ ｐ［（１ － ｄ）ｍ － （１ － ｄ） ｎ］ ＋
ｍ（１ － ｄ） ｎ － ｎ（１ － ｄ）ｍ， ｍ ＞ ｎ ≥ ２，ｐ ≥ ０

（２０）
　 　 当 ｐ ＝ ２，ｍ ＝ ３，ｎ ＝ ２时，ｇ３（ｄ） 恢复为经典的退

化函数 ｇ２（ｄ）＝ （１ － ｄ） ２。 为了使相场模型在开始阶

段存在裂纹驱动力，裂纹能够成核，需要将 ｐ 设置为

一个非零正值，以保证在 ｄ ＝ ０ 时存在驱动力。
为了了解参数 ｐ 对退化函数的影响， 假定

ｍ ＝ ３，得到不同参数 ｐ 时的 ｇｍ（ｄ） 和 ｇ′ｍ（ｄ） 曲线，
如图 ３～４ 所示。

图 ３　 ｇｍ（ｄ）随 ｐ 的变化过程

图 ４　 ｇ′ｍ（ｄ）随 ｐ 的变化过程

从图 ３～４ 可以看出，当 ｐ 较大时，如 ｐ ＝ ０．１，退
化函数（１７） 式和（２０） 式的计算结果存在一定差

别，而当 ０ ＜ ｐ≪１时，如 ｐ≤１０ －４，退化函数（１７） 式

和（２０） 式的计算结果基本一致，说明当 ０ ＜ ｐ ≪ １
时，ｐ 对 ｇｍ（ｄ） 的计算结果的影响很小。 因此，为了

便于分析相场模型的力学特性，在下文主要讨论 ｐ ＝
０ 时的退化函数。 对于 ｐ ≠ ０ 情形，见附录 Ａ。

２．２　 均匀化解分析

为了说明多项式型退化函数对相场断裂模型应

力特性的影响，下文将采用一维简单模型 ｘ∈［ － Ｌ，
Ｌ］ 分析相场断裂问题，假定该模型区域中没有压缩

应变场，即 ψ ０ ＝ １
２
Ｅ０ε ２，Ｈ ＝ ψ ０。 基于以上假设，一

维问题可以表达为

ｄσ
ｄｘ

＝ ０

Ｇｃ

ｌ
ｄ － Ｇｃ ｌΔｄ ＋ ｇ′（ｄ）Ｈ ＝ ０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（２１）

式中，应力为 σ ＝ ｇ（ｄ）Ｅ０ε。
忽略相场梯度 Δｄ 的影响，（２１） 式将变为

Ｇｃ

ｌ
ｄ ＋ ｇ′（ｄ）Ｈ ＝ ０ （２２）

将（２０）式的导数代入（２２）式可得到均匀化解

ε ＝
２Ｇｃ

ｎ（ｎ ＋ １）Ｅ０ ｌ
（１ － ｄ） －ｎ－１２ （２３）

在弹性极限处，存在相场值

ｄｅ ＝ ０ （２４）
将（２４）式代入（２３）式，可得到弹性应变和应力极限

εｅ ＝
２Ｇｃ

ｎ（ｎ ＋ １）Ｅ０ ｌ
， σｅ ＝ Ｅ０εｅ ＝

２Ｅ０Ｇｃ

ｎ（ｎ ＋ １） ｌ
（２５）

将（２３）式代入 σ ＝ ｇ（ｄ）Ｅ０ε，并对 ｄ 求导

∂σ
∂ｄ

＝
２ＧｃＥ０

ｎ（ｎ ＋ １）
·

－ （ｎ ＋ １） ２

２
（１ － ｄ）

ｎ－１
２ ＋ ｎ（ｎ ＋ ３）

２
（１ － ｄ）

ｎ＋１
２

é

ë
êê

ù

û
úú

（２６）

当
∂σ
∂ｄ

＝ ０ 时，可得到临界相场值

ｄｃ ＝
ｎ － １
ｎ２ ＋ ３ｎ

（２７）

从（２７） 式可以看出，在多项式型退化函数中，在
ｎ ≥ ２ 情况下，临界相场值恒满足 ｄｃ ＞ ０，这意味着

材料在弹性阶段后，还会存在一段非线性变化过程，
因此，在到达脆性破坏极限时，材料已经发生了一定

程度的损伤。 ｄｃ 随 ｎ 的变化形式如图 ５ 所示。
从图 ５ 可以看出，随着 ｎ 值的增大 ｄｃ 先增大后

减小，在 ｎ ＝ ３时，ｄｃ 取得最大值，且当 ｎ ＝ ２，４时，两
者的临界相场值 ｄｃ 相等。 这说明对于采用 ｇｍ（ｄ）

·３８９·
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图 ５　 临界相场值 ｄｃ 随着 ｎ 的变化过程

的相场模型，随着 ｎ 的增大，材料发生脆性断裂时的

损伤程度先增大然后逐渐减小，刻画脆性断裂的效

果在增强。
将（２７） 式代入（２３） 式，或者对σ ＝ ｇ（ｄ）Ｅ０ε 关

于 ε 求导（见附录 Ｂ），都可得到临界应变

εｃ ＝
２ｎｎ－２（ｎ ＋ ３） ｎ－１Ｇｃ

（ｎ ＋ １） ２ｎ－１Ｅ０ ｌ
（２８）

因此，可计算出临界应力

σｃ ＝
８（ｎ ＋ １） ２ｎ＋３Ｅ０Ｇｃ

（ｎ ＋ ３） ｎ＋３ｎｎ＋２ ｌ
（２９）

为了表征弹性极限应力与临界应力特性的关系，定
义应力相对差值函数

ＥＲσ ＝
σｃ － σｅ

σｅ

× １００％ （３０）

可得到应力相对差值随 ｎ 变化的关系

ＥＲσ ＝ ４（ｎ ＋ １） ２ｎ＋４

（ｎ ＋ ３） ｎ＋３ｎｎ＋１
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

１
２

－ １{ } × １００％ （３１）

如图 ６ 所示。

图 ６　 应力特性随 ｎ 的变化过程

从图 ６ 可以看出，随着 ｎ 值的增大，弹性极限应

力与临界应力值都在减小，但弹性极限应力减小的

趋势小于与临界应力的减小趋势，并且两者之间的

相对差值在不断增大，说明随着 ｎ 值的增大，相场模

型的线弹性变化阶段在减弱，非线性变化趋势在逐

渐增强。
通过以上分析可知，采用多项式型退化函数时，

在材料承受载荷后，应力－应变首先呈线弹性变化，
然后是伴随着微小损伤的非线性变化，在达到材料

破坏极限时，已经积累了一定程度的损伤。 但相比
较 ｇ２（ｄ） 函数，这种多项式型函数能更好地描述材

料脆性断裂过程。

３　 相场模型数值实现

３．１　 单元离散

因为（１１）式是关于位移场和相场的耦合方程，
通常采用多场有限元方法求解。 首先对位移场 ｕ及

其相应的应变场 ε 进行离散化

ｕ（ｘ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｎｉｕｉ ＝ Ｎｕ， ε（ｘ） ＝ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
Ｂｉｕｉ ＝ Ｂｕ

（３２）
式中，插值矩阵 Ｎ ＝ ［Ｎ１，…，Ｎｉ，…，Ｎｎ］，几何矩阵
Ｂ ＝ ［Ｂ１，…，Ｂｉ，…，Ｂｎ］。

同理，相场 ｄ 及其相应的梯度场∇ｄ 可离散化为

ｄ（ｘ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １

􀭺Ｎｉｄｉ ＝ 􀭺Ｎｄ， ∇ｄ（ｘ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １

􀭺Ｂｉｄｉ ＝ 􀭺Ｂｄ

（３３）
相应的试探函数及其导数为

δｕ（ｘ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｎｉδｕｉ ＝ Ｎδｕ， δε（ｘ） ＝ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
Ｂｉδｕｉ ＝ Ｂδｕ

δｄ（ｘ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １

􀭺Ｎｉδｄｉ ＝ 􀭺Ｎδｄ， ∇δｄ（ｘ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １

􀭺Ｂｉδｄｉ ＝ 􀭺Ｂδｄ

（３４）
其相应的容许函数类和试探函数类如（３５）式所示

Ｕｕ ＝ ＨＥ
１ ＝ ｛ｕ ｜ ｕ（ｘ） ＝ ｕ∗，∀ｘ ∈ ∂Ｂｕ｝

Ｖｕ ＝ Ｈ０
１ ＝ ｛δｕ ｜δｕ（ｘ） ＝ ０，∀ｘ ∈ ∂Ｂｕ｝

Ｕｄ ＝ ＨＥ
１ ＝ ｛ｄ ｜ｄ（ｘ） ∈ ［０，１］， ｄ̇（ｘ） ≥ ０，

　 　 ∀ｘ ∈ Ω｝
Ｖｄ ＝ Ｈ０

１ ＝ ｛δｄ ｜δｄ（ｘ） ＝ ０，∀ｘ ∈ Ω｝ （３５）
然后，可以得到以下弱形式的控制方程

δｕＴ ∫
Ｂ
ＢＴσｄＶ ＋ ∫

Ｂ
ｂｄＶ( ) ＝ ０

δｄ∫
Ω

􀭺ＮＴｇ′（ｄ）Ｈ ＋ 􀭺ＮＴ Ｇｃ

ｌ
ｄ ＋ Ｇｃ ｌ􀭺ＢＴ∇ｄ

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄＶ ≥ ０

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（３６）
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３．２　 控制方程求解

在求解（３６）式时，常用的方法有：整体牛顿法、
分步算法、ＢＦＧＳ 法。 而由于所得到的相场模型控

制方程的非线性，采用整体牛顿法计算时不容易收

敛。 为了改善计算的收敛性，可采用分步算法求解

以上的相场断裂模型控制方程，但这种方法求解效

率较慢，计算复杂模型时非常耗时。 由于 ＢＦＧＳ 法

无需每次迭代都更新刚度矩阵，且计算过程较为简

单，计算效率较高，被 Ｗｕ 等［４３］ 应用于控制方程的

求解，在保证收敛性的同时，提高了计算效率。
对于弱耦合非线性问题，通常可以忽略非对称

项，即
Ｋｄ

ｎ ０

０ Ｋｕ
ｎ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

ｄｎ

ｕｎ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ －

ｒｄｎ
ｒｕｎ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

（３７）

求解方程（３７）可得到位移场和相场。
式中

ｒｄｎ ＝ ∫
Ω

Ｇｃ

ｌ
ｄ ＋ ｇ′（ｄ）Ｈ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
􀭺ＮＴ ＋ Ｇｃ ｌ􀭺ＢＴ∇ｄ{ } ｄＶ

Ｋｄ
ｎ ＝ ∫

Ｂ

Ｇｃ

ｌ
＋ ｇ″（ｄ）Ｈ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
􀭺ＮＴ􀭺Ｎ ＋ Ｇｃ ｌ􀭺ＢＴ􀭺Ｂ{ } ｄＶ（３８）

ｒｕｎ ＝ ∫
Ｂ
ＢＴσｄＶ － ∫

Ｂ
ＮＴｂｄＶ ＋ ∫

∂Ｂ
ＮＴ ｔｄＡ( )

Ｋｕ
ｎ ＝ ∫

Ω
ＢＴ ∂σ

∂ε
é

ë
êê

ù

û
úú ＢｄＶ （３９）

４　 数值算例

由于不同次数的退化函数计算得到的弹性极限

应力和临界应力不同，而实际材料发生破坏时强度

不会随退化函数发生变化，因此，可根据（２９）式计

算出不同退化函数计算时的长度尺度参数 ｌ。

ｌ ＝
８（ｎ ＋ １） ２ｎ＋３Ｅ０Ｇｃ

（ｎ ＋ ３） ｎ＋３ｎｎ＋２σ２
ｃ

（４０）

本节算例中模型尺寸为 １ ｍｍ×１ ｍｍ，在模型的中间

区域 ０．５ ｍｍ 的位置有一条初始裂纹 Γ，初始长度

ａ０ ＝ ０．５ ｍｍ，下边界固定，上边界施加拉伸载荷 ｕ ＝
０．０１ ｍｍ，模型的边界条件及载荷形式如图 ７ 所示，
其材料参数为 Ｅ＝ ２１０ ｋＮ ／ ｍｍ２，泊松比 ν＝ ０．３，能量

释放率 Ｇｃ ＝ ２．７×１０－３ ｋＮ ／ ｍｍ。

图 ７　 几何模型及模拟结果

计算中模型最小单元尺度选择为 ｈ ＝ ０．５ｌ，假定

ｎ ＝ ２，即 ｍ ＝ ３ 时，ｌｎ ＝ ２ ＝ ０．０１，由于不同次数 ｎ 时计

算得到的临界应力相同，因此根据（４０） 式可等效计

算出 ｎ ＝ ３，４，５时的尺度参数 ｌ，ｌｎ ＝ ３ ＝ ０．００５ ３，ｌｎ ＝ ４ ＝
０．００３ ３，ｌｎ ＝ ５ ＝ ０．００２ ３。

图 ８　 不同对应的载荷－位移曲线

从图 ８ 可以看出，相比于二次退化函数，采用的

多项式型退化函数使材料在断裂发生前更好地保持

线弹性变化。 在初始加载时，由于材料内部微裂纹

的相互抑制作用，材料损伤增加地非常缓慢，模型保

持了线弹性变化，很好地描述材料的脆性断裂性能，
如 ｇ３（ｄ），ｇ４（ｄ） 函数得到的载荷 － 位移曲线。

同时，从图 ８ 可以发现，随着多项式函数次数的

增大，由于其函数下降趋势逐渐增加，材料内部微裂

纹间的相互抑制效应减弱，使材料损伤加快，引起材

料的断裂。 所以虽然在计算中假定不同退化函数最

终破坏的载荷相同，即得到位移 － 载荷曲线应该相

同，但随着函数次数的增加，其下降趋势增加，即材

料损伤趋势增大，会诱发材料产生一定程度的微观

损伤，引起最终的断裂破坏，如 ｇ５（ｄ），ｇ６（ｄ） 函数得

到的载荷－位移曲线。 通过该算例也说明了描述材

·５８９·
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料性能下降的退化函数，其变化趋势在一定程度上

也影响了材料损伤和断裂变化过程。

５　 结　 论

本文采用一种通用的多项式型退化函数分析了

ＡＴ２ 相场断裂模型的力学特性，通过研究得到了以

下结论：
１） 通过一维简单模型分析得到了一般形式的

弹性应变和应力、临界相场值等公式，发现随着函数

次数的增大，临界相场值先增大，然后减小，表明当

函数次数增大时，理论上材料发生断裂时的损伤程

度更小。
２） 相比于常用的二次退化函数，多项式退化函

数使相场模型具有弹性应力极限，特别是当退化函

数的次数较小时，能很好地描述脆性断裂行为，使材

料在断裂前保持线弹性变化，直至发生脆性断裂。
３） 退化函数的变化趋势会影响材料发生断裂

的时间。 在函数次数较小时，如 ｍ ＝ ３，４ 时，模型断

裂前很好地保持线弹性变化。 随着函数次数的增

大，如 ｍ ＝ ５，６ 时，其函数下降趋势逐渐增加，导致

材料内部微裂纹间的相互抑制效应减弱，诱发材料

更早地发生损伤，引起最终的断裂。 但这种影响相

比于二次退化函数，还是比较微弱。

附录 Ａ

当 （ ２０） 式中的 ｐ ≠ ０ 时，ｇｍ（ｄ）、ｇ′ｍ（ｄ） 和

ｇ″ｍ（ｄ） 分别为

ｇｍ（ｄ） ＝ ｐ［（１ － ｄ）ｍ － （１ － ｄ） ｎ］ ＋

　 ｍ（１ － ｄ） ｎ － ｎ（１ － ｄ）ｍ ＝
　 （１ － ｄ） ｎ［ｎ － ｐ ＋ １ － （ｎ － ｐ）（１ － ｄ）］ （４１）
ｇ′ｍ（ｄ） ＝ （１ － ｄ） ｎ－１［（ｎ ＋ １）（ｎ － ｐ）（１ － ｄ） －
　 ｎ（ｎ － ｐ ＋ １）］ （４２）
ｇ″ｍ（ｄ） ＝ （１ － ｄ） ｎ－２ － ［ｎ（ｎ ＋ １）（ｎ － ｐ ＋ １） －
　 ｎ（ｎ ＋ １）（ｎ － ｐ）（１ － ｄ）］ （４３）

　 　 由（２２）式可得到应变

ε ＝ －
２Ｇｃｄ

ｇ′（ｄ）Ｅ０ ｌ
（４４）

对 ε 关于 ｄ 求导，得到

∂ε
∂ｄ

＝
－ ２Ｇｃｄ

ｇ′（ｄ）Ｅ０ ｌ
æ

è
ç

ö

ø
÷

－ １
２

·
－ ｇ′（ｄ）Ｇｃ ＋ ｄｇ″（ｄ）Ｇｃ

（ｇ′（ｄ）） ２Ｅ０ ｌ
（４５）

　 　 对 σ ＝ ｇ（ｄ）Ｅ０ε 关于 ｄ 求导

∂σ
∂ｄ

＝ ｇ′（ｄ）Ｅ０ε ＋ ｇ（ｄ）Ｅ０
∂ε
∂ｄ

（４６）

将（４５）式和（４４）式代入（４６）式

∂σ
∂ｄ

＝
－ Ｅ０

２ｄ［ｇ′（ｄ）］ ３Ｇｃ ｌ
｛ － ２ｄ［ｇ′（ｄ）］ ２ ＋

　 ｇ（ｄ）［ － ｇ′（ｄ） ＋ ｄｇ″（ｄ）］} （４７）

当
∂σ
∂ｄ

＝ ０ 时，可得到

－ ２ｄ［ｇ′（ｄ）］ ２ ＋ ｇ（ｄ）［ － ｇ′（ｄ） ＋ ｄｇ″（ｄ）］ ＝ ０
（４８）

将（４１） ～ （４３）式代入（４８）式，得到

－ ２ｄ［（ｎ ＋ １）（ｎ － ｐ）（１ － ｄ） － ｎ（ｎ － ｐ ＋ １）］ ２ ＋
　 ［ｎ － ｐ ＋ １ － （ｎ － ｐ）（１ － ｄ）］｛ － （１ － ｄ）
　 ［（ｎ ＋ １）（ｎ － ｐ）（１ － ｄ） － ｎ（ｎ － ｐ ＋ １）］ ＋
　 ｄ［ｎ（ｎ － １）（ｎ － ｐ ＋ １） －
　 ｎ（ｎ ＋ １）（ｎ － ｐ）（１ － ｄ）］｝ ＝ ０ （４９）
　 　 整理化简可得到一个关于 ｄ 的三次多项式，但
由于多项式较为复杂，此处不再展示，利用 Ｍａｔｌａｂ
或者Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ求解（４９） 式，可得到一个关于 ｎ，ｐ
的多项式

ｄ ＝ ｄ（ｎ，ｐ） （５０）

附录 Ｂ

将退化函数带入应力表达式 σ ＝ ｇ（ｄ）Ｅ０ε 中，
得到

σ ＝ ［ｍ（１ － ｄ） ｎ － ｎ（１ － ｄ）ｍ］Ｅ０ε （５１）
将（２３）式代入（５１）式，可得到

σ ＝
（２Ｇｃ）

ｎ
ｎ－１

（ｎｌ）
ｎ

ｎ－１［（ｎ ＋ １）Ｅ０］
１

ｎ－１ε
ｎ＋１
ｎ－１

－

　
（２Ｇｃ）

ｎ＋１
ｎ－１

（（ｎ ＋ １） ｌ）
ｎ＋１
ｎ－１（ｎＥ０）

２
ｎ－１ε

ｎ＋３
ｎ－１

（５２）

　 　 对（５２）式关于 ε 求导得
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∂σ
∂ε

＝
－ （ｎ ＋ １）（２Ｇｃ）

ｎ
ｎ－１ε － ２ｎ

ｎ－１

（ｎ － １）（ｎｌ）
ｎ

ｎ－１［（ｎ ＋ １）Ｅ０］
１

ｎ－１

＋

　
（ｎ ＋ ３）（２Ｇｃ）

ｎ＋１
ｎ－１ε －２ｎ＋２

ｎ－１

（ｎ － １）［（ｎ ＋ １） ｌ］
ｎ＋１
ｎ－１（ｎＥ０）

２
ｎ－１

（５３）

　 　 使
∂σ
∂ε

＝ ０，可表达出临界应变

εｃ ＝
２ｎｎ－２（ｎ ＋ ３） ｎ－１Ｇｃ

（ｎ ＋ １） ２ｎ－１Ｅ０ ｌ
（５４）

如（２８）式所示。
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