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结构全局失效概率函数估计的自适应
增强线抽样方法
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（厦门大学 航空航天学院， 福建 厦门　 ３６１００５）

摘　 要：针对结构可靠性分析和设计中参数失效概率函数的求解难题，提出一种自适应增强线抽样的

失效概率函数全局估计方法。 所提方法通过一种自适应策略在设计参数空间特定值处，运用增强线

抽样方法得到一系列局部失效概率函数估计；提出基于变异系数最小的最优组合算法，将各局部失效

概率函数估计融合成全局的失效概率函数估计。 所提方法与已有方法相比，进一步提高了失效概率

函数估计的精度和效率。 通过给出数值和工程算例说明所提方法适用性及在分析计算精度和效率上

的优越性。
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　 　 由于实际工程中存在着大量的不确定性［１］，基
于可靠性的结构设计已成为一种有效的分析处理手

段。 在灵敏度分析［２］、非概率可靠性［３］ 或基于可靠

性的设计优化（ＲＢＤＯ） ［４］ 等众多领域中，失效概率

与设计参数的函数关系，被称为失效概率函数

（ＦＰＦ），是其关键及难点问题之一。 当得到参数的

失效概率函数时，对其求导即可以很容易地得到灵

敏度；在非概率可靠性分析中，可以由失效概率函数

得到失效概率的最小值和最大值结果；在可靠性设

计优化中，代入失效概率函数，可以将目标可靠性优

化问题解耦为一个等价的确定性优化问题，该方法

被称为解耦方法。
在实际应用中，因通常需要在不同的设计参数

值下进行多次的可靠性分析，要想得到与设计参数

相关的失效概率函数面临很大的挑战。 目前可靠性

分析已研究出许多方法，其中包括近似分析方法，如
一阶 ／二阶可靠度法———ＦＯＲＭ ／ ＳＯＲＭ［５］。 这类方

法通常是非常有效的，但是在处理非线性极限状态

函数时，尤其是在考虑非渐近问题时，这类方法可能

会存在精度问题。 另一类方法是基于模拟的方法，

如蒙特卡罗模拟［６］、重要抽样［７］、子集模拟［８］ 和线

抽样［９］等，这类方法通常计算效率非常低。 在实际

工程问题中特别是涉及大型有限元模型时，这类方

法的可行性较低。 因此，大量的可靠性分析计算使

得直接估计失效概率函数的计算变得特别困难。
目前失效概率函数的估计方法大致可分为三

类。 第一类为代理模型方法，实验设计是该方法的

关键。 实验设计是通过在设计参数空间中选择一些

预定义的插值点，应用各种代理模型来构建近似值，
然后对设计参数的插值网格点进行可靠性分析，确
定代理模型的系数。 例如，Ｇａｓｓｅｒ 等［１０］ 对设计参数

采用预定义的二次多项式函数来近似失效概率函数

的对数；而 Ｊｅｎｓｅｎ［１１］采用线性多项式函数逼近失效

概率函数的对数。 其他类型的替代模型方法，如
Ｋｒｉｇｉｎｇ 方法［１２］、支持向量机［１３］ 等在可靠性分析中

被广泛应用于逼近极限状态函数［１４］，也可以用来逼

近失效概率函数。
第二类方法是通过单次常规可靠性分析的信息

来局部逼近失效概率函数，主要是获得随机变量分

布参数的失效概率函数。 例如，Ｚｏｕ 等［１５］ 基于一次
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可靠性分析中获得的可靠性灵敏度信息，采用一阶

泰勒级数展开将失效概率函数表示为分布参数的线

性函数。 Ｙｕａｎ［１６］提出了一种加权的抽样方法，将失

效概率函数的估计表示为一次可靠性分析中产生的

样本的显式函数形式。 此外，Ｙｕａｎ 与 Ｓｏｎｇ 等［１７⁃１８］

提出基于一次线抽样的信息来求解失效概率函数。
需要注意的是，这些方法主要得到的都是失效概率

函数的局部近似。
第三类估计失效概率函数的方法是在扩展空间

中进行可靠性问题分析。 Ａｕ［１９］ 首先提出在扩充空

间中利用贝叶斯规则对失效概率函数进行变换，然
后通过单次扩充可靠性分析对失效概率函数进行估

计，但其包含的密度函数估计采用直方图来显示；
Ｃｈｉｎｇ 等［２０⁃２１］遵循扩展可靠性思想，提出采用最大

熵方法来估计其中设计参数的后验分布，从而将失

效概率函数显式化；在扩展空间思想基础上，Ｙｕａｎ
等［２２］进一步研究了失效概率函数与分布参数的内

在关系，推导出了密度函数的积分式，使得失效概率

函数可通过样本平均来估计，避免了求解过程中的

分布拟合。
本文提出了一种自适应增强线抽样的全局失效

概率函数估计方法（ＡＡＬＳ）。 该方法通过组合一系

列的增强线抽样方法的局部失效概率函数来获得全

局失效概率估计；并提出了一种自适应策略在特定

参数取值处进行局部失效概率函数估计。 所提方法

能够克服原有增强线抽样方法的局部性，且使得失

效概率函数的求解能够保证全局上的效率和精度

最优。

１　 失效概率函数定义

在本文提出的方法中，关于失效概率对设计参

数的函数被称为失效概率函数（ＦＰＦ），记为 ＰＦ（θ），
θ ＝ ［θ １，…，θ ｎθ］ 是设计参数的向量。 当设计参数为

结构随机变量 ｘ 的分布参数（例如均值） 时，ＰＦ（θ）
可表示为

ＰＦ（θ） ＝ ∫ＩＦ（ｘ） ｆ（ｘ θ）ｄｘ （１）

式中： Ｆ ＝ ｛ｘ：ｇ（ｘ） ＜ ０｝ 为失效域，ｇ（·） 为极限状

态函数；ＩＦ（ｘ） 为失效域指示函数，如果 ｘ ∈ Ｆ 则

ＩＦ（ｘ） ＝ １，否则 ＩＦ（ｘ） ＝ ０；ｆ（ｘ θ） 是在分布参数取值

为 θ 的条件下 ｘ 的条件概率密度函数（ＰＤＦ）。

２　 基于自适应线抽样的失效概率函数
求解方法

２．１　 失效概率估计的增强线抽样

增强线抽样（ ａｕｇｍｅｎｔｅｄ ｌｉｎｅ ｓａｍｐｌｉｎｇ，ＡＬＳ）方

法是一种高效的局部估计失效概率函数的方

法［２３⁃２４］。 在本文中，采用该方法对失效概率函数进

行局部估计。 在增强线抽样中，引入辅助抽样密度

函数 ｆ（ｘ θ∗），其中 θ∗ 是固定的设计参数某一取

值，可将（１） 式的失效概率函数 ＰＦ（θ） 改写为

ＰＦ（θ） ＝ ∫ＩＦ（ｘ） ｆ（ｘ θ）
ｆ（ｘ θ∗）

ｆ（ｘ θ∗）ｄｘ （２）

　 　 随后将其转换为标准正态空间。 从非正态变量

到标准正态变量 （用 Ｔｘｕ 表示） 的转换及逆变换

（Ｔｕｘ） 为

ｕ ＝ Ｔｘｕ（ｘ θ∗） （３）
ｘ ＝ Ｔｕｘ（ｕ θ∗） （４）

　 　 将（４） 式代入 （ ２） 式，进一步可将 ＰＦ（θ） 改

写为

ＰＦ（θ） ＝ ∫ＩＦ（Ｔｕｘ（ｕ θ∗））
ｆ（Ｔｕｘ（ｕ θ∗） θ）
ｆ（Ｔｕｘ（ｕ θ∗） θ∗）

φ（ｕ）ｄｕ

　 　 ＝ ∫ＩＦ（Ｔｕｘ（ｕ θ∗））η（ｕ，θ，θ∗）φ（ｕ）ｄｕ （５）

式中， φ（ｕ） 为标准正态分布的概率密度函数。

η（ｕ，θ，θ∗） ＝
ｆ（Ｔｕｘ（ｕ θ∗） θ）
ｆ（Ｔｕｘ（ｕ θ∗） θ∗）

（６）

为 ２ 个概率密度函数的比值。 公式（５）积分公式可

通过线抽样的方法来估计。 为此，引入坐标变换

ｕ ＝ Ｒｕ⊥ ＋ αｕ″ （７）
式中： Ｒ是 ｎ × （ｎ － １） 维旋转矩阵；ｕ⊥ 是（ｎ － １） ×
１ 维向量；α ＝ ［α１，α２，…，α ｎ］ 是单位重要方向向

量，当基本随机变量 ｘ分布为 ｆ（ｘ θ∗） 时确定；ｕ″为
标量坐标。 基于（７） 式，公式（５） 中所示的概率积

分可写为

ＰＦ（θ） ＝ ∬ ＩＦ（Ｔｕｘ（Ｒｕ⊥ ＋ αｕ″ θ∗）） ×

　 η（Ｒｕ⊥ ＋ αｕ″，θ，θ∗）φ（ｕ″）φ（ｕ⊥）ｄｕ″ｄｕ⊥（８）
式中： φ（ｕ″） 是一维标准正态分布的概率密度函

数；φ（ｕ⊥） 是（ｎ － １） 维标准正态分布的概率密度

函数。
由此可以根据 φ（ｕ⊥） 分布生成 ｕ⊥ 的样本（记

为｛ｕ⊥（ ｊ）：ｊ ＝ １，２，．．，Ｎ｝），失效概率函数可以由（９）
式计算

·６０１·
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ＰＦ（θ） ≈ Ｐ^Ｆ（θ） ＝ １
Ｎ

×

　 ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
（∫ ＩＦ（Ｔｕｘ（Ｒｕ⊥（ ｊ） ＋ αｕ″ θ∗）） ×

　 η（Ｒｕ⊥（ ｊ） ＋ αｕ″，θ，θ∗）φ（ｕ″）ｄｕ″） （９）
考虑到

ＩＦ（Ｔｕｘ（Ｒｕ⊥（ ｊ） ＋ αｕ″ θ∗）） ＝
１ ｉｆ　 ｕ″ ≥ β（ ｊ）

０ ｉｆ　 ｕ″ ＜ β（ ｊ）{
（１０）

则失效概率函数估计可写为

Ｐ^Ｆ（θ） ＝ １
Ｎ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
［∫∞

β（ ｊ）
η（Ｒｕ⊥（ ｊ） ＋ αｕ″，θ，θ∗） ×

　 φ（ｕ″）ｄｕ″］ ＝ １
Ｎ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ｑ１（ｕ″） （１１）

式中， ｑ１（ｕ″） ＝ ∫∞
β（ ｊ）

η（Ｒｕ⊥（ ｊ） ＋ αｕ″，θ，θ∗）φ（ｕ″）ｄｕ″

表示对 ｕ″ 的一维积分。
当所有的随机变量都假定为独立正态分布时，

即 ｘｉ ～ Ｎ（μ ｉ，σ ２
ｉ ），同时设计参数仅为变量分布的均

值。 在这种情况下，ｘｉ ＝ Ｔｕｘ（ｕｉ θ∗
ｉ ） ＝ ｕｉσ ｉ ＋ μ∗

ｉ ＝
ｕｉσ ｉ ＋ θ∗

ｉ ，那么在公式（６） 中 η（ｕ，θ，θ∗） 可写为

η（ｕ，θ，θ∗） ＝ ∏
ｎ

ｉ ＝ １
ｅｘｐ

（θｉ － θ∗
ｉ ）ｕｉ

σｉ

－
（θｉ － θ∗

ｉ ） ２

２σ２
ｉ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（１２）
将（７）式代入（１２）式可以得到

η（Ｒｕ⊥（ ｊ） ＋ αｕ″，μ，μ∗） ＝ ｅλ（ ｊ） ＋ｕ″τ（ ｊ） （１３）
式中

λ（ ｊ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １

（μｉ － μ∗
ｉ ）Ｒｉｕ⊥（ ｊ）

σｉ

－
（μｉ － μ∗

ｉ ） ２

２σ２
ｉ

＝

　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １

χ
ｉＲｉｕ⊥（ ｊ） －

χ２
ｉ

２
（１４）

τ（ ｊ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １

（μｉ － μ∗
ｉ ）αｉ

σｉ

＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １

χ
ｉαｉ （１５）

式中： Ｒｉ 是矩阵 Ｒ的第 ｉ行；α ｉ 是向量 α的第 ｉ个分

量，且 χ
ｉ ＝ （θ ｉ － θ∗

ｉ ） ／ σ ｉ。 因此，还有 ｕ（ ｊ）
ｉ ＝ Ｒｉｕ⊥（ ｊ）

＋ α ｉｕ″（ ｊ）。
由公式（１３），一维积分 ｑ１（ｕ″） 可改写为

ｑ１（ｕ″） ＝ ∫∞
β（ ｊ）

ｅλ（ ｊ） ＋ｕ″τ（ ｊ）φ（ｕ″）ｄｕ″ ＝

　 ｅλ（ ｊ） ＋τ
（ ｊ）２
２ Φ（τ （ ｊ） － β （ ｊ）） （１６）

　 　 因此，公式（１１） 的失效概率函数估计表达式

为

Ｐ^Ｆ（θ） ＝ １
Ｎ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ｅλ（ ｊ） ＋τ

（ ｊ）２
２ Φ（τ（ ｊ） － β（ ｊ））[ ] （１７）

　 　 对应的估计值的方差也可以通过公式 （１８）
得出

ｖａｒ［ Ｐ^Ｆ（θ）］ ≈ １
Ｎ（Ｎ － １）

×

　 ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｅλ（ ｊ） ＋τ

（ ｊ）２
２ Φ（τ（ ｊ） － β（ ｊ）） － Ｐ^Ｆ（θ）[ ] ２ （１８）

　 　 可以看出，失效概率函数的估计可转换为一个

简单的函数，该函数由仅使用一次 ｆ（ｘ θ∗） 完成线

抽样所产生的样本来表示。 通过这种方法，避免了

多次重复的可靠性分析，因此通过增强线抽样方法

获得了较高的计算效率。 增强线抽样的细节可参考

文献［１４］。
２．２　 全局失效概率函数估计的组合算法

所提方法的第二个主要步骤是将各个局部失效

概率估计 Ｐ^（ｋ）
Ｆ （θ） 进行有效组合。 本文提出了一种

最优组合算法。 该算法是将各个失效概率函数进行

加权求和，并通过比较 ３ 种权重形式选取最优的一

种。 具体而言，全局失效概率函数估计 Ｐ^（Ｋ）
Ｆ，Ｃ（θ） 可

表示为

Ｐ^（Ｋ）
Ｆ，Ｃ（θ） ＝ ∑

Ｋ

ｋ ＝ １
［ｗｋ（θ） Ｐ^（ｋ）

Ｆ （θ）］ （１９）

式中， ｗｋ（θ） 为第 ｋ 次（ｋ ＝ １，…，Ｋ） 迭代的权重函

数。 为了确保 Ｐ^（Ｋ）
Ｆ，Ｃ（θ） 是无偏的，针对 θ 的每个值

都有∑
Ｋ

ｋ ＝ １
ｗｋ（θ） ＝ １。 且由于 Ｐ^（Ｋ）

Ｆ （θ） 是无偏的，因此

得到的 Ｐ^（Ｋ）
Ｆ，Ｃ（θ） 也是无偏的。

Ｐ^（Ｋ）
Ｆ，Ｃ（θ） 对应的变异系数计算式为

Ｃｏｖ［ Ｐ^（Ｋ）
Ｆ，Ｃ（θ）］ ＝ ∑

Ｋ

ｋ ＝ １
ｗ２

ｋ（θ）Ｃｏｖ２［ Ｐ^（ｋ）
Ｆ （θ）］

（２０）
　 　 组合算法的性能很大程度上取决于权重。 权重

的确定通常有 ３ 种方法： ① 等权重； ② 找到使

Ｐ^（Ｋ）
Ｆ，Ｃ（θ） 方差最小的最优 ｗｋ；③ 找到使 Ｐ^（Ｋ）

Ｆ，Ｃ（θ） 变

异系数最小的最优 ｗｋ。 数值研究表明，最后一种方

法是最有效和最稳定的。 本文仅给出最后一种基于

变异系数的最优组合算法。
变异系数是估计量的一个重要特征，亦可根据

Ｐ^（Ｋ）
Ｆ，Ｃ（θ） 的变异系数最小来确定权重，此时对应的

最优权重为

·７０１·
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ｗｃ
ｋ（θ） ＝

Ｃｏｖ［ Ｐ^（ｋ）
Ｆ （θ）］ －２

∑
Ｋ

ｉ ＝ １
Ｃｏｖ［ Ｐ^（ ｉ）

Ｆ （θ）］ －２

　 （ｋ ＝ １，…，Ｋ）

（２１）
公式（２１）的证明细节见附录 Ａ。
２．３　 自适应策略

所提方法为多次局部估计的融合。 在第 ｉ 次局

部失效概率函数估计中， 辅助抽样 密 度 函 数

ｆ（ｘ θ∗（ ｉ）） 中 θ∗（ ｉ） 的选择影响了所提方法的效率，
因此应严谨选择 θ（ ｉ）

Ｈ 。 通常，这些点可以预先通过

一定的规则进行选取，例如通过实验设计方法，如中

心设计法； 或采用随机方法， 如蒙特卡罗模拟

（ＭＣＳ）、拉丁超立方抽样（ＬＨＳ） 等。 然而，这种先

验的实验设计可能不是最有效的方法。
为此本文提出了一种自适应策略，即依据失效

概率估计的变异系数来自适应地选择特定的参数取

值点来进行局部失效概率估计，最后运用上述融合

方法构建全局失效概率估计。 本文提出一种基于确

定局部失效概率函数估计量位置的自适应策略。 考

虑到估计量的统计特性，变异系数是失效概率函数

估计量局部收敛的一个重要且很好的特征，因此令

全局失效概率函数估计量的变异系数作为一个决策

依据来确定下一个局部失效概率函数估计量，进而

扩大至全局估计量，即选择变异系数值最大的设计

参数值作为下一个辅助抽样密度函数的支持参

数值。
假设当前为第 ｉ次迭代，由（１９） 式和（２０） 式计

算出对应的全局失效概率函数 Ｐ^（ ｉ）
Ｆ，Ｃ（θ） 和变异系

数， 求解以下优化问题得到下一个辅助参数值

θ∗（ ｉ ＋１）

Ｆｉｎｄ θ∗（ ｉ ＋１）

ｍａｘ Ｃｏｖ［ Ｐ^（ ｉ）
Ｆ，Ｃ（θ）］

ｓ．ｔ． θ ｊ ≤ θ ｊ ≤ θ ｊ 　 （ ｊ ＝ １，２，…，ｎθ）

（２２）

　 　 公式（２２）表明，下一个辅助抽样密度函数的参

数值点 θ∗（ ｉ ＋１） 应是全局失效概率函数估计变异系

数最大处所对应的点。 因此，基于该辅助参数值点

进行局部估计后，将改善在该区域的全局失效概率

函数估计的精度，从而能有效地提高失效概率函数

估计的收敛性。 需要指出的是，求解（２２）式优化问

题不需要进行任何极限状态函数的计算，采用任何

优化算法都可以较好地求解。

３　 算　 例

本节给出 ２ 个例子来说明本文所提出方法的优

越性。 分别采用不同的方法来进行分析和比较：原
有的增强线抽样（ＡＬＳ）方法、扩展空间的重要抽样

法［２２］（ＡＳＩ⁃ＩＳ）以及本文所提出的自适应增强线抽

样方法（ＡＡＬＳ）。 此外，采用直接蒙特卡罗模拟法

或重要性抽样法得到失效概率的逐点值，并将其作

为“精确值”。 所有算例的停止条件为 Ｃ ｔｏｌ ＝ ０．２。
３．１　 算例 １：十杆算例

十杆铝桁架结构如图 １ 所示。

图 １　 十杆铝桁架

桁架受垂直力 Ｆ１ 和 Ｆ２，水平力 Ｆ３，其横向和纵

向杆的长度为 Ｌ，弹性模量为 Ｅ。 各个杆件的截面积
分别为 Ａ ｊ（ ｊ ＝ １，２，…，１０）。 考虑结构节点 ２ 垂直位
移 δ ２ 不超过许用位移 ｄｙ，极限状态函数定义为

ｇ ＝ ｄｙ － δ２（Ａ１，Ａ２，Ａ３，Ａ４，Ａ５，Ａ６） （２３）
式中，垂直位移 δ ２ 可以表示为

δ２ ＝ ∑
６

ｉ ＝ １

ＮｉＮ０
ｉ

Ａｉ

＋ ２∑
１０

ｉ ＝ ７

ＮｉＮ０
ｉ

Ａｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷
Ｌ
Ｅ

（２４）

式中，轴向力 Ｎ ｊ（ ｊ ＝ １，２，…，１０） 可由平衡方程和变

形协调方程得到

Ｎ１ ＝ Ｆ２ － ２
２
Ｎ８

Ｎ２ ＝ － ２
２
Ｎ１０

Ｎ３ ＝ － Ｆ１ － ２Ｆ２ ＋ Ｆ３ － ２
２
Ｎ８

Ｎ４ ＝ － Ｆ２ ＋ Ｆ３ － ２
２
Ｎ１０

Ｎ５ ＝ － Ｆ２ － ２
２
Ｎ８ － ２

２
Ｎ１０

Ｎ６ ＝ － ２
２
Ｎ１０
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Ｎ７ ＝ ２ （Ｆ１ ＋ Ｆ２） ＋ Ｎ８

Ｎ８ ＝
（ａ２２ｂ１ － ａ１２ｂ２）
（ａ１１ａ２２ － ａ１２ａ２１）

Ｎ９ ＝ ２Ｆ２ ＋ Ｎ１０

Ｎ１０ ＝
（ａ１１ｂ２ － ａ２１ｂ１）
（ａ１１ａ２２ － ａ１２ａ２１）

（２５）

式中

ａ１１ ＝ １
Ａ１

＋ １
Ａ３

＋ １
Ａ５

＋ ２ ２
Ａ７

＋ ２ ２
Ａ８

æ

è
ç

ö

ø
÷
Ｌ
２Ｅ

ａ２２ ＝ １
Ａ２

＋ １
Ａ４

＋ １
Ａ６

＋ ２ ２
Ａ９

＋ ２ ２
Ａ１０

æ

è
ç

ö

ø
÷
Ｌ
２Ｅ

ｂ１ ＝
Ｆ２

Ａ１

－
（Ｆ１ ＋ ２Ｆ２ － Ｆ３）

Ａ３

－ Ｆ２

Ａ５

－æ

è
ç

　 ２ ２ （Ｆ１ ＋ Ｆ２）
Ａ７

ö

ø
÷÷

２ Ｌ
２Ｅ

ｂ２ ＝ ２ （Ｆ３ － Ｆ２）
Ａ４

－
２Ｆ２

Ａ５

－
４Ｆ２

Ａ９

æ

è
çç

ö

ø
÷÷
Ｌ
２Ｅ

ａ１２ ＝ ａ２１ ＝ Ｌ
２Ａ５Ｅ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（２６）

Ｎ０
ｉ 由公式（２５） 中Ｆ１ ＝ Ｆ３ ＝ ０和Ｆ２ ＝ １条件下得到。

各变量的分布信息如表 １ 所示。 其中杆 １ 和杆

３ 的截面积均服从正态分布，取其均值作为设计参

数，即 Ａ１ ～ Ｎ（θ １，１） 和 Ａ３ ～ Ｎ（θ ２，１），设计域为

θ １ ∈［６，１０］ｃｍ 和 θ ２ ∈ ［６，１０］ｃｍ。
表 １　 十杆结构随机变量的分布信息（算例 １）

变量 分布类型 均值 变异系数

截面积 Ａ１ ／ ｃｍ２ 正态 θ１∈［６，１０］ ０．１
截面积 Ａ３ ／ ｃｍ２ 正态 θ２∈［６，１０］ ０．１
截面积 Ａｉ ／ ｃｍ２ 正态 ８ ０．１

长度 Ｌ ／ ｍ 正态 １．５ ０．１
弹性模量 Ｅ ／ ＧＰａ 正态 ７０ ０．１

载荷 Ｆ１ ／ ｋＮ 正态 ５００ ０．１
载荷 Ｆ２ ／ ｋＮ 正态 １００ ０．１
载荷 Ｆ３ ／ ｋＮ 正态 １００ ０．１

３．１．１　 所提方法结果

采用本文所提出的方法求解该问题的全局失效

概率函数。 首先设置初始局部估计的参数值为设计

区域中部的 θ∗（１） ＝ ［８，８］，求解相应的设计点，采用

改进一次二阶矩（ＡＦＯＳＭ） 来进行求解。 每个局部

失效概率估计采用 Ｎ ＝ ３００ 个样本的增强线抽样来

进行求解。
图 ２ 给出了本文方法得到的二维失效概率函数

结果，以及估计量的二维变异系数结果。 可以看出，
最终的变异系数值都小于 ０．２。

图 ２　 所提出方法的二维失效概率函数结果（算例 １）

图 ３ 显示了每次迭代中估计量的变异系数值，
以及由自适应策略确定出的下一次迭代的辅助抽样

函数的参数值。 可以看到，辅助参数值点位于变异

系数最大的点上（图中红圆点处）。 随着迭代的进

行，估计量的变异系数变得越来越小。

图 ３　 每次迭代中失效概率函数的变异系数结果（算例 １）

·９０１·
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３．１．２　 与其他方法的比较

将本文方法与增强线抽样方法（ＡＬＳ）和扩展空

间重要抽样方法（ＡＳＩ⁃ＩＳ）方法进行了比较。 所有这

些方法都是在相同数量的抽样模拟样本数下进行比

较，即 ＮＴ ＝Ｎ×Ｋ＝ ３００×８＝ ２ ４００（Ｋ 为总迭代次数）。
图 ４ 显示了一维失效概率函数结果以及其变异

系数。 其中“ＭＣＳ”表示采用 ＭＣＳ 方法得到的视为

精确值的结果。 从图 ４ｂ）中可以看出，ＡＬＳ 失效概

率函数在 θ２ ＝ ６ 附近区域（即 θ２∈［６，７］）存在显著

误差，并且 θ１ 和 θ２ 在区间［６，７］和［９．５，１０］内，变
异系数也明显较大。 综合来看，ＡＳＩ⁃ＩＳ 和提出的

ＡＡＬＳ 获得了与直接 ＭＣＳ 结果较一致的结果，而所

提出的 ＡＡＬＳ 方法在大部分设计区域拥有相对较小

的变异系数，且变异系数值小于 ０．２。 这说明本文提

出的 ＡＡＬＳ 方法比 ＡＬＳ 和 ＡＳＩ⁃ＩＳ 更加高效。

图 ４　 不同方法的失效概率函数结果对比（算例 １）

３．１．３　 参数敏感性分析

本节对所提 ＡＡＬＳ 方法在不同数量的样本和初

始支持参数点设置下的性能进行了研究。 该方法采

用不同初始辅助参数点值 θ∗（１），即：① 初始设计

θ∗（１） ＝ ［６，６］；②初始设计 θ∗（１） ＝ ［８，８］；③初始设

计 θ∗（１） ＝ ［１０，１０］，进行多次重复计算。
图 ５ 给出了在不同初始辅助参数点值下采用所

提出方法的迭代次数与每次迭代使用的样本数的关

系。 ＮＴ 是模拟抽样样本数，而 Ｎａｌｌ 包括模拟样本和

每次迭代求解设计点的计算样本。 算例 １ 中，计算

设计点大约需要调用 １１０ 次极限状态函数。 可以看

出，当样本数 Ｎ 增加时，迭代次数 Ｋ 减少，但总样本

数增加。 而不同初始点对方法性能影响不是很大。
结果表明，Ｎ 的选取影响所提出方法的效率，应

适当选取 Ｎ。 首先，建议根据停止准则选择 Ｎ，例
如，如果 Ｃｏｖ［ Ｐ^Ｆ（θ）］ ＜ ０．２ 是预期的，那么 Ｎ 应该

足够大，以确保 Ｃｏｖ［ Ｐ^（ ｉ）
Ｆ （θ（ ｉ）

Ｈ ）］ ＜ ０．２。 其次，需要

注意的另一个因素是求解每次迭代中的设计点的计

算成本。 建议在求解极限状态函数的设计点时，抽
样样本数 Ｎ 应大于设计点的计算成本。

图 ５　 不同样本点设置下所提方法的

迭代次数与计算代价（算例 １）

３．２　 算例 ２：喷气发动机涡轮叶片

某喷气发动机涡轮叶片结构如图 ６ 所示。

·０１１·
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图 ６　 涡轮叶片的几何形状和 ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ 应力（算例 ２）

涡轮径向排列的叶片通常由镍合金制成，这些

合金能抵抗极端高温的气体。 在极端高温的条件

下，这种材料会显著膨胀，产生机械应力和变形。 为

了避免机械故障和叶片尖端与机匣之间的摩擦，叶
片设计必须考虑机械应力和变形。 将破坏定义为结

构最大 ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ 应力超过给定应力 σａ ＝ １．５ ＧＰａ，
对应的极限状态函数为

ｇ（ｘ） ＝ σａ － σｍａｘ（ｘ） （２７）
式中， σｍａｘ（ｘ） 为热压联合作用下叶片的最大 ｖｏｎ
Ｍｉｓｅｓ 应力；ｘ ＝ ［Ｅ，λ，γＣＴＥ，ｐ１，ｐ２，Ｋａｐｐ，Ｔ１，Ｔ２］ 为基

本随机变量向量；Ｅ，λ，γＣＴＥ 和 Ｋａｐｐ 分别为镍基合金

（ＮＩＭＯＮＩＣ ９０） 的弹性模量、泊松比、热膨胀系数和

导热系数；ｐ１ 和 ｐ２ 为叶片压力侧和吸力侧的压力载

荷，压力载荷是由于高压气体围绕在叶片压力侧和

吸力侧所产生的；Ｔ１ 为内部冷却空气温度，Ｔ２ 为压

力侧和吸力侧温度。 假设这些变量都是独立的正态

随机变量，其分布参数如表 ２ 所示。
表 ２　 正态基本随机变量的分布信息（算例 ２）

随机变量 均值 标准差

Ｅ ／ ＧＰａ θ１ ＝μＥ∈［１９０，３００］ ２３

γＣＴＥ ／ （１０
－６·Ｋ－１） θ２ ＝μγＣＴＥ

∈［１０，２５］ １．３

λ ０．２７ ０．０２７

ｐ１ ／ ｋＰａ ５００ ５０

ｐ２ ／ ｋＰａ ４５０ ４５

Ｋａｐｐ ／ （Ｗ·ｍ－１·Ｋ－１） １１．５ １．１５

Ｔ１ ／ ℃ １５０ １５

Ｔ２ ／ ℃ １ ０００ １００

该例子中 Ｅ 和 γＣＴＥ 的平均值 （即 θ ＝ ［ μＥ，
μγＣＴＥ］）被设定为设计变量，它们的设计域分别为

θ１∈［１９０，３００］（ＧＰａ）和 θ２∈［１０，２５］（１ ／ Ｋ）。

将本文所提出方法应用于求解该问题的全局失

效概率函数。 首先设置初始辅助参数点值 θ∗（１） ＝
［２４５，１７．５］，求解相应的设计点，取 Ｎ＝ １００。

图 ７ 给出了该方法得到的二维失效概率函数结

果，以及估计量的二维变异系数。 可以看出，最终的

变异系数值都小于 ０．２。

图 ７　 所提出方法的二维失效概率函数结果（算例 ２）

图 ８ 显示了本文所提方法和 ＡＬＳ 方法的一维

失效概率函数结果以及它们的变异系数，同时都使

用相同的样本总数，即采用 ＮＴ ＝ Ｎ×Ｋ ＝ １００ × １０ ＝
１ ０００个样本。 其中‘ ＩＳ’表示采用重要抽样方法得

到视为精确值的结果。 从图 ８ａ） ～ ８ｂ）中可以看出，
ＡＬＳ 失效概率函数在 θ１ ＝ ２８０ 附近区域（即 θ１ ∈
［２６０，３００］）存在显著误差，同时 θ１∈［２１０，３００］时，
ＡＬＳ 的变异系数也较大。 从图 ８ｃ） ～ ８ｄ）中可以看

出，ＡＬＳ 失效概率函数在 θ２∈［１０，１３］和 θ２∈［２１，
２５］时存在显著误差，同时 θ２ ∈［１０，１３．５］和 θ２ ∈
［２０，２５］时，ＡＬＳ 的变异系数也明显较大，反观本文

提出的 ＡＡＬＳ 方法的变异系数始终保持在 ０． ２ 以

下。 综合图 ８ 这 ４ 幅图来看，本文提出的 ＡＡＬＳ 方

法获得了与重要抽样法 ＩＳ 结果较一致的“精确”结
果，并且所提出的 ＡＡＬＳ 方法在大部分设计区域拥

有相对较小的变异系数。 这说明本文提出的 ＡＡＬＳ
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方法相较于 ＡＬＳ 方法更加高效和稳定。

图 ８　 不同方法的失效概率函数结果对比（算例 ２）

４　 结　 论

本文提出了一种全局失效概率函数估计的自适

应增强线抽样方法。 该方法通过一系列的失效概率

函数的局部估计，以最优组合的方式来融合得到全

局失效概率函数，并提出了一种自适应算法能够自

动确定局部估计的位置。 本文所提方法能够自动识

别并探索弥补估计不足之处，从而最终达到失效概

率函数估计在全设计域上的收敛。
通过本文中给出的算例和结果，可以得出以下

结论：
１） 所提出的自适应策略能够有效地识别出，能

使下一个失效概率函数估计得到最大改善的位置；
２） 提出的最小化失效概率函数估计的变异系

数的最优组合算法能够很好地融合各个局部失效概

率估计；
３） 所提方法能够克服原有增强线抽样方法的

局部性，且使得失效概率函数的求解能够保证全局

上的效率和精度最优。

附录 Ａ：基于最小变异系数的权值

在本附录中，推导基于最小化变异系数的最优

权值由公式（２１）给出。
首先，失效概率函数估计的变异系数可以通过

以下方式给出

Ｃｏｖ［ Ｐ^（Ｋ）
Ｆ，Ｃ（θ）］ ＝

∑
Ｋ

ｋ ＝ １
ｗｋ（θ） ２ｖａｒ［ Ｐ^（ｋ）

Ｆ （θ）］

ＰＦ（θ）
＝

　 ∑
Ｋ

ｋ ＝ １
ｗ２

ｋ（θ）Ｃｏｖ２［ Ｐ^（ｋ）
Ｆ （θ）］ （Ａ．１）

　 　 由于最小化 Ｃｏｖ［ Ｐ^（Ｋ）
Ｆ，Ｃ（θ）］ 的优化问题等于最

小化 Ｃｏｖ２［ Ｐ^（Ｋ）
Ｆ，Ｃ（θ）］，那么在最小化变异系数基础

上的最优权值可以表述为

ｍｉｎ　 Ｃｏｖ２［ Ｐ^（Ｋ）
Ｆ，Ｃ（θ）］ ＝

　 ∑
Ｋ

ｋ ＝ １
ｗ２

ｋ（θ）Ｃｏｖ２［ Ｐ^（ｋ）
Ｆ （θ）］

ｓ．ｔ．　 ∑
Ｋ

ｋ ＝ １
ｗｋ（θ） ＝ １ （Ａ．２）

　 　 解这一优化问题会得到下列解的表达式

ｗｋ（θ） ＝ － λ
２
Ｃｏｖ －２［ Ｐ^（ｋ）

Ｆ （θ）］

λ ＝－ ２

∑
Ｋ

ｉ ＝ １
Ｃｏｖ －２［ Ｐ^（ ｉ）

Ｆ （θ）］

（Ａ．３）

　 　 最后，可得到对应权重值为

ｗｋ（θ） ＝
Ｃｏｖ －２［ Ｐ^（ｋ）

Ｆ （θ）］

∑
Ｋ

ｉ ＝ １
Ｃｏｖ －２［ Ｐ^（ ｉ）

Ｆ （θ）］
（ｋ ＝ １，…，Ｋ）

（Ａ．４）
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