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摘　 要：针对时间自由的两航天器交会问题，考虑了在轨道圆柱参考系中线性运动模型的相对运动轨

迹的多准则优化。 得到了描述相对运动的长期参数和周期参数方程。 详细研究了具有有限横向推力

的纵向运动控制变体的标称控制程序结构，并获得了解析解。 开发了一种求解任意边界条件和推力

控制加速度值的帕累托最优控制程序在标准空间（机动时间、总时间）中的算法。 该算法中，使用帕累

托最优方法，实现了多目标的优化（总时间最优，燃料最优），给出了地球静止轨道平面上参数校正变

体的数值计算结果。

关　 键　 词：航天器交会；最优控制；横向推力；帕累托最优

中图分类号：Ｖ４８．２　 　 　 文献标志码：Ａ　 　 　 文章编号：１０００⁃２７５８（２０２３）０３⁃０５２９⁃０８

　 　 本文研究了在被动航天器附近，配有能够多次

启动的有限推力发动机的主动航天器标称相对运动

控制程序的优化问题。 该问题在将航天器送至地球

静止轨道站点、校正受扰动地球静止轨道参数以及

构建巡检航天器的控制程序等方面具有重要的应用

价值。 在设计太空任务时核心问题是选择航天器标

称控制程序，确定航天器及其运动控制系统的主要

设计参数。 在其解决方案中考虑的主要标准是机动

时间成本和总时间成本。 对于所考虑对象中由有限

（非脉冲）推力连续控制的卫星，控制问题应使用双

准则公式中的帕累托最优控制原理来解决。
多准则优化方法在相对运动控制问题中的应用

早在文献［１⁃２］中就被考虑过。 传统方法之一是通

过准则的卷积将多准则问题简化为单准则问题，这
在某种程度上降低了所获得解决方案的价值。 在本

文中，目标不是获得一个单一的解决方案，而是获得

一组详尽的不可改进的最优解决方案———帕累

托集。

１　 运动数学模型

对于没有施加控制约束的一般情况，轨道圆柱

坐标系中的相对运动方程表示为［３］

Δｒ̇ ＝ ΔＶｒ， Δｕ̇ ＝
Ｖｕ２

ｒ２
－
Ｖｕ１

ｒ１
， Δｚ̇ ＝ ΔＶｚ，

ΔＶ̇ｒ ＝
Ｖ２

ｕ２

ｒ２
－
Ｖ２

ｕ１

ｒ１
－ μ

ｒ２２
－ μ

ｒ２１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ａＳ，

ΔＶ̇ｕ ＝ －
Ｖｒ２Ｖｕ２

ｒ２
＋
Ｖｒ１Ｖｕ１

ｒ１
＋ ａＴ，

ΔＶ̇ｚ ＝ －
μ
ｒ３２

Δｚ ＋ ａＷ

（１）

式中： Δｒ 为航天器半径向量差；Δｕ 为航天器纬度参

数的差值；Δｚ为侧向坐标差；ΔＶｒ，ΔＶｕ，ΔＶｚ 为航天器

在径向、横向和侧向的速度差；ｒ１，Ｖｒ１，Ｖｕ２ 为被动航

天器的半径向量、径向和横向速度；ｒ２，Ｖｒ２，Ｖｕ２ 为主

动航天器的半径向量、径向和横向速度在被动航天

器轨道平面上的投影；ａＳ，ａＴ，ａＷ 为主动航天器在径
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向、横向和侧向方向上的推力加速度。
被动航天器运动参数根据无扰动理论确定

ｒ１ ＝ ｐ
１ ＋ ｅｃｏｓϑ

，Ｖｒ１
＝ μ

ｐ
ｅｓｉｎϑ，

Ｖｕ２
＝ μ

ｐ
（１ ＋ ｅｃｏｓϑ） （２）

式中， ｐ，ｅ，ϑ 是半交弦、偏心率和真近点角。
引入假设：主动航天器和被动航天器的运动参

数之间的差异与被动航天器的轨道半径相比较小，
并且被动航天器轨道是圆形（ｅ ＝ ０）。 这将使方程

（１） ［４］ 线性化

ｄ
ｄｔ

Δｒ ＝ ΔＶｒ，
ｄ
ｄｔ

ΔＬ ＝ ΔＶｕ － λΔｒ， ｄ
ｄｔ

Δｚ ＝ ΔＶｚ

ｄ
ｄｔ

ΔＶｕ ＝ － λΔＶｒ ＋ ａＴ

ｄ
ｄｔ

ΔＶｒ ＝ ２λΔＶｕ ＋ λ２Δｒ ＋ ａＳ （３）

ｄ
ｄｔ

ΔＶｚ ＝ － λ２ｚ ＋ ａＷ

式中， λ ＝ μ （１ － ｅ２） ３

ｐ３ 为被动航天器在参考轨道

上的角速度。
将系统（３） 写成矩阵形式

Δｘ̇ ＝ Ａ·Δｘ ＋ Ｂ·ｕ （４）
式中： Δｘ ＝ Δｒ ΔＬ Δｚ ΔＶｒ ΔＶＬ ΔＶｚ[ ] Ｔ 是相

位向量；ｕ ＝ ａＳ ａＴ ａＷ[ ] Ｔ 是控制向量；Ａ 是状态

空间矩阵；Ｂ 是控制矩阵

Ａ ＝

０ ０ ０ １ ０ ０
－ λ ０ ０ ０ １ ０
０ ０ ０ ０ ０ １
λ２ ０ ０ ０ ２λ ０
０ ０ ０ － λ ０ ０
０ ０ － λ２ ０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

Ｂ ＝

０ ０ ０
０ ０ ０
０ ０ ０
１ ０ ０
０ １ ０
０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

　 　 将柯西公式应用于动力学方程（３），得到了用

于确定任意时刻 ｔ 的相位向量表达式

　 ｘ（ ｔ） ＝ Φ（ ｔ）ｘ（０） ＋ ∫ｔ
０
Φ（ ｔ － τ）Ｂｕ（τ）ｄτ （５）

式中，Φ（ ｔ） 为系统（３） 解的基本矩阵，形式为［５］

Φ（ ｔ） ＝ ［ａ１，ａ２，ａ３，ａ４，ａ５，ａ６］ Ｔ （６）
式中：

ａ１ ＝ ２ － ｃｏｓ（ωｔ），０，０， １
ω
ｓｉｎ（ωｔ），é

ë
êê

　 ２
ω
ｃｏｓ（ωｔ），０ù

û
úú

Ｔ

；

ａ２ ＝ ２ｓｉｎ（ωｔ） － ３ωｔ，１，０， ２
ω
（ｃｏｓ（ωｔ） － １），é

ë
êê

　 ４
ω
ｓｉｎ（ωｔ） － ３ｔ，０ù

û
úú

Ｔ

；

ａ３ ＝ ０，０，ｃｏｓ（ωｔ），０，０， １
ω
ｓｉｎ（ωｔ）é

ë
êê

ù

û
úú

Ｔ

；

ａ４ ＝ ［ωｓｉｎ（ωｔ），０，０，ｃｏｓ（ωｔ），２ｓｉｎ（ωｔ），０］ Ｔ；
ａ５ ＝ ［ω（ｃｏｓ（ωｔ） － １），０，０， － ｓｉｎ（ωｔ），

　 ２ｃｏｓ（ωｔ） － １，０］ Ｔ；
ａ６ ＝ ［０，０， － ωｓｉｎ（ωｔ），０，０，ｃｏｓ（ωｔ）］ Ｔ

　 　 方程（５）中的积分部分由矩阵的正交性求得

∫ｔ
０
Φ（ ｔ － τ）Ｂｕ（τ）ｄτ ＝ ［ｂ１，ｂ２，ｂ３，ｂ４，ｂ５，ｂ６］ Ｔ

（７）
式中：

ｂ１ ＝ １
λ２［∫λｔ０ ｓｉｎ（λｔ － ψ）ｕ（ ｔ）ｄψ，

　 ∫λｔ
０
２ｃｏｓ（λｔ － ψ）ｕ（ ｔ）ｄψ，０］ Ｔ；

ｂ２ ＝ － １
λ２［∫λｔ０ ２［１ － ｃｏｓ（λｔ － ψ）］ｕ（ ｔ）ｄψ，

　 ∫λｔ
０
３（λｔ － ψ） － ４ｓｉｎ（λｔ － ψ）ｕ（ ｔ）ｄψ，０］ Ｔ；

ｂ３ ＝ １
λ２［０，０，∫λｔ０ ｓｉｎ（λｔ － ψ）ｕ（ ｔ）ｄψ］ Ｔ；

ｂ４ ＝ １
λ
［∫λｔ

０
ｃｏｓ（λｔ － ψ）ｕ（ ｔ）ｄψ，

　 ∫λｔ
０
２ｓｉｎ（λｔ － ψ）ｕ（ ｔ）ｄψ，０］ Ｔ；

ｂ５ ＝ １
λ
［∫λｔ

０
ｃｏｓ（λｔ － ψ），

　 ∫λｔ
０
１ － ２ｃｏｓ（λｔ － ψ）ｕ（ ｔ）ｄψ，０］ Ｔ；

ｂ６ ＝ １
λ
［０，０，∫λｔ

０
ｃｏｓ（λｔ － ψ）ｕ（ ｔ）ｄψ］ Ｔ

　 　 利用基本矩阵（６），可以用坐标形式写出被动

运动方程，分析相对运动的性质：

·０３５·
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１） 相对运动的纵向分量 （Δｒ，ΔＬ，ΔＶｒ，ΔＶｕ） 与

侧向分量（Δｚ，ΔＶｚ） 无关；
２） 主动航天器在纵向平面中相对于被动航天

器沿着椭圆运动，其半轴关系为 ２ ∶ １；
３） 如果椭圆中心位于被动航天器的下方，椭圆

中心将沿着主动航天器的运动方向移动；如果椭圆

中心位于被动航天器的上方，椭圆中心与主动航天

器的运动方向相反；
４） 侧向平面的运动表示为谐波振动。
在纵向相对运动中，区分了长期和周期性分量

（见图 １）。

图 １　 运动的长期和周期性分量

将表征椭圆中心位移及其短半轴大小的参数视

为长期参数，而将表征航天器在椭圆上位置的参数

视为周期性参数。 对于一般情况引入变量

Δｒａｖ ＝ ２ Δｒ ＋
ΔＶｕ

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ΔＬａｖ ＝ ΔＬ － ２
ΔＶｒ

λ

ｌ ＝
（ΔＬ － ΔＬａｖ） ２

４
＋ （Δｒ － Δｒａｖ） ２

ｔａｎφ ＝
ΔＶｒ

λΔｒ ＋ ２ΔＶｕ

ｌｚ ＝ Δｚ２ ＋
ΔＶｚ

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｔａｎφｚ ＝
λΔｚ
ΔＶｚ

（８）

式中： Δｒａｖ 为主动航天器沿着被动航天器轨道半径

的平均位移；ΔＬａｖ 为主动航天器沿着被动航天器轨

道的平均位移；ｌ 为相对运动椭圆的短半轴；ｌｚ 为在

侧向平面中的振荡幅度；φ 和 φ ｚ 为确定主动航天器

在相对运动椭圆上位置的角度。
写出变量（８） 的微分方程。 将左右部分对时间

求微分，转换之后得到

Δｒ̇ａｖ ＝
２
λ
ａＴ

ΔＬ̇ａｖ ＝ － １．５λΔｒａｖ － ２
λ
ａＳ

ｌ
· ＝ １

λ
（ａＳｓｉｎφ ＋ ２ａＴｃｏｓφ）

φ̇ ＝ λ ＋
ａＳｃｏｓφ － ２ａＴｓｉｎφ

λｌ

ｌ
·
ｚ ＝

１
λ
ａＷｃｏｓφｚ

φ̇ｚ ＝ λ －
ａＷｓｉｎφｚ

λｌｚ

（９）

　 　 系统（９）中的微分运动方程和正交解（７）允许

在某些情况下简化对空间物体相对运动问题的

研究。
在系统（９）中第 ４ 和第 ６ 个方程的右侧，由于 ｌ

和 ｌｚ 分别位于分母项，这使得当它们数值较小时会

产生计算困难，这是接近圆形的轨道的特征。 在这

种情况下，可以转换到变量

ｌｘ ＝ ｌｃｏｓφ
ｌｙ ＝ ｌｓｉｎφ

（１０）

　 　 这些变量的微分方程采用以下形式

ｌ
·
ｘ ＝ － λｌｙ ＋

２ａＴ

λ

ｌ
·
ｙ ＝ λｌｘ ＋

ａＳ

λ

（１１）

　 　 以最终形式写下适合研究近圆轨道的相对运动

微分方程组

Δｒ̇ａｖ ＝
２
λ
ａＴ

ΔＬ̇ａｖ ＝ － １．５λΔｒａｖ － ２
λ
ａＳ

ｌ
·
ｘ ＝ － λｌｙ ＋

２ａＴ

λ

ｌ
·
ｙ ＝ λｌｘ ＋

ａＳ

λ
Δｚ̇ ＝ ΔＶｚ

ΔＶ̇ｚ ＝ － λ２ｚ ＋ ａＷ

（１２）

　 　 该系统的解析解是从求积方程组（７）的解中获

得的，同时考虑了变量（８）和（１０） ［４］

·１３５·
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Δｒａｖ（λｔ） ＝ Δｒａｖ０ ＋ ２
λ２Ｃ

ΔＬａｖ（λｔ） ＝ ΔＬａｖ０
－ １．５λｔΔｒａｖ０ － １

λ２Ｄ

ｌｘ（λｔ） ＝ ｌｘ０ － １
λ２Ｂ

ｌｙ（λｔ） ＝ ｌｘ０ ＋ １
λ２Ａ

Δｚ（λｔ） ＝ Δｚ０ ＋ １
λ２Ｅ

ΔＶｚ（λｔ） ＝ ΔＶｚ０
＋ １

λ
Ｆ

（１３）

　 　 在此指出

Ａ ＝ ∫λｔ
０
［ａＳｃｏｓ（λｔ － ψ） ＋ ２ａＴｓｉｎ（λｔ － ψ）］ｄψ

Ｂ ＝ ∫􀭰ｔ
０
［ａＳｓｉｎ（λｔ － ψ） － ２ａＴｃｏｓ（λｔ － ψ）］ｄψ

Ｃ ＝ ∫λｔ
０
ａＴｄψ

Ｄ ＝ ∫λｔ
０
［ａＳ ＋ ３ａＴ（λｔ － ψ）］ｄψ （１４）

Ｅ ＝ ∫λｔ
０
ａＷｃｏｓ（λｔ － ψ）ｄψ

Ｆ ＝ ∫λｔ
０
ａＷｓｉｎ（λｔ － ψ）ｄψ

　 　 考虑用横向推力控制相对运动平面参数的

问题。
写出无量纲形式的运动方程。 为此，将系统

（１３）的前 ４ 个方程左右两边除以一个比例因子 Ｋ ＝
２ａλ －２，得到

Δｒ－·ａｖ ＝ δＴ

ΔＬ
－·

ａｖ ＝ － １．５Δ􀭰ｒａｖ

ｌ
－·

ｘ ＝ δＴ － 􀭰ｌｙ

ｌ
－·

ｙ ＝ 􀭰ｌｘ

（１５）

式中

Δ􀭰ｒａｖ ＝
Δｒａｖ
Ｋ

， Δ􀭵Ｌａｖ ＝
ΔＬａｖ

Ｋ
， 􀭰ｌｘ ＝

ｌｘ
Ｋ
， 􀭰ｌｙ ＝

ｌｙ
Ｋ

以无量纲形式写下（１３）式的解析解

Δ􀭰ｒａｖ（􀭰ｔ） ＝ Δ􀭰ｒａｖ０ ＋ 􀭵Ｃ

Δ􀭵Ｌａｖ（􀭰ｔ） ＝ Δ􀭵Ｌａｖ０
－ １．５􀭰ｔΔ􀭰ｒａｖ０ － 􀭺Ｄ

ｌｘ（􀭰ｔ） ＝ 􀭰ｌ０ｃｏｓ（φ０ ＋ ｔ） ＋ 􀭵Ｂ

ｌｙ（􀭰ｔ） ＝ 􀭰ｌ０ｓｉｎ（φ０ ＋ ｔ） ＋ 􀭵Ａ

（１６）

　 　 在此，无量纲积分 􀭵Ａ，􀭵Ｂ，􀭵Ｃ 和 􀭺Ｄ 定义为

􀭵Ａ ＝ ∫􀭰ｔ
０
δＴｓｉｎ（􀭰ｔ － ψ）ｄψ

􀭵Ｂ ＝ ∫􀭰ｔ
０
δＴｃｏｓ（􀭰ｔ － ψ）ｄψ

􀭵Ｃ ＝ ∫􀭰ｔ
０
δＴｄψ

􀭺Ｄ ＝ ∫􀭰ｔ
０
３δＴ（􀭰ｔ － ψ）ｄψ

（１７）

　 　 使用解析解（１６），定义相对运动的椭圆的短半

轴正交解为
􀭰ｌ２（􀭰ｔ） ＝

（􀭰ｌ０ｃｏｓ（φ０ ＋ 􀭰ｔ） ＋ 􀭵Ｂ） ２ ＋ （􀭰ｌ０ｓｉｎ（φ０ ＋ 􀭰ｔ） ＋ Ａ） ２

　 　 展开前面表达式中的括号，得到

􀭰ｌ２（􀭰ｔ） ＝ 􀭰ｌ２０ ＋ ２􀭰ｌ０ 􀭵Ａ２ ＋ 􀭵Ｂ２ ｓｉｎ·

φ０ ＋ 􀭰ｔ ＋ ａｒｃｔａｎ
􀭵Ｂ
􀭵Ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ 􀭵Ａ２ ＋ 􀭵Ｂ２ （１８）

　 　 此外，为了便于表示，下文中将省略变量上面的

“－”符号。 意思是所有的变量都是无量纲的。

２　 具有双主动区域的控制程序设计

通过相对运动模型（１５）和解析解（１６），可以构

造相对运动参数步进式控制和联合控制的标称程序

和相对运动参数的联合控制。 现有研究表明，协同

控制程序的参数计算将更加复杂，但它们在目标标

准的最小值方面更具吸引力。
研究参数控制程序的联合控制问题，如图 ２ 所

示。 假设 ２ 个横向推力的符号为相同和相反 ２ 种

情况。

图 ２　 控制结构

如图 ２ 所示，参数化程序由 ４ 个特征区域组成：
１） 限制在 ０ ～ ０．２π 范围内的持续时间为 ｔ０ 的

等待区域；
２） 持续时间为 ｔ１ 的第一个主动区域；
３） 持续时间为 ｔｐ 的被动区域；
４） 持续时间为 ｔ２ 的第二个主动区域；

·２３５·
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概括地表述两准则优化的问题。 需要确定满足

边界条件的主动区和被动区的持续时间

ｔ ＝ ０：
Δｒａｖ ＝ Δｒａｖ０， ΔＬａｖ ＝ ΔＬａｖ０，

ｌｘ ＝ ｌｘ０， ｌｙ ＝ ｌｙ０； （１９）

ｔ ＝ ｔｆ：
Δｒａｖ ＝ ０， ΔＬａｖ ＝ ０， ｌｘ ＝ ０， ｌｙ ＝ ０

　 　 并提供最低的任务标准

ｔｍｏｔ ＝ ｔ１ ＋ ｔ２ → ｍｉｎ，
ｔｓｕｎ ＝ ｔ０ ＋ ｔ１ ＋ ｔｐ ＋ ｔ２ → ｍｉｎ．

（２０）

式中： ｔｍｏｔ 是机动时间成本；ｔｓｕｍ 是总时间。
２．１　 ２ 个不同符号推力开关的程序优化

对于所考虑的控制结构，定义多项式 Ａ、Ｂ、Ｃ 和

Ｄ（参见（１７）式），得到：
Ａ ＝ － ｃｏｓ（ ｔ１ ＋ ｔｐ ＋ ｔ２） ＋ ｃｏｓ（ ｔｐ ＋ ｔ２） ＋ ｃｏｓ（ ｔ２） － １
Ｂ ＝ ｓｉｎ（ ｔ１ ＋ ｔｐ ＋ ｔ２） － ｓｉｎ（ ｔｐ ＋ ｔ２） － ｓｉｎ（ ｔ２）
Ｃ ＝ ｔ１ － ｔ２

Ｄ ＝
ｔ２１ － ｔ２２

２
＋ （ ｔｐ ＋ ｔ２） ｔ１ （２１）

　 　 由解析解（１６），考虑（２１）式，定义边界条件与

控制参数之间的关系，得到了主动区域的持续时间

的方程

ｔ１ ＝ － Δｒａｖ０δ －
ｔｐ
２

＋
ｔ２ｐ
４

－ δ（Δｒａｖ０ ｔ０ － Ｌ） ＋ Ｒ

ｔ２ ＝ － Δｒａｖｆδ －
ｔｐ
２

＋
ｔ２ｐ
４

－ δ（Δｒａｖ０ ｔ０ － Ｌ） ＋ Ｒ

（２２）
　 　 此处

Ｒ ＝
Δｒａｖ０

２ ＋ Δｒａｖ２ｆ
２

， Ｌ ＝ ２
３
（ΔＬａｖ０

－ ΔＬａｖｋ）

　 　 考虑所研究的控制结构的多准则问题的特殊

性，并写出问题（２０） ～ （２２）的准则

ｔｍｏｔ ＝ － δ（Δｒａｖ０ ＋ Δｒａｖｆ） － ｔｐ ＋

　
ｔ２ｐ
４

－ δ（Δｒａｖ０ ｔ０ － Ｌ） ＋ Ｒ

ｔｓｕｍ ＝ － δ（Δｒａｖ０ ＋ Δｒａｖｆ） － ｔ０ ＋

　
ｔ２ｐ
４

－ δ（Δｒａｖ０ ｔ０ － Ｌ） ＋ Ｒ （２３）

　 　 在不考虑相对运动椭圆的短半轴的边界条件的

情况下考虑这个问题，并解析地定义帕累托集的边

界。 根据问题的标准 ｔｍｏｔ 和 ｔｓｕｍ，表达参数 ｔｐ，将

获得：
ｔｐ（ ｔｍｏｔ） ＝

４（Ｒ ＋ δＬ） － （Δｒａｖ０ ＋ Δｒａｖｆ）
２ － ４δΔｒａｖ０ ｔ０

２ｔｍｏｔ ＋ ２δ（Δｒａｖ０ ＋ Δｒａｖｆ）
－
ｔｍｏｔ

２

（２４）
ｔ２ｐ（ ｔｓｕｍ） ＝

（Δｒａｖ０ ＋ Δｒａｖｆ）
２ ＋ （ ｔｓｕｍ － ｔ０） ２ － ４（δＬ ＋ Ｒ） ＋

２δ（Δｒａｖ０（ ｔｓｕｍ ＋ ｔ０） ＋ Δｒａｖｋ（ ｔｓｕｍ － ｔ０）） （２５）
　 　 通过等式（２４）和（２５）的右侧，得到了帕累托最

优解集的边界

ｔｓｕｍ（ ｔｍｏｔ） ＝

　
４Ｒ ＋ ｔｍｏｔ（ ｔｍｏｔ ＋ ２ｔ０） － （Δｒａｖ０ ＋ Δｒａｖｆ）

２

２ｔｍｏｔ ＋ ２δ（Δｒａｖ０ ＋ Δｒａｖｆ）
＋

　 δ
４Ｌ ＋ ２ｔ０（Δｒａｖ０ － Δｒａｖｆ）
２ｔｍｏｔ ＋ ２δ（Δｒａｖ０ ＋ Δｒａｖｆ）

（２６）

　 　 表达式（２６）允许在等待区域持续时间固定时

估计机动和总时间成本的上限和下限。
帕累托最优解（２６）的集合由于被动区域非负

性的条件被限制在右侧，对应于 ｍｉｎ（ ｔｓｕｍ）：

ｍｉｎ（ ｔｓｕｍ） ＝ ２ δＬ ＋ Ｒ － δΔｒａｖ０ ｔ０ －

　 δ（Δｒａｖ０ ＋ Δｒａｖｆ） （２７）
　 　 由于主动区域的非负性条件的约束，帕累托最

优解（ ２６） 的左侧同样受到限制，对应的条件为

ｍｉｎ（ ｔｍｏｔ）：
ｍｉｎ（ ｔｍｏｔ） ＝ Δｒａｖ０ － Δｒａｖｋ （２８）

　 　 确定等待区和被动区的持续时间。 对等式（１８）
的分析表明，对于所有边界条件，被动区持续时间 ｔ０
和 ｔｐ 的最优值应满足条件 ｓｉｎ（φ０ ＋ ｔ ＋ ξ）＝ ±１，其中

加号对应于相对运动椭圆的短半轴增加，减号对应

于短半轴减少。 然后从等式（１８） 得到一个方程组

ｌ０ － ｌｋ ＝ Ａ２ ＋ Ｂ２

ｓｉｎ（φ０ ＋ ｔ ＋ ξ） ＝ ± １
（２９）

　 　 此处 ｔ ＝ ｔ０ ＋ ｔ１ ＋ ｔΠ ＋ ｔ２， ξ ＝ ａｒｃｔａｎ Ｂ
Ａ
，Ａ和 Ｂ由

系统（２１） 的前 ２ 个方程确定， ｔ１ 和 ｔ２由系统（２２）
确定。

以参数 ｔ０ 和 ｔｐ 作为自变量在数值上求解方程

（２９）。 因此，多准则问题被简化为具有 ２ 个未知数

ｔ０ 和 ｔｐ 的 ２ 个非线性方程（２９） 的系统的解。 由于

方程（２９） 右边包含调和函数，因此这个问题有几个

·３３５·
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解，应该选择其中的帕累托最优解。
２．２　 ２ 个同号推力开关的程序优化

对于所考虑的控制结构，定义多项式 Ａ，Ｂ，Ｃ，
Ｄ（参见（１７） 式），得到：
　 Ａ ＝ － ｃｏｓ（ ｔ１ ＋ ｔΠ ＋ ｔ２） ＋
　 　 ｃｏｓ（ ｔΠ ＋ ｔ２） － ｃｏｓ（ ｔ２） ＋ １
　 Ｂ ＝ ｓｉｎ（ ｔ１ ＋ ｔΠ ＋ ｔ２） － ｓｉｎ（ ｔΠ ＋ ｔ２） ＋ ｓｉｎ（ ｔ２）

　 Ｃ ＝ ｔ１ ＋ ｔ２

　 Ｄ ＝
ｔ２１ ＋ ｔ２２

２
＋ （ ｔΠ ＋ ｔ２）·ｔ１ （３０）

　 　 由解析解（１６），考虑（３０） 式，定义连接边界条

件与控制参数的关系，得到主动区域持续时间的

方程

ｔ１ ＝
３δ（Δｒ２ａｖ０ － Δｒ２ａｖｋ） ＋ ４（ΔＬａｖ０

－ ΔＬａｖｋ） － ６Δｒａｖ０（ ｔ０ ＋ ｔｐ）
６ｔｐ

ｔ２ ＝
３δ（Δｒ２ａｖｋ － Δｒ２ａｖ０） － ４（ΔＬａｖ０

－ ΔＬａｖｋ） ＋ ６（Δｒａｖ０ ｔ０ ＋ Δｒａｖｋ ｔｋ）
６ｔｐ

（３１）

　 　 其中主动区域的推力符号定义为

δ ＝ － ｓｉｇｎ ２
３
（ΔＬａｖ０

－ ΔＬａｖｋ）
æ

è
ç －

（Δｒａｖ０ － Δｒａｖｋ） Δｒａｖ０ － Δｒａｖｋ
２

ö

ø
÷ （３２）

　 　 以参数 Δｒａｖ，ΔＬａｖ 为变量的（３１） 式满足边界条

件。 考虑多准则问题的特征，而不考虑相对运动椭

圆的短半轴的边界条件。 所研究的控制结构的问题

（１９） 的标准将采用（３３） 式的形式

ｔｍｏｔ ＝ ｔ１ ＋ ｔ２ ＝ Δｒａｖ０ － Δｒａｖｋ
ｔｍｏｔ ＝ ｔ０ ＋ ｔ１ ＋ ｔｐ ＋ ｔ２ ＝ （ ｔ０ ＋ ｔｐ） ＋ Δｒａｖ０ － Δｒａｖｋ

（３３）

　 　 从（３３）式可以看出，标准问题中，机动时间是

恒定的，并且仅取决于标准问题的边界条件 Δｒａｖ，总
时间随着被动区域持续时间的增加而不断增加。

因此，正如从（３３） 式得出的，多准则问题退化

为单准则问题，即由等式（２９） ～ （３１） 确定被动和

等待区域的持续时间，不仅满足了边界条件，且其值

为最小值。
相对运动轨迹示例如图 ３ ～ ４ 所示。 图 ３ 为坐

标系中无量纲变量 Δｒａｖ，ΔＬａｖ 的运动轨迹。 图 ４ 给

出了相对运动椭圆的无量纲短半轴对时间的相关性

的示例。 在图 ３ 中，虚线对应于相对运动的长期性

分量，实线对应于运动的周期性分量。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 图 ３　 无量纲变量 Δｒａｖ，ΔＬａｖ的相轨迹示例 图 ４　 相对运动椭圆的无量纲短半轴

对无量纲时间的相关性示例

３　 控制参数计算和帕累托集构建

考虑在（３４）式边界条件下的问题的解

ｔ ＝ ０：　 Δｒｃｐ０ ＝ １８．０９６，　 ΔＬａｖ０
＝ １ ３５８．８３７，

　 　 ｌ０ ＝ ３，　 φ０ ＝ ９０．１１４°；
ｔ ＝ ｔｋ：　 Δｒａｖｋ ＝ ０，　 ΔＬａｖｋ

＝ ０

　 　 ｌｋ ＝ ０， φｋ ＝ ｕｎｆｉｘｅｄ （３４）
　 　 计算结果列于表 １ 中。 图 ５ 展示了一个帕累托

集的示例。

·４３５·
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表 １　 问题（３３）的解

序号
任务标准 区域持续时间

ｔｍｏｔ ｔｓｕｍ ｔ０ ｔ１ ｔｐ ｔ２

帕累托

最优

１．１ １８．０９６ ０ ６３．８９９ ３ ２．５９５ １ ２．００６ ５ ４３．２０８ ２ １６．０８９ ５ 􀳫

１．２ １８．０９６ ０ ６９．５０６ ８ ２．００６ ９ ３．８０８ ８ ４９．４０３ ９ １４．２８７ ２

１．３ １８．０９６ ０ ８２．７３５ ４ ９．１０２ ８ ７．６９８ ６ ５５．５３６ ６ １０．３９７ ４

２．１ ３６．６１６ ２ ４８．７０２ ５ １．０１１ ６ ９．２６０ １ １１．０７４ ８ ２７．３５６ １ 􀳫

２．２ ３５．３３０ ７ ５０．５７１ ４ ５．９３０ ９ ８．６１７ ３ ９．３０９ ８ ２６．７１３ ４

２．３ ３３．６０３ ５ ４９．３３７ ７ ０．６８５ １ ７．７５３ ８ １５．０４９ １ ２５．８４９ ８ 􀳫

２．４ ２３．７９３ ６ ５４．９１４ ３ ７．３２８ ５ ２．８４８ ８ ２３．７９２ １ ２０．９４４ ８

２．５ ２２．９１５ ９ ５４．７０５ ８ １．１４２ ６ ２．４１０ ０ ３０．６４７ ３ ２０．５０６ ０ 􀳫

２．６ ２１．５３４ ０ ５６．２６６ ３ ６．５３３ ６ １．７１９ ０ ２８．１９８ ７ １９．８１５ ０

２．７ ２１．２４４ ５ ５５．９８８ ６ ０．４５６ ８ １．５７４ ２ ３４．２８７ ２ １９．６７０ ３ 􀳫

　 　 　 　 　 　 注：序号 １．１～１．３ 包含 ２ 个同号推力开关；序号 ２．１～２．７ 包含 ２ 个不同符号推力开关。

图 ５　 问题（３３）的解决方案，两次和三次

推力开关的控制程序比较

在图 ５ 中，帕累托最优解是序号为 １．１，２．７，２．５，
２．３，２．１ 的解。 因此，该问题有 ５ 个解。 帕累托集不

是连续的，而是用点表示的，这是由于需要共同改变

运动长期性和周期性分量，选择了严格定义的被动

区域的持续时间。
图 ５ 中最左边的点对应于具有相同推力符号的

程序提供的最小电机时间消耗。 其余点对应不同推

力符号的程序，以增加机动时间为代价减少总时间。

请注意，解决方案 ２．１ 对应于具有最小被动区域持

续时间的程序。
如图 ５ 所示，集合的最左点 １．１ 对应于运动时

间的最小消耗，这是由具有相同推力符号的程序提

供的。 其余的点对应不同推力符号的程序，可以通

过增加机动时间来减少总时间。 注意，解决方案 ２．１
对应于具有最小总校正时间的程序。

４　 结　 论

考虑了选择标称帕累托最优相对运动控制的问

题。 在将相对运动分为长期运动和周期运动的基础

上，开发了一种计算 ２ 个横向推力组成的结构控制

参数的算法。 主动区域的持续时间由分析确定，被
动区域持续时间由数值计算得到。 正如研究表明的

那样，控制问题有许多解决方案，它们的机动时间和

总时间明显不同。 进行的研究表明在多标准公式中

选择标称控制的必要性。
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