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摘　 要：不确定信息往往是缺乏的、具有较大的离散性，如何在认知不确定性扰动下保证结构具有良

好的稳健性成为多目标拓扑优化设计的技术难题。 引入证据理论量化认知不确定，采用基于失效似

然度的失效概率区间上限建立新的可靠性指标，将结构总质量和结构可靠性同时作为优化目标，提出

了基于证据理论的多目标拓扑优化设计模型。 采用无需梯度信息且具有出色非支配策略的多目标并

行化微分演化算法求解 Ｐａｒｅｔｏ 最优前沿。 为了验证所提方法的有效性，以木桁架结构为优化对象，选
取木材的弹性模量和结构荷载为不确定变量，采用所提方法进行多目标拓扑优化。 根据优化结果制

作 ６ 榀相同的桁架试件进行随机静力加载试验，通过试验所得的应力及节点位移判断桁架结构的失

效概率，以此验证基于证据理论的稳健性拓扑优化方法的可行性。 试验结果表明，基于证据理论的优

化方法可以避免认知不确定波动造成的优化结果的偏差，为设计人员提供了一种在考虑数据信息不

充足、认知水平有限等情况下仍能使优化结果具有稳健性的新方法。
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　 　 随着科学技术的进步，对于土木建筑结构的要

求不断提高，要求具有更高的性能、可靠性及鲁棒

性，同时具有更低的资源利用与成本。 为了有效地

寻求最优折衷解，很多学者［１⁃３］ 致力于研究更快速

的算法，以实现结构质量最轻及经济效益最佳等目

标，并发展了众多性能优良的确定性多目标优化设

计算法。 然而，学者们还应该清醒地意识到这些确

定性算法在实际应用方面的局限。 由于工程材料性

质的缺陷性、制作安装误差、结构所处环境的复杂

性、结构模型的人为简化以及对实际受力机理认识

水平的有限性等因素，结构设计中数据信息和认知

水平往往是有限的，这被学者们称为认知不确定性。
认知不确定性将会引起结构性能的改变或波动，甚
至引起严重的偏差，进而导致最优设计出现意料之

外甚至前所未有的功能失效。 因此，在结构优化设

计中必须考虑不确定性的影响。

从现有的文献来看，所采用的不确定量化方法

主要以概率理论为主。 随着对认知不确定性的深入

研究，一些学者采用非概率方法对荷载和材料参数

进行不确定量化。 现有研究表明［４⁃５］，证据理论是

一种更为灵活的不确定性建模方法。 在数学结构

上，证据理论将点值函数形式推广到区间集合函数

形式，采用一系列区间数以及分配到区间上的信任

度来量化不确定性，以概率区间代替传统概率单点

值进行可靠性评估。 这更加符合数据信息有限且离

散的实际分布情况，并且避免了对精确概率信息的

获取和对未知领域过多且无据的假设，在表达和处

理不确定性上体现了很好的优势。 证据理论可以对

随机、模糊、区间等不确定信息进行有效处理，且以

概率论为基础的传统可靠性问题只是证据理论的一

个特例［６］。 同时，将概率分布离散化为证据理论的

数学结构，也为概率参数可靠性建模提供了一种新
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思路［７］。 近年来，证据理论已成为国际学术界的研

究热点之一，国内外学者对不确定性量化表达和非

概率可靠性优化设计进行了较多的探索，并取得了

一系列研究成果［８⁃１０］。 将合理的证据理论不确定分

析方法与先进的仿生智能优化算法相结合而形成的

非概率多目标优化方法是目前亟待发展的一种全新

的结构设计方法。
桁架结构具有跨越能力大、施工速度快、结构形

式活泼新颖以及能够突出人类艺术创造力等优点，
被广泛应用于各种跨度的建筑结构、钢桁架桥以及

卫星承力结构等工程中。 由于桁架结构中各杆件受

力均以单向拉、压为主，通过对各杆件进行尺寸优

化，对结构形状以及拓扑构形进行合理布置，能够使

材料强度得到充分发挥，从而保证结构在满足一定

功能要求下获得较大的经济效益，桁架结构也被应

用于各种优化算法的寻优性能评价中。 正因如此，
本文以桁架结构为优化对象，采用证据理论量化结

构中出现的不确定性，提出了基于证据理论的多目

标拓扑优化设计。 将结构质量与结构可靠性同时作

为优化目标，得到一系列最优折衷解集，决策者根据

自己的喜好、结构重要性以及经济预算选择合适的

拓扑设计。 为了进一步验证本文所提方法的有效

性，以木桁架结构为研究对象，选取木材的弹性模量

和作用荷载为不确定变量，采用本文所提方法进行

多目标拓扑优化设计，根据 Ｐａｒｅｔｏ 最优解集中的一

组解，制作若干榀相同桁架试件进行随机静力加载

试验，并通过得到的荷载－变形关系以及荷载－应变

关系，验证基于证据理论的结构可靠性优化设计方

法的有效性。

１　 基于证据理论的多目标优化设计

１．１　 基于证据理论的可靠性优化模型

一般来说，可靠性优化是将结构的可靠性要求

作为优化设计的约束条件，采用优化方法寻求结构

在概率意义下的最佳设计，即基于概率理论的可靠

性优化问题，可表述为：
ｆｉｎｄ ｄ ＝ ［Ａ，Ｘ，Ｔ］
ｍｉｎ Ｆ（ｄ）
ｓ．ｔ． Ｐ｛ｇ ｊ（ｄ，ｕ） ＜ ０｝ ＜ Ｐ ｆ

　 　 ｊ ＝ １，２，…，Ｊ
　 　 ｄ ≤ ｄ ≤ 􀭵ｄ

（１）

式中： ｄ 为设计变量，设计变量包括 Ｋ 个尺寸变量

Ａ ＝［Ａ１，Ａ２，…，ＡＫ］、Ｍ 个形状变量 Ｘ ＝ ［Ｘ１，Ｘ２，…，
ＸＭ］ 以及 Ｎ 个拓扑变量 Ｔ ＝ ［Ｔ１，Ｔ２，…，ＴＮ］；ｄ 和 􀭵ｄ
分别为设计变量取值的下限和上限；Ｆ 为目标函数

（结构质量）；ｕ ＝ ［ｕ１，ｕ２，…ｕｎ］ Ｔ 为 ｎ 维不确定性变

量，分别以概率形式表达；ｇ 表示结构极限状态函

数；ｇ（ｄ，ｕ） ＜ ０表示结构发生失效，Ｊ为约束条件的

数目；Ｐ｛ｇ（ｄ，ｕ） ＜ ０｝ 表示真实失效概率，Ｐ ｆ 为满

足设计要求的失效概率容许值；Ｐ｛ｇ（ｄ，ｕ） ＜ ０｝ ＜
Ｐ ｆ 为优化设计的可靠性约束条件。

从公式（１）可以看出，可靠性分析是进行不确

定性多目标优化设计的核心内容。 然而，在实际结

构中对不确定量的认识信息通常是有限的或不充足

的，此时，建立精确概率模型非常困难。 根据证据理

论的不确定量化基本原理［６］ 可知，证据理论采用区

间集合以及分配在区间上的信任度（ｂａｓｉｃ ｂｅｌｉｅｆ ａｓ⁃
ｓｉｇｎｍｅｎｔ，ＢＢＡ）来量化参数的不确定性，采用似然函

数（ｂｅｌｉｅｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎ，Ｂｅｌ）和信任函数（ｐｌａｕｓｉｂｉｌｉｔｙ ｆｕｎｃ⁃
ｔｉｏｎ，Ｐｌ）来度量结构的可靠概率或失效概率，可以证

明［ＰＢｅｌ，ＰＰｌ］是真实概率的区间估计，如（２）式所

示，真实的失效概率夹逼在该区间内，即
ＰＢｅｌ｛ｇ（ｄ，ｕ） ＜ ０｝ ≤ Ｐ｛ｇ（ｄ，ｕ） ＜ ０｝ ≤
　 　 ＰＰｌ｛ｇ（ｄ，ｕ） ＜ ０｝ （２）

　 　 由此可推出如（３）式所示的结论：
ＰＰｌ｛ｇ（ｄ，ｕ） ＜ ０｝ ＜ Ｐ ｆ⇒Ｐ｛ｇ（ｄ，ｕ） ＜ ０｝ ＜ Ｐ ｆ

（３）
　 　 故可将 ＰＰｌ｛ｇ（ｄ，ｕ） ＜ ０｝ ＜ Ｐ ｆ 作为传统概率可

靠性约束条件的替代模型，形成基于证据理论的广

义可靠度优化设计数学模型。
在基于证据理论的结构可靠性优化设计中，结

构经济性与结构可靠性呈相互制约的权衡关系，如
果能引入多目标优化思想，将用于体现结构经济性

的结构质量与用于描述结构可靠性的失效概率指标

同时作为优化目标函数，这样就可以在尽可能最小

化结构质量的同时，最大化结构的可靠性（最小化

结构失效概率）。 基于上述稳健性优化思想，本文

将基于证据理论不确定测度表达的可靠性约束转化

为第二个优化目标，建立了两目标稳健性拓扑优化

设计数学模型，其表达式如（４）式所示。
ｆｉｎｄ ｄ ＝ ［Ａ，Ｘ，Ｔ］
ｍｉｎ Ｆ（ｄ）

ｍｉｎ ＰＰｌｍａｘ
（ｄ，ｕ） ＝ ｍａｘ

Ｊ

ｊ ＝ １
（ＰＰｌ（ｇ１（ｄ，ｕ） ＜ ０），

·３２７·
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　 　 　 …，ＰＰｌ（ｇＪ（ｄ，ｕ） ＜ ０））
ｓｕｂｊｅｃｔ ｔｏ ｇ（ｄ） ≥ ０ （４）

式中，ｇ（ｄ） 表示与不确定变量无关的约束函数。
由于证据理论所表达的不确定变量是区间不连

续的，其导数很难定义。 因此，基于证据理论的多目

标可靠性优化设计不能采用传统的以获取梯度信息

为导向的优化方法进行求解。 近年来，一些基于种

群思想的进化算法在多目标优化求解方面取得了丰

硕的成果，这些算法不仅不需要导数信息，而且具有

并行求解能力，可处理大规模的搜索空间，在单轮优

化期间可产生多个非支配解，有效克服了古典方法

的局限性。 因此，针对证据理论可靠性指标的不连

续性，引入智能优化算法克服这一弊端，实现结构性

能与可靠性的两目标优化设计的数学模型。
１．２　 多目标微分演化算法

多目标微分演化算法（ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ
ｍｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＤＥＭＯ）采用了与 ＮＳＧＡ⁃
Ⅱ（ｎｏｎ⁃ｄｏｍｉｎａｔｅｄ ｓｏｒｔｉｎｇ ｇｅｎｅｔｉｃ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ）相似的优

化机制，并将 ＤＥ 算法中优良的寻优机制与快速非

支配排序、拥挤距离排序以及精英保留机制相结合，
以简便的操作获得分布广泛的 Ｐａｒｅｔｏ 最优解集［１１］。
因此，本文采用多目标微分演化算法并对其进行并

行化改进，以实现公式（４）所示的多目标可靠性优

化设计。 为了更好地理解 ＤＥＭＯ，本节简单解释算

法中的有关操作，并附以图 １ 进行形象说明。

图 １　 ＤＥＭＯ 优化流程图

１） 快速非支配排序

当多个目标函数处于冲突状态时，不会存在使

所有目标函数同时达到最大或最小的最优解，为此

采用“支配”的概念来决定解的好坏。 例如，设计变

量解 ｄ１ 和 ｄ２ 如果满足 ２个条件：①ｄ１ 的所有目标函

数的值不比 ｄ２ 差；②ｄ１ 至少有一个目标函数值明确

优于 ｄ２。 那么 ｄ１ 支配 ｄ２。 若 ｄ１ 的解没有被其他解

所支配，则 ｄ１ 称为非支配解（Ｐａｒｅｔｏ 解）。 ＤＥＭＯ 采

用与 ＮＳＧＡ⁃Ⅱ 相同的非支配排序思想，其过程如

下：将一系列设计变量的值定义为种群，种群大小为

ＮＰ。 当代种群中所有非支配个体的等级设为 １，然

后将它们从种群中暂时移去；再在余下的种群中将

所有非支配个体的等级设为 ２，也暂时移去；如此循

环直至所有个体都被赋值。 确定进化个体的等级

后，就可以对种群进行裁剪，使种群整体向着 Ｐａｒｅｔｏ
最优前沿的方向进化［１１］。

２） 多样性保持

保持种群多样性、避免其进化早熟是保证算法

收敛到全局 Ｐａｒｅｔｏ 最优前沿的有效手段。 同 ＮＳＧＡ⁃
Ⅱ一样，在 ＤＥＭＯ 中通过计算种群个体在目标空间

中相对于同级个体的拥挤距离来保持种群在进化中

的多样性。 一般而言，拥挤距离越大越好。 拥挤距

离越小，说明聚拢现象越严重，在同级个体中越先被

裁剪。
３） 选择操作

在多目标优化中，需要借用支配的概念［１１］，
ＤＥＭＯ 选择操作使用以下的原则：①当子代解支配

父代时，则子代被选择进入当前种群；②当父代解支

配子代时，则子代舍弃，父代被选择；③当父、子二代

互不支配时，则均被选择进入当前种群。 这种将每

代优势解进行选择的做法保证了精英解信息的

保存。
４） 种群裁剪

为使在进化中各代种群大小 ＮＰ 保持不变，需
要在选择操作后对当前种群进行裁剪。 根据非支配

分级与计算拥挤距离，选择质量最优的 ＮＰ 个个体

进入下一代种群。
重复每一代的这四项操作直至达到设定的最大

迭代代数，终止寻优，得到多目标优化问题的最优

Ｐａｒｅｔｏ 解集，如图 １ 所示。
５） 并行化计算

虽然 ＤＥＭＯ 算法可以克服基于证据理论的多

目标可靠性优化设计中难以求导的缺陷，但基于种

群思想的一类进化算法普遍存在着计算量大的弊

端。 分析 ＤＥＭＯ 算法可以发现，它是一种并行搜索

算法，对于初始随机生成的种群以及通过后续操作

产生的新种群，其评价函数的计算都是相互独立的。
可见，ＤＥＭＯ 算法很适合应用并行计算来提高其计

算效率。 另外，导致不确定优化计算量繁重的另一

个原因是证据理论失效似然度（第二个优化目标）
的计算。 具体来说，就是不确定传播中响应区间极

值的求解，同样发现，在每一个区间焦元上求解结构

响应下界的过程也是相互独立的，如图 １ 中虚线框

所示。 为了从上述 ２ 个方面降低 ＤＥＭＯ 求解证据

·４２７·
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理论多目标优化问题的计算量，本文在原始的程序

中引入并行计算策略，即将一个规模很大的计算任

务分配到多个工作空间（ｗｏｒｋｅｒ）中，同时执行各个

子工作，从而将原始的相互独立的串联任务转换为

并行任务，而多计算资源下解决问题的耗时要小于

单个计算资源下的耗时，这必然将提高计算效率。
１．３　 基于证据理论的多目标优化设计流程

本节采用证据理论建立了多目标稳健性优化设

计，分析流程如图 ２ 所示。 由于图 １ 已详细介绍了

ＤＥＭＯ 算法的计算过程，故此处对 ＤＥＭＯ 算法的描

述较为简洁。

图 ２　 基于证据理论的多目标可靠性优化设计流程

２　 数值测试

本节采用一测试函数来说明证据理论的不确定

量化、多目标可靠性优化模型以及并行智能优化算

法效率等问题，该测试函数取自文献［１２］，具体优

化问题如 （５） 式所示

ｍｉｎｉｍｉｚｅ ｆ（Ｘ） ＝ Ｘ１ ＋ Ｘ２

ｓｕｂｊｅｃｔ ｔｏ ｇ１：１ －
Ｘ２

１ Ｘ２

２０
≤ ０

ｇ２：１ －
（Ｘ１ ＋ Ｘ２ － ５） ２

３０
－

　
（Ｘ１ － Ｘ２ － １２） ２

１２０
≤ ０

ｇ３：１ － ８０
Ｘ２

１ ＋ ８Ｘ２ － ５
≤ ０ （５）

式中，Ｘ１ 和 Ｘ２ 视为不确定变量。 在实际工程中，数
据信息和认知水平往往是不完备的，不确定变量的

区间表达以及区间信任度更易于得到，且无任何分

布假定。 因此，采用证据理论量化不确定变量更为

理想。 假定不确定变量的证据理论 ＢＢＡ 如表 １ 所

示，表中 Ｘ１，Ｎ 和 Ｘ２，Ｎ 分别为优化算法每一次迭代所

赋予的值。 将该测试问题按照第 １．１ 节所述的方法

转换为两目标可靠性优化问题，如（６）式所示

ｍｉｎ ｆ１ ＝ ｆ（Ｘ） ＝ Ｘ１ ＋ Ｘ２

ｍｉｎ ｆ２ ＝ ＰＰｌｍａｘ
＝ ｍａｘ｛ＰＰｌ（ｇ１ ＞ ０），

　 　 　 　 ＰＰｌ（ｇ２ ＞ ０），ＰＰｌ（ｇ３ ＞ ０）｝
　 　 　 　 ０ ≤ Ｘ１ ≤ １０； ０ ≤ Ｘ２ ≤ １０ （６）

表 １　 Ｘ１ 和 Ｘ２ 的证据理论 ＢＢＡ 结构

Ｘ１

区间 ＢＢＡ
Ｘ２

区间 ＢＢＡ
［Ｘ１，Ｎ － １．０，Ｘ１，Ｎ － ０．５］ ０．０５ ［Ｘ２，Ｎ － １．０，Ｘ２，Ｎ － ０．５］ ０．０５

［Ｘ１，Ｎ － ０．５，Ｘ１，Ｎ］ ０．４５ ［Ｘ２，Ｎ － ０．５，Ｘ２，Ｎ］ ０．４５
［Ｘ１，Ｎ，Ｘ１，Ｎ ＋ ０．５］ ０．４５ ［Ｘ２，Ｎ，Ｘ２，Ｎ ＋ ０．５］ ０．４５

［Ｘ１，Ｎ ＋ ０．５，Ｘ１，Ｎ ＋ １．０］ ０．０５ ［Ｘ２，Ｎ ＋ ０．５，Ｘ２，Ｎ ＋ １．０］ ０．０５

　 　 采用并行化 ＤＥＭＯ 求解该两目标优化，其参数

设置为：ＮＰ ＝ ２５，Ｉｍａｘ ＝ ２００，Ｆ ＝ ０．７５，ＣＲ ＝ ０．９。 在求

解过程中，利用 ＭＡＴＬＡＢ 编程创建多个工作空间进

行并行计算，计算机系统处理器为 Ｉｎｔｅｌ （Ｒ） Ｃｏｒｅ
（ＴＭ） ｉ７⁃４７７０ ＣＰＵ。 为了对比，分别考虑 ４ 种情况：
无并行计算（１ 个 ｗｏｒｋｅｒ）、２ 个 ｗｏｒｋｅｒ、３ 个 ｗｏｒｋｅｒ、４
个 ｗｏｒｋｅｒ，相应的计算时间汇总于表 ２。

表 ２　 数值测试并行计算效率对比结果

工作空间 ＣＰＵ 时间 ／ ｓ 加速倍数
１ ４６３ １．０
２ ２３８ １．９４
３ １６８ ２．７６
４ １２７ ３．６５

　 　 通过表 ２ 可以看出，随着工作空间分配的越多，
优化程序所用的时间也越少，加速比也越高。 可见，
并行计算明显地提高了计算效率。 另外，将无并行

计算的 Ｐａｒｅｔｏ 最优解集与采用 ４ 个 ｗｏｒｋｅｒ 的并行计

算结果同时绘于图 ３。 由图 ３ 可得， 两者的 Ｐａｒｅｔｏ

图 ３　 串联与并行计算结果对比

·５２７·
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最优解集是极其接近的，这足以表明并行计算的可

行性和有效性。 可以想象，在不影响计算精度的前

提下，未来多核计算机的快速发展必然会导致并行

计算效率的大幅提升，具有并行性质的多目标不确

定优化问题将不会受制于计算成本。

３　 木桁架结构优化及试验研究

本节采用基于证据理论的不确定优化方法对一

初始木桁架桥在弹性模量和荷载均为不确定的情况

下进行两目标拓扑优化设计，在 Ｐａｒｅｔｏ 最优解集中

选取一点并根据其所代表的尺寸、形状以及拓扑信

息制作 ６ 榀相同的桁架试件。 对 ６ 榀木桁架进行随

机静力加载试验，通过 ６ 榀木桁架杆件的应变和节

点位移来验证不确定性优化算法的有效性。
３．１　 木材材性试验

试验采用木材为落叶松，为了后续结构优化设

计，首先根据相关试验标准对木材标准小试件进行

顺纹抗压强度、顺纹抗拉强度和抗弯弹性模量 ３ 项

木材性能试验，试件加载过程见图 ４。 根据木材性

能试 验 可 得 木 材 顺 纹 抗 压 强 度 设 计 值 ｆｃ 为

１４．７ Ｎ ／ ｍｍ２， 顺 纹 抗 拉 强 度 设 计 值 ｆｔ 为

２４．５ Ｎ ／ ｍｍ２， 木 材 弹 性 模 量 Ｅ 的 均 值 为

１３ ２００ Ｎ ／ ｍｍ２。 由于本文将木材弹性模量视为认

知不确定，故仅给出木材弹性模量的数据信息，如表

３ 所示。

图 ４　 木材试件加载过程

表 ３　 木材抗弯弹性模量试验记录及计算结果

试件编号
试件尺寸

ｂ ／ ｍｍ ｈ ／ ｍｍ
Ｅｗ ／ ＭＰａ

１ １８．６ １８．２ １２ ３９９
２ １９．８ １９．７ １１ ５４１
３ １９．７ １９．６ １４ ４８７
４ １９．２ １８．９ １２ ６５０
５ ２０．５ ２０．５ １０ ５１７
６ １９．３ １９．２ １２ ３３２
７ １９．５ １８．８ １４ ４７２
８ １９．４ １８．９ １２ ２１６
９ １９．１ １８．７ １１ ８００
１０ ２０．０ ２０．３ １１ ２９７
１１ ２０．３ １９．６ １２ ４６６
１２ ２０．０ ２０．０ １０ ５５９
１３ １９．０ １８．２ １２ ５８３
１４ １９．７ １９．２ １５ ６３９
１５ １９．６ １８．８ １２ ９５４

试件编号
试件尺寸

ｂ ／ ｍｍ ｈ ／ ｍｍ
Ｅｗ ／ ＭＰａ

１６ ２０．０ １９．９ １４ １５０
１７ １９．７ １９．６ １４ ３８２
１８ １９．９ １８．９ １７ ５３０
１９ ２０．０ １８．７ １５ ９０８
２０ １９．０ １８．４ １４ ４８２
２１ ２０．３ ２０．３ １４ ７８５
２２ ２０．４ １９．９ １２ ４５７
２３ ２０．０ １９．０ １９ ７８０
２４ １９．７ １９．４ １４ １６４
２５ ２０．０ ２０．３ １４ ５４２
２６ １９．９ １８．９ １３ １２０
２７ ２０．３ ２０．３ １４ ６６０
２８ ２０．０ １８．５ １４ ４１７
２９ ２０．３ １８．５ １２ ０３９
３０ ２０．１ １８．１ １２ ８４８

３．２　 基于证据理论的木桁架多目标拓扑优化设计

３．２．１　 木桁架基本信息

桁架桥的初始形状为平行弦桁架，如图 ５ 所示，

荷载仅作用于下弦节点，竖直向下，大小相等，不考

虑桁架侧向稳定问题。 试验类型为短期静力试验，
不考虑长期荷载和动力作用的影响。

·６２７·
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图 ５　 桁架桥的计算简图（单位： ｍｍ）

３．２．２　 设计变量

１） 杆件截面变量

依据文献［１３］，一般构件的长细比应小于 １５０，
由于上弦杆件承受压力，故以上弦杆件的最大长度

计算杆件所需最小截面尺寸。 经分析，取上弦杆件

的最大长度为 ６００ ｍｍ 较合适，故：

ｉ ＝ Ｉ
Ａ

＝ ｂ３ｈ
１２ｂｈ

＝ ０．２８８ｂ

λ ＝ ｌ
ｉ
＝ ６００
０．２８８ｂ

≤ １５０⇒ｂ ≥ １３．８ｍｍ
（７）

　 　 因此，在后续的尺寸优化设计时，杆件截面厚度

均取 １４ ｍｍ，截面面积选自集合 Ｓ ＝ ｛１４ × １４，１４ ×
１６，１４ × １８，１４ × ２０，１４ × ２２，１４ × ２４，１４ × ２６，１４ ×
２８，１４ × ３０，１４ × ３２，１４ × ３４，１４ × ３６｝ｍｍ２，共 １２ 种

截面面积。 为保持对称性，将杆件分为 １２ 组，包括

上弦杆（所有上弦杆取相同截面，记为 Ａ１）、下弦杆

（所有下弦杆取相同截面，记为 Ａ２）、两两对称的竖

杆 （４ 组，Ａ３（ＡＡＢ ＝ ＡＮＨ），Ａ４（ＡＣＩ ＝ ＡＧＭ），Ａ５（ＡＤＪ ＝
ＡＦＬ），Ａ６（ＡＥＫ）） 以及斜腹杆 （６ 组，Ａ７（ＡＡＣ ＝ ＡＧＮ），
Ａ８（ＡＢＩ ＝ ＡＨＭ），Ａ９（ＡＤＩ ＝ ＡＦＭ），Ａ１０（ＡＣＪ ＝ ＡＧＬ），Ａ１１

（ＡＥＪ ＝ ＡＥＬ），Ａ１２（ＡＤＫ ＝ ＡＦＫ））。
２） 形状变量和拓扑变量

由文献［１４］ 可知，平行弦、多边形以及弧形木

桁架高跨比（ｈ ／ ｌ） 最小限值为 １ ／ ６。 故桁架跨中高

度最小值为：ｈ ＝ ｌ ／ ６ ＝ ３ ０００ ／ ６ ＝ ５００ ｍｍ。 正因如

此，在后续形状优化中，设置上弦节点 Ｅ 的 ｙ 坐标在

５００ ～ ８００ ｍｍ 内变化，其余上弦节点 ｙ 坐标在 ２００
～ ８００ ｍｍ内变化。 为使结构保持对称性，形状变量

缩减为：ｙ１（ｙＥ），ｙ２（ｙＤ ＝ ｙＦ）， ｙ３（ｙＣ ＝ ｙＧ）， ｙ４（ｙＢ ＝
ｙＨ）。

由于荷载作用在下弦节点上，故下弦杆和下弦

节点保留，其余杆件和节点的增删视为拓扑变量，
即，上弦杆：Ｔ１（ＴＢＣ ＝ ＡＧＨ），Ｔ２（ＴＣＤ ＝ ＡＦＧ），Ｔ３（ＴＤＥ ＝
ＴＥＦ）；下弦杆：保留；竖杆：Ｔ４（ＴＡＢ ＝ ＴＨＮ），Ｔ５（ＴＣＩ ＝
ＴＧＭ），Ｔ６（ＴＤＪ ＝ ＴＦＬ），Ｔ７（ＴＥＫ）； 斜 腹 杆：Ｔ８（ＴＡＣ ＝
ＴＧＮ），Ｔ９（ＴＢＩ ＝ ＴＨＭ），Ｔ１０（ＴＤＩ ＝ ＴＦＭ），Ｔ１１（ＴＣＪ ＝ ＴＧＬ），
Ｔ１２（ＴＥＪ ＝ ＴＥＬ），Ｔ１３（ＴＤＫ ＝ ＴＦＫ）。

３．２．３　 优化目标

本文以最小化木桁架总重和结构失效似然度 ２
个相互冲突的问题作为优化目标，桁架总重由设计

变量和木材密度 ρ ＝ ０．５７ × １０ －６ ｋｇ ／ ｍｍ３( ) 确定，较
为简单。 此处，重点阐述结构失效似然度的计算。

１） 不确定信息

在该试验中，主要考虑木材弹性模量 Ｅ 和节点

荷载 Ｐ 的不确定性。 在木材材性试验时，抗弯弹性

模量试件个数为 ３０ 个，具体测量数值见表 ３，据此

绘制统计图见图 ６。 由图 ６ 可见，木材弹性模量具

有较大的离散性，由有限的 ３０ 个数据无法建立其精

确的概率分布。 针对这种具有一定数量累计但又不

足以确定其概率分布的情况，木材弹性模量的证据

理论描述更为理想。 根据图 ６ 中各样条之间的关

系，采用小样本数据信息量化方法［１５］，获得弹性模

量的区间集合及分配到各区间上的信任度，见图 ７。

图 ６　 木材弹性模量的统计直方图

图 ７　 木材弹性模量的区间集合表达

另外，由于下弦节点处的荷载大小相同，假定其

不确定变化保持一致，如图 ８ 所示。 为了在试验过

程中模拟这种不确定性，随机选择桁架试件按照表

４ 所示的荷载设计值进行加载。

图 ８　 荷载的区间集合表达

·７２７·
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表 ４　 桁架试件加载值

桁架试

件编号
荷载区间 个数

加载值 ／
Ｎ

１ ［３００， ４００］ ０．１６×６＝ ０．９６ （取 １ 个） ３７０
２
３

［４００， ５００］ ０．３４×６＝ ２．０４ （取 ２ 个）
４２０
４２０

４
５

［５００， ６００］ ０．３４×６＝ ２．０４ （取 ２ 个）
５７０
５７０

６ ［６００， ７００］ ０．１６×６＝ ０．９６ （取 １ 个） ６６０

２） 失效似然度

（１） 应力失效似然度：当杆件受压时，按照文献

［１３］考虑受压杆件的稳定系数 φ，应该满足 σ ｃ ＜
φｆｃ。 为了便于计算，在优化设计中假定稳定系数为

０．７０。 压应力失效似然度表示为 ＰＰｌ（σ ｃ（Ｅ，Ｐ） －
φｆｃ ＞ ０）；当杆件受拉时，应满足 σ ｔ ＜ ｆｔ，拉应力失

效似然度表示为 ＰＰｌ（σ ｔ（Ｅ，Ｐ） － ｆｔ ＞ ０）。
（２） 位移失效似然度： 桁架节点位移最大值

ｕｍａｘ 不应超过 ７ ｍｍ，位移失效似然度为 ＰＰｌ（ｕｍａｘ（Ｅ，
Ｐ） － ７ ＞ ０）。

（３） 第二个优化目标：最小化 ｍａｘ｛ＰＰｌ（σ ｃ（Ｅ，
Ｐ） － φｆｃ ＞ ０），ＰＰｌ（σ ｔ（Ｅ，Ｐ） － ｆｔ ＞ ０），ＰＰｌ（ｕｍａｘ（Ｅ，
Ｐ） － ７ ＞ ０）｝。
３．２．４　 不确定优化结果

针对上述桁架结构的基本信息、设计变量以及

优化目标，可靠性多目标拓扑优化设计模型如（８）
式所示。
ｆｉｎｄ ｄ ＝ ［Ａ１，Ａ２，…，Ａ１２，ｙ１，ｙ２，…，ｙ４，Ｔ１，Ｔ２，…，Ｔ１３］
ｍｉｎ Ｆ（ｄ）
ｍｉｎ ＰＰｌｍａｘ

＝ ｍａｘ｛ＰＰｌ（σｃ（Ｅ，Ｐ） － φｆｃ ＞ ０），

　 　 　 ＰＰｌ（σｔ（Ｅ，Ｐ） － ｆｔ ＞ ０），
　 　 　 ＰＰｌ（ｕｍａｘ（Ｅ，Ｐ） － ７ ＞ ０）｝ （８）
　 　 在求解多目标优化问题（８）时，ＤＥＭＯ 优化参

数设置为：ＮＰ ＝ ２００，Ｉｍａｘ ＝ ５００，随着优化迭代代数的

增大，最优解集从混乱无序的支配解逐渐向问题的

非支配解集收敛，目标向量也向着最小化的方向逼

近，最终得到 Ｐａｒｅｔｏ 最优前沿，如图 ９ 所示。 本文选

取图 ９ 最优折衷解集中的 Ａ 点（１．４１ ｋｇ，０．１６）来验

证所提理论方法的有效性。 由于杆件压应力约束较

为严格、节点位移同时受到荷载和弹性模量不确定

的影响，在优化过程中压应力和位移失效似然度起

控制作用，拉应力失效似然度不起控制作用。 本文

所选的最优解 Ａ 点，其失效似然度最大值为压应力

失效似然度，即 ＰＰｌｍａｘ
＝ ＰＰｌ（σ ｃ（Ｅ，Ｐ） － φｆｃ ＞ ０） ＝

０．１６。 将 Ａ 点所对应的桁架组命名为 ＨＪＡ，其具体

的截面尺寸信息如表 ５ 所示，形状和拓扑优化结果

如图 １０ 所示。

图 ９　 最优 Ｐａｒｅｔｏ 前沿

表 ５　 试验桁架 ＨＪＡ 的截面面积

杆件名称 截面面积 ／ （ｍｍ×ｍｍ）

下弦杆

Ｕ１，Ｕ６

Ｕ２，Ｕ５

Ｕ３， Ｕ４

１４×１４

上弦杆

Ｏ１，Ｏ６

Ｏ２，Ｏ５

Ｏ３，Ｏ４

１４×２０
１４×２０
１４×２０

斜杆
Ｄ１，Ｄ４

Ｄ２，Ｄ３

１４×１４

竖杆

Ｖ１，Ｖ５

Ｖ２，Ｖ４

Ｖ３

１４×１４

图 １０　 桁架 ＨＪＡ 的最优形状和拓扑布局

３．３　 木桁架试验方案及加载结果分析

根据 Ｐａｒｅｔｏ Ａ 点的截面尺寸、形状以及拓扑优

化结果制作 ６ 榀相同的桁架试件，分别命名为 ＨＪＡ⁃
１、ＨＪＡ⁃２、ＨＪＡ⁃３、ＨＪＡ⁃４、ＨＪＡ⁃５、ＨＪＡ⁃６，试验加载如

图 １１ 所示。 为了验证基于证据理论的可靠性优化

设计的有效性，现将各试件在其设计荷载作用下的

最大响应值以及失效情况汇总于表 ６。

·８２７·
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图 １１　 ＨＪＡ 组木桁架的加载过程

表 ６　 ６ 榀试件的最大响应值及失效情况

项目
设计荷载 ／

Ｎ
拉应力 ／
ＭＰａ

压应力 ／
ＭＰａ

挠度 ／
ｍｍ

失效情况

ＨＪＡ１ ３７０ ７．９ ６．５ ４．１ 未失效

ＨＪＡ２ ４２０ ９．６ ８．１ ４．８ 未失效

ＨＪＡ３ ４２０ ７．９ ９．９ ５．０ 未失效

ＨＪＡ４ ５７０ ８．０ １０．１ ６．２ 未失效

ＨＪＡ５ ５７０ １４．８ １０．５ ６．８ 未失效

ＨＪＡ６ ６６０ １４．１ １１．７ ７．８ 失效

由表 ６ 可知，ＨＪＡ⁃１ 至 ＨＪＡ⁃４ 的响应最大值均

小于强度和位移约束条件，未发生失效。 ＨＪＡ⁃５ 的

最大压应力为 １０．５ ＭＰａ，该值非常接近临界值 φｆｃ ＝
１０．３ ＭＰａ，两者相差仅 ２％，属于实际工程中可以接

受的范围，而且 ＨＪＡ⁃５ 具有一定的初始损伤，如图

１２ 所示，并非正常受力所导致的应力增大，故可近

似认为 ＨＪＡ⁃５ 未发生失效。 因此，ＨＪＡ 组桁架的失

效概率为 Ｐ ｆ ＝ １ ／ ６ ＝ ０．１６，与 Ｐａｒｅｔｏ 前沿中 Ａ 点的失

效概率相一致。

图 １２　 ＨＪＡ⁃５ 下弦杆 Ｕ５ 的初始裂缝和木节

经对比分析，６ 榀桁架结构的响应值均具有一

定的离散性。 由于篇幅限制，本节仅选取 ＨＪＡ⁃４ 和

ＨＪＡ⁃５ 的部分响应实测值进行说明，如图 １３ ～ １４ 所

示。 由于 ＨＪＡ⁃４ 和 ＨＪＡ⁃５ 的加载等级和设计荷载

是相同的，理论上，两者的应变和挠度在各个阶段是

相同的。 但通过实测数据的对比分析发现，两榀桁

架在每一加载等级处的响应值以及整个曲线趋势上

都表现出一定程度的离散性，尤其是受压上弦杆的

应变、受拉下弦杆的应变和节点 Ｊ 的挠度，具有极大

的差异。 这些差异主要是由一些不可避免的不确定

扰动因素所导致的，比如节点连接、加载形式（非节

点位置加载以及不同步加载等）、木材缺陷、弹性模

量以及制造工艺等，这些不确定因素使相同桁架的

受力性能存在极大的变异性。 由此可见，在优化设

计中考虑不确定的影响是极其必要的。

图 １３　 ＨＪＡ⁃４ 和 ＨＪＡ⁃５ 部分杆件应变实测值的比较

图 １４　 ＨＪＡ⁃４ 和 ＨＪＡ⁃５ 节点 Ｊ 挠度实测值的比较

本文在多目标拓扑优化设计中，采用证据理论

考虑了认知不确定因素，通过增大截面尺寸和改变

拓扑构形使得结构在最优的前提下具有更大的安全

储备。 从 ＨＪＡ⁃１ 至 ＨＪＡ⁃５ 的试验结果可以看出，由
于具有较高的安全储备，即使试件响应实测值具有

较大的离散性，并且大于理论模拟值，但并未发生失

效，可见该方法能够抵御外在不确定对结构性能的

扰动，避免最优设计提前破坏，使结构具有良好的稳

健性。

·９２７·
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４　 结　 论

针对实际工程中人们对经济性和安全性两方面

最优化的期望，本文遵循 Ｐａｒｅｔｏ 最优折衷解的概念，
采用证据理论表达了认知不确定性，提出了基于证

据理论的多目标可靠性优化设计模型，采用无需梯

度信息且具有出色非支配策略的多目标并行化微分

演化算法求解 Ｐａｒｅｔｏ 最优前沿。 为了验证本文所提

方法的有效性，将木材弹性模量和节点荷载作为不

确定变量，对一初始木桁架进行了以最小化桁架质

量和失效概率为目标的不确定优化设计，从中选取

一个最优化结果，并据此制作了 ６ 榀相同结构形式

的桁架试件。 ６ 榀木桁架的静力加载试验反映了结

构承载能力的离散性以及应用证据理论的必要性，
并通过应力和位移限值验证了基于证据理论的不确

定优化方法的有效性。 通过试验结果发现，基于证

据理论的多目标可靠性优化设计是通过增加结构安

全储备来抵抗信息不完备情况下不确定变量对结构

性能产生的扰动，避免了概率参数偏差造成错误的

优化结果，这是一种稳健性优化设计思想。
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