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摘　 要：准确快捷地估计卫星位置随机误差有利于更好地控制卫星。 针对卫星入轨位置的随机误差，
分析了入轨位置随机误差的概率密度函数，根据卫星入轨六根数不确定性矩阵，利用协方差阵传播率

确定地心惯性坐标系下入轨位置在 ３ 个坐标轴方向的不确定性，把入轨位置等概率密度曲面近似为

椭球，推导出椭球的形状、大小和方向，进而计算卫星入轨在一定空间范围内的概率。 利用蒙特卡罗

方法，借助 ＳＴＫ 软件模拟低轨微纳卫星在随机因素影响下发射入轨，仿真实际入轨位置分布，并对比

椭球理论模型下入轨位置的概率分布。 仿真结果表明椭球理论误差模型分析结果与模拟实验结果基

本一致，说明该椭球理论模型可以用来估计卫星随机位置误差。
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　 　 卫星入轨位置精准度受多种因素的影响，不可

避免地存在系统误差和随机误差。 系统误差可以在

设计或实际操作过程中予以考虑并削减，而随机误

差是由偶然因素引起的，难以预测和控制。 随机误

差亦会导致卫星入轨空间位置的不确定，并在卫星

组网和运行过程中传播，对工作效能产生影响。 工

程实际中对于高价值的重要航天器，一般是通过发

动机点火等方式对轨道进行校正和调整，但对于小

卫星和微纳卫星，由于其体积小携带有限，进行自身

轨道修正的代价较高或远超其设计发射成本，况且

大规模星群也没法进行广泛的轨道修正。 但不同用

途的卫星对位姿精度要求不同，如果能准确快速地

估计其位置偏差，可以让工作者做出正确的决策。
当前已经有很多学者对卫星定位精度及运行误

差进行了相关研究，并取得了一定成果。 如针对卫

星的定位精度，Ｋｎｏｇｌ 等［１］ 利用 ＬＥＯ 卫星通信信道

对 ＧＥＯ 卫星进行精确定位。 Ｖｉｇｈｎｅｓａｍ 等［２］研究了

通过位置差确定 ＩＲＳ 运行轨道的系统方法。 Ｚｈｏｕ
等［３］针对北斗卫星定轨提出了一种基于反单点定

位的近实时无推力建模方法。 Ｌｉ 等［４］ 实现了利用

卫星激光测距分析北斗 ３ 号卫星的轨道精度。
Ｌａｒｋｉ 等［５］研究了基于梯度法确定卫星轨道的方法。
白显宗［６］基于历史轨道数据研究了空间目标轨道

预报误差与碰撞概率问题。 贺若飞等［７］ 提出一种

基于蒙特卡罗卡尔曼滤波的目标定位算法，并应用

于无人机目标定位中，取得较好效果。 阎海峰等［８］

针对伪卫星空中基站位置不易精确确定的问题，建
立了组合导航系统和非线性数学模型，提出了一种

抗差自适应高斯混合 Ｓｉｇｍａ 点粒子滤波算法。 文献

［９］基于多项式区间参数分析法，针对探测器着陆

过程动态特性，提出基于非线性有限元建模的探测

器着陆区间分析流程，计算得到探测器着陆动响应

上界和下界。 文献［１０］对分布式 ＩｎＳＡＲ 目标三维

定位的空间几何关系，给出了定位精度指标与系统

参数精度指标之间关系的解析表达式。 文献［１１］
针对三星编队系统，将卫星位置误差源分为体现误

差相关性的整体绝对位置误差和体现误差非相关性

的星间相对位置误差，从而对存在相关性误差的卫
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星编队系统进行定位精度分析。 在运行误差分析

中，文献［１２］对影响遥感卫星覆盖的不确定性因素

进行归一化量化，对具有不确定性因素影响的指标

进行求解，得到具有统计特性的指标结果。 文献

［１３］提出一种线性回归近似替代不确定性，将不确

定性参数对于效能影响降维为一个线性组合系数进

行求解。 文献［１４］给出了降维表示方法中功率谱

密度函数的解析随机误差，并通过数值算例加以证

明。 文献［１５］提出了一种用神经网络替代不确定

性的分析方法，通过人工神经网络在拟合回归分析

上的非线性特性，研究分布式卫星系统概念设计中

的不确定性参数。 文献［１６］引入模拟误差场对不

确定进行描述，从而获得比较精确的估计数值。
综上可知，目前针对卫星轨道位置精度或误差

描述主要有解析法、数值法或通过第三方测量获得；
研究对象主要是中、高轨单个高价值卫星或低轨少

量卫星系统。 相关研究中的解析法是将某时刻卫星

位置用轨道根数的解析函数表示，为便于建模学者

一般采用简化模型或对不确定性因素做近似处理。
该方法在卫星数量不多的情况下适用性较好，但影

响计算精度，也不适用于大规模星群。 数值法在抽

样数量足够多的前提下，可实现对样本的无偏估计，
但在卫星规模较大情况下，又存在计算效率低、耗时

长等缺点。 通过第三方介入测量，又存在过程复杂、
成本高等问题。 显然上述方法不能满足近几年大量

卫星发射入轨，对位置误差多、精、快的评估要求。
本文结合解析法和数值法，采用概率论的知识

和误差椭球理论进行研究。 首先针对卫星发射入轨

位置随机误差，依据卫星入轨六根数不确定性矩阵，
利用协方差阵传播率确定地心惯性坐标系下卫星入

轨位置在 ３ 个坐标轴方向的位置不确定性，构建了

描述卫星入轨位置随机误差的一种椭球理论，给出

卫星入轨在一定空间范围内的概率计算公式。 然后

利用 ＳＴＫ 软件和蒙特卡罗方法，模拟随机因素影响

下低轨微纳卫星入轨位置，验证误差理论模型与实

际工况的一致性。 实验结果表明本文构建的误差椭

球理论可以很好地用于估计入轨位置随机误差，尤
其是估计大规模星群位置误差，本文方法具有高效

性，很好地克服了已有方法的局限性。

１　 卫星发射入轨位置表达式

卫星发射入轨位置通常用轨道六根数表示。 在

航天工程中，卫星六根数期望值根据效能要求精准

确定，而卫星实际入轨位置的离散程度通常可通过

六根数的不确定性矩阵表示。
１．１　 入轨位置不确定性矩阵

假设卫星入轨位置六根数用向量 Ｘ 表示，即：
Ｘ ＝ ［Ｘａ 　 Ｘｅ 　 Ｘ ｉ 　 ＸＥ 　 Ｘω 　 Ｘ ｆ］ Ｔ

向量 Ｘ 中 Ｘａ，Ｘｅ，Ｘ ｉ，ＸＥ，Ｘω，Ｘ ｆ 分别表示卫星轨道的

半长轴、偏心率、轨道倾角、升交点赤经、近地点幅角

和卫星入轨位置的真近点角。
在卫星发射过程中考虑随机因素的影响，其入

轨位置为随机变量。 设其轨道参数向量Ｘ的数学期

望为

μＸ ＝

Ｅ（Ｘａ）
Ｅ（Ｘｅ）
Ｅ（Ｘ ｉ）
Ｅ（ＸΩ）
Ｅ（Ｘω）
Ｅ（Ｘ ｆ）
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􀭹ａ
􀭴ｅ
􀭴ｉ
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􀭴ｆ
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（１）

卫星轨道位置六根数向量 Ｘ 的方差用 ＤＸＸ 表示，即

ＤＸＸ ＝

σ２
Ｘａ

σＸａＸｅ
σＸａＸｉ

σＸａＸΩ
σＸａＸω

σＸａＸｆ

σＸｅＸａ
σ２

Ｘｅ
σＸｅＸｉ

σＸｅＸΩ
σＸｅＸω

σＸｅＸｆ

σＸｉＸａ
σＸｉＸｅ

σ２
Ｘｉ

σＸｉＸΩ
σＸｉＸω

σＸｉＸｆ

σＸΩＸａ
σＸΩＸｅ

σＸΩＸｉ
σ２

ＸΩ
σＸΩＸω

σＸΩＸｆ

σＸωＸａ
σＸωＸｅ

σＸωＸｉ
σＸωＸΩ

σ２
Ｘω

σＸωＸｆ

σＸｆＸａ
σＸｆＸｅ

σＸｆＸｉ
σＸｆＸΩ

σＸｆＸω
σ２

Ｘｆ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

（２）
　 　 ＤＸＸ 的主对角线上的元素为轨道六根数随机变

量 Ｘａ，Ｘｅ，Ｘ ｉ，ＸＥ，Ｘω，Ｘ ｆ 的方差，非主对角线中的元

素是描述 ２ 个轨道参数之间相关性的协方差。 由于

在卫星轨道六根数中，各参数相互独立，即协方差为

零，故向量 Ｘ 的方差阵可进一步写为

ＤＸＸ ＝

σ２
Ｘａ

０ ０ ０ ０ ０

０ σ２
Ｘｅ

０ ０ ０ ０

０ ０ σ２
Ｘｉ

０ ０ ０

０ ０ ０ σ２
ＸΩ

０ ０

０ ０ ０ ０ σ２
Ｘω

０

０ ０ ０ ０ ０ σ２
Ｘｆ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê
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ú
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（３）

　 　 由于卫星入轨位置受许多相互独立的随机因素

的影响，且每个因素所产生的影响都很小，由中心极

·３０８·



西　 北　 工　 业　 大　 学　 学　 报 第 ４１ 卷

限定理，可假设入轨位置六根数服从正态分布。
１．２　 卫星入轨位置随机误差表示

如果卫星在笛卡尔坐标系中希望入轨位置为

Ｐ（􀭴ｘ，􀭴ｙ，􀭴ｚ），实际入轨位置为 Ｐ′（ ｘ^，ｙ^，ｚ^）（如图 １ 所

示），则实际入轨位置的偏差 ｒ 可表示为：

图 １　 卫星入轨点位置误差示意图

ｒｘ ＝ 􀭴ｘ － ｘ^
ｒｙ ＝ 􀭴ｙ － ｙ^
ｒｚ ＝ 􀭴ｚ － ｚ^

ì

î

í

ï
ï

ïï

（４）

式中， ｒｘ，ｒｙ，ｒｚ 为空间位置误差 ｒ 在 ｘ，ｙ，ｚ 轴上的分

量。 显然

ｒ２ ＝ ｒ２ｘ ＋ ｒ２ｙ ＋ ｒ２ｚ （５）
所以

Ｅ（ ｒ２） ＝ Ｅ（ ｒ２ｘ） ＋ Ｅ（ ｒ２ｙ） ＋ Ｅ（ ｒ２ｚ ） ＝ σ２
ｘ ＋ σ２

ｙ ＋ σ２
ｚ

（６）
式中， Ｅ（ ｒ２） 是卫星希望入轨位置点 Ｐ 误差平方的

理论平均值，并定义为Ｐ点的点位方差，记为σ ２
Ｐ，则

σ２
Ｐ ＝ σ２

ｘ ＋ σ２
ｙ ＋ σ２

ｚ （７）
式中： σ ２

Ｐ的大小与坐标系的选择无关；σＰ 称为入轨

位置误差。

２　 卫星入轨位置误差模型构建

卫星入轨位置误差 σＰ 可以用来评定入轨位置

精度，但不能显示在哪个方向上的位差，在讨论卫星

或星群的空间碰撞安全、对地覆盖或其他效能时，需
要考虑卫星所处轨道位置在哪个方向上的偏差，为
此，需要确定卫星在三维空间内的位置矢量差。 卫

星入轨位置等概率密度点的集合可形成一闭合曲

面，该曲面能把各个方向上的误差表示出来（见图

２）。 但该曲面不是一种典型的曲面，作图也不方

便，但其形状与椭球很相似，为便于分析，以椭球近

似，称之为等概率密度误差椭球（见图 ３），简称误差

椭球。

　 图 ２　 等概率密度点 图 ３　 误差椭球示意图

曲面示意图

２．１　 误差椭球模型函数

在随机误差下，卫星入轨位置在地心惯性坐标

系下呈三维正态分布，其联合分布密度函数为

ｆ（ｘ， ｙ， ｚ） ＝ １

（２π）
３
２ Ｄｘｘ

１
２

·

　 ｅｘｐ｛ － １
２
（ｘ － ｒｘ，ｙ － ｒｙ，ｚ － ｒｚ）·

　 Ｄ －１
ｘｘ （ｘ － ｒｘ，ｙ － ｒｙ，ｚ － ｒｚ） Ｔ｝ （８）

式中： Ｄｘｘ 为地心惯性坐标系下卫星入轨位置的不

确定性矩阵； Ｄｘｘ 为不确定性矩阵的行列式。 Ｄｘｘ

的表达式为

Ｄｘｘ ＝

σ２
ｘ σｘｙ σｘｚ

σｘｙ σ２
ｙ σｙｚ

σｚｘ σｚｙ σ２
ｚ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

（９）

式中： σ ２
ｉ（ ｉ ＝ ｘ，ｙ，ｚ） 为坐标轴向的方差；σ ｉｊ（ ｉ，ｊ ＝ ｘ，

ｙ，ｚ，ｉ ≠ ｊ） 为各坐标轴之间的协方差。
２．２　 不确定性矩阵 Ｄｘｘ的确定

已知轨道六根数的协方差阵 ＤＸＸ，根据协方差

传播率［１７］ 可以计算不确定性矩阵 Ｄｘｘ

Ｄｘｘ ＝ ＡＤＸＸＡＴ （１０）
式中，矩阵 Ａ 为一个 ３ × ６ 的矩阵， 可用（１１） 式

表示。

Ａ ＝

∂ｘ
∂ａ

∂ｘ
∂ｅ

∂ｘ
∂ｉ

∂ｘ
∂Ω

∂ｘ
∂ω

∂ｘ
∂ｆ

∂ｙ
∂ａ

∂ｙ
∂ｅ

∂ｙ
∂ｉ

∂ｙ
∂Ω

∂ｙ
∂ω

∂ｙ
∂ｆ

∂ｚ
∂ａ

∂ｚ
∂ｅ

∂ｚ
∂ｉ

∂ｚ
∂Ω

∂ｚ
∂ω

∂ｚ
∂ｆ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

（􀭹ａ，􀭴ｅ，􀭴ｉ，􀭾Ω，􀭾ω，􀭴ｆ）

（１１）

式中：ｘ，ｙ，ｚ 是在地心惯性坐标系下的卫星位置表达

·４０８·
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式；ａ，ｅ，ｉ，Ω，ω，ｆ 分别表示卫星轨道六根数；􀭹ａ，􀭴ｅ，􀭴ｉ，
􀭾Ω，􀭾ω，􀭴ｆ） 是（１） 式所示的轨道六根数的期望值。 也

就是矩阵 Ａ 中各元素分别是卫星位置 ｘ，ｙ，ｚ 的表达

式对轨道六根数的偏导，并在轨道六根数期望值处

的值。
２．３　 误差椭球轴长的确定

根据联合分布密度函数（８）式，该三维正态分

布空间内概率密度相同点的表达式为

（ｘ － ｒｘ，ｙ － ｒｙ，ｚ － ｒｚ）Ｄ
－１
ｘｘ （ｘ － ｒｘ，ｙ － ｒｙ，ｚ － ｒｚ） Ｔ ＝ ｋ２

（１２）
　 　 令 ｘ － ｒｘ ＝ ｘ′，ｙ － ｒｙ ＝ ｙ′，ｚ － ｒｚ ＝ ｚ′，则（１２） 式可

写为

（ｘ′，ｙ′，ｚ′）Ｄ －１
ｘｘ （ｘ′，ｙ′，ｚ′） Ｔ ＝ ｋ２ （１３）

　 　 （１３）式是地心惯性坐标系下一个相似椭球族

表达式， ｋ 为放大因子，给定一个 ｋ 值，就得到一个

椭球。 为方便分析，进行坐标转换，求出其在主轴坐

标系 ＯＵＶＷ （如图 ４ 所示）内的表达式。

图 ４　 地心坐标与主轴坐标示意图

图 ４ 中椭球族的主轴为 ＯＵ，ＯＶ，ＯＷ。 因为 Ｄｘｘ

为实对称矩阵，则存在正交矩阵 Ｍ，使得

ＭＴＤｘｘＭ ＝
λ１

λ２

λ３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

（１４）

　 　 对（１４）式两边同时取逆，得到

ＭＴＤ －１
ｘｘ Ｍ ＝

１
λ１

１
λ２

１
λ３

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

（１５）

　 　 进一步变换形式，得到

ＭＴ

ｘ′
ｙ′
ｚ′

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

Ｔ

１
λ１

１
λ２

１
λ３

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

ＭＴ

ｘ′
ｙ′
ｚ′

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝ ｋ２ （１６）

　 　 令

ＭＴ

ｘ′
ｙ′
ｚ′

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝
ｕ
ｖ
ｗ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

（１７）

　 　 得到

ｕ
ｖ
ｗ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

Ｔ

１
λ１

１
λ２

１
λ３

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

ｕ
ｖ
ｗ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝ ｋ２ （１８）

　 　 展开得到

ｕ２

λ１

＋ ｖ２

λ２

＋ ｗ２

λ３

＝ ｋ２ （１９）

　 　 （１９）式为在主轴坐标系下的误差椭球方程，其
半轴长平方分别为 ｋ２λ １，ｋ２λ ２，ｋ２λ ３，这里 ｋ 为前面

定义的放大因子，λ １，λ ２，λ ３ 为协方差阵 Ｄｘｘ 的特征

值。 已知协方差阵，给定 ｋ 值，即可确定相应的椭球

轴长。
２．４　 误差椭球轴向的确定

（１４）式中的正交矩阵 Ｍ ＝ （ａｉｊ） ３×３ 即是从地心

惯性坐标系 ＯＸＹＺ转换到主轴坐标系 ＯＵＶＷ的旋转

矩阵，由此可以确定椭球 ３ 个轴分别与 Ｚ 轴的夹

角。 以轴 ＯＵ 为例，如图 ５ 所示，ＯＵ 轴与 ＯＺ 轴的夹

角为 α（０° ≤ α ＜ １８０°），ＯＵ 轴在 ＯＸＹ 平面的投影

与 ＯＸ 轴的夹角为 β（０° ≤ β ＜ ３６０°），由于 Ｍ 为旋

转矩阵，则可以直接根据旋转矩阵的元素计算相应

角度，并转换到 α，β 规定的范围内，即
α ＝ ａｒｃｃｏｓａ３１ （２０）

　 　 β可由 ａ２１，ａ３１ 通过Ｍａｔｌａｂ中双变量反正切函数

确定。
同理，可以计算ＯＶ和ＯＷ分别与ＯＺ轴的夹角，

及其在 ＸＯＹ 平面的投影与 ＯＸ 轴的夹角。

·５０８·
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图 ５　 椭球轴与地心惯性坐标轴的夹角示意图

３　 卫星入轨位置在一定误差范围内的
概率

根据概率密度函数 （ ８） 式和误差椭球方程

（１９），卫星入轨在误差椭球内的概率可写为［１８］

Ｐ ＝ ∭
Ｂｋ

１

（２π）
３
２ λ１λ２λ３

·

　 ｅｘｐ － １
２

ｕ２

λ１

＋ ｖ２

λ２

＋ ｗ２

λ３

æ

è
ç

ö

ø
÷{ } ｄｕｄｖｄｗ （２１）

　 　 令

ｕ′ ＝ ｕ
２λ１

ｖ′ ＝ ｖ
２λ２

ｗ′ ＝ ｗ
２λ３

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

（２２）

　 　 代入（２１）式得到

Ｐ ＝ １
π １．５∭Ｃｋ

ｅｘｐ［ － ｕ′２ － ｖ′２ － ｗ′２］ｄｕ′ｄｖ′ｄｗ′ （２３）

　 　 （２３） 式中 Ｃｋ 为半径等于
ｋ
２

的圆球，目标点落

入椭球 Ｂｋ 内的概率就相当于落入圆球 Ｃｋ 内的概

率。 进一步计算可以近似得到卫星入轨到一定误差

范围内的概率

　 Ｐ ＝ ４
２π

∑
＋∞

ｎ ＝ ０
（ － １） ｎ· １

ｎ！
· １

２ｎ ＋ ３
·ｋ２ｎ＋３

２ｎ＋１
æ

è
ç

ö

ø
÷ （２４）

　 　 （２４） 式中 ｋ 仍为上文提到的椭球放大因子。

在协方差阵确定的条件下，误差椭球 ３ 个轴长 λ １ ，

λ ２ ， λ ３ 的比例是确定的，ｋ值不同，３个轴长度的

放大比例不同，卫星入轨在椭球内的概率就不同，放
大因子 ｋ 与卫星入轨位置在椭球内的概率 Ｐ 的关系

如图 ６ 所示。

图 ６　 Ｐ 与 ｋ 的关系曲线图

从图 ６ 可以看出，在随机误差下卫星入轨位置

基本都在 ４ 倍的椭球轴长范围内。 当然，卫星入轨

位置在不同的误差范围内的概率亦可得到。

４　 算例分析及仿真验证

计划一颗离地 ５２６ ｋｍ 的太阳同步圆形轨道卫

星发射升空，在真近点角 ６０°入轨，分析其在随机因

素影响下卫星入轨位置的随机误差。
４．１　 确定相关参数

根据已知要求和给定条件，确定卫星相关参数。
卫星轨道位置采用六根数表示，地球半径按

６ ３７８．１４ ｋｍ计算，则其轨道及位置参数如下：
轨道长半轴 ａ＝ ６ ９０４．１４ ｋｍ；轨道偏心率 ｅ ＝ ０；

轨道倾角 ｉ＝ ９７．５°；轨道近地点幅角 ω ＝ ０°；轨道升

交点赤经 Ω＝ ０°；卫星真近点角 ｆ＝ ６０°。
根据卫星研究所提供的经验数值，依据（３）式

确定轨道六根数的协方差阵 ＤＸＸ为
ＤＸＸ ＝

２２

　 ０．０００ ２２

　 　 　 　 ０．０５π
１８０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

　 　 　 　 　 　 　 ０．０３π
１８０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ０．０３π
１８０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ０．０３π
１８０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

（２５）
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　 　 卫星入轨位置在地心惯性坐标系下的位置表 达式

ｘ
ｙ
ｚ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝

ａ（１ － ｅ２）ｃｏｓｆｃｏｓΩｃｏｓω － ａ（１ － ｅ２）ｃｏｓｆｓｉｎΩｓｉｎωｃｏｓｉ
１ ＋ ｅｃｏｓｆ

ａ（１ － ｅ２）ｃｏｓｆｓｉｎΩｃｏｓω ＋ ａ（１ － ｅ２）ｃｏｓｆｃｏｓΩｓｉｎωｃｏｓｉ
１ ＋ ｅｃｏｓｆ

ａ（１ － ｅ２）ｃｏｓｆｓｉｎωｓｉｎｉ ＋ ａ（１ － ｅ２）ｃｏｓｆｃｏｓωｓｉｎｉ
１ ＋ ｅｃｏｓｆ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

＋

　 　 　

－ ａ（１ － ｅ２）ｃｏｓｆｃｏｓΩｓｉｎω － ａ（１ － ｅ２）ｃｏｓｆｓｉｎΩｃｏｓωｃｏｓｉ
１ ＋ ｅｃｏｓｆ

－ ａ（１ － ｅ２）ｃｏｓｆｓｉｎΩｓｉｎω ＋ ａ（１ － ｅ２）ｃｏｓｆｃｏｓΩｃｏｓωｃｏｓｉ
１ ＋ ｅｃｏｓｆ

０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

（２６）

　 　 将轨道参数期望值代入（２６）式得到地心惯性

坐标系下期望入轨位置

ｘ ＝ ３ ４５２．１
ｙ ＝ － ７８０．４
ｚ ＝ ５ ９２８．０

ì

î

í

ïï

ïï

（２７）

根据（１１）式，对（２６）式中 ｘ，ｙ，ｚ 表达式分别对轨道

六根数求偏导，并计算在近似值（期望值） 的结果，
得到偏导数矩阵 Ａ

Ａ ＝
０．５０ － １ ７２６．０４ ０ ７８０．４４ － ５ ９７９．１６ － ５ ９７９．１６
－ ０．１１ ３９０．２２ － ５ ９２８．０１ ３ ４５２．０７ － ４５０．５９ － ４５０．５９
０．８６ － ２ ９６４．００ － ７８０．４４ ０ ３ ４２２．５４ ３ ４２２．５４

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

（２８）

　 　 根据（１０）式得到地心惯性坐标系下的不确定

性矩阵

Ｄｘｘ ＝
２０．８８８ ５ １．９６２ ８ － ９．２９８ ７
１．９６２ ８ ３０．１９７ ２ ２．２４３ ２
－ ９．２９８ ７ ２．２４３ ２ １０．１８６ ９

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

（２９）
　 　 将 Ｄｘｘ 和 ｒｘ，ｒｙ，ｒｚ 代入（８） 式即可得到该卫星入

轨位置误差椭球函数。
４．２　 误差椭球分析结果

对卫星入轨位置误差椭球函数进行计算，得到

正交矩阵 Ｍ 和对应的对角阵

Ｍ ＝
－ ０．５００ ０ ０．８４９ ３ ０．１６９ １

０．１１３ ０ － ０．１２９ ６ ０．９８５ １
－ ０．８５８ ６ － ０．５１１ ７ ０．０３１ ２

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

（３０）

ＭＴＤｘｘＭ ＝
４．４７６ ７

２６．１９０ ７
３０．６０５ ２

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

（３１）

　 　 据此确定卫星入轨位置误差矢量。 当放大因子

ｋ 取 １ 时计算结果见表 １，当 ｋ 取 ２．８ 时（９５％ 的概率

落在椭球范围内） 误差椭球如图 ７ 所示。
表 １　 椭球分析结果

参数 数值

位置分布椭球中心 （３ ４５２．１，－７８０．４，５ ９２８．０）

椭球短轴长 ／ ｋｍ ２．１１５ ８

椭球中轴长 ／ ｋｍ ５．１１７ ７

椭球长轴长 ／ ｋｍ ５．５３２ ２

短轴、中轴、长轴

与 Ｚ 轴的夹角 ／ （°）
（３０．８４，１２０．７，９１．７９）

短轴投影到 ＸＯＹ 平面

与 Ｘ 轴的夹角 ／ （°）
（３４７．２６，３５１．３２，２６０．２６）

·７０８·
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图 ７　 卫星入轨位置椭球仿真结果

　 　 进一步地，利用误差椭球理论分析卫星在不同

真近点角处的误差椭球、轴长、轴向分别如图 ８ ～ １０
所示。

图 ８　 不同真近点角处误差椭球示意图

图 ９　 不同真近点角下误差椭球三根轴长示意图

图 １０　 不同真近点角处误差椭球三根轴轴向示意图

４．３　 蒙特卡罗仿真结果

采用同样的轨道六根数协方差阵（１５）式，通过

ＳＴＫ 软件模拟该卫星入轨位置仿真 １０ ０００ 次，则入

轨位置分布如图 １１ 所示。
对 １０ ０００ 次入轨位置求平均值，得到入轨位置

ｘ，ｙ，ｚ 的平均值（３ ４５２． ０５６ ８８８，－ ７８０． ４３２ ２９４ ９，
５ ９２７．９９９ ３０３），根据（７）式可得到入轨位置点位方

差为 １５．１９１ １ ｋｍ２，入轨位置中误差为 ３．８９７ ６ ｋｍ，
卫星入轨在一定误差范围内的概率用频度表示，其
概率密度直方图如图 １２ 所示。

对蒙特卡罗仿真结果通过主成分分析，得到卫

星分布椭球 ３ 个轴长及轴向，如表 ２ 所示。

·８０８·
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图 １１　 蒙特卡罗仿真卫星入轨位置

图 １２　 在一定误差范围内出现的概率直方图

表 ２　 蒙特卡罗结果主成分分析

参数 值

位置分布椭球中心 （３ ４５２．１，－７８０．４，５ ９２８．０）
椭球短轴长 ／ ｋｍ ２．１１６ ６
椭球中轴长 ／ ｋｍ ５．０９１ ２
椭球长轴长 ／ ｋｍ ５．４９２ ３

短轴、中轴、长轴与

Ｚ 轴的夹角 ／ （°）
（３０．８９，１２０．５９，９３．９３）

短轴投影到 ＸＯＹ 平面与

Ｘ 轴的夹角 ／ （°）
（３４７．５０，３５６．４３，２６４．１）

４．４　 ２ 种方法分析结果比较

从表 １ 和表 ２ 的结果可以看出，误差椭球分析

和蒙特卡罗仿真结果非常接近。
为进一步验证误差椭球理论的合理性，在此采

用提出的椭球模型计算卫星落入的概率，并与蒙特

卡罗实验仿真方法比较，在特定 ｋ 值时，２ 种分析方

法呈现的概率结果如表 ３ 所示。
表 ３　 卫星落在一定误差范围内的概率

ｋ 误差椭球模型结果 ／ ％ 蒙特卡罗仿真结果 ／ ％
１ １９．８７ ２２．６４
１．５ ４７．７８ ５０．９５
２ ７３．８５ ７６．２５
２．５ ８９．９９ ９０．９８
２．８ ９５．０６ ９５．８６

在放大因子 ｋ 从 ０～４ 整个区间，误差椭球理论

估算的卫星入轨位置概率和模拟仿真的结果比较，
如图 １３ 所示。

图 １３　 ２ 种方法分析卫星入轨误差概率曲线比较图

从图中可以看出，２ 个结果非常接近，且误差椭

球计算概率略低于蒙特卡罗仿真结果，说明该误差

椭球理论模型可以可靠地估计卫星在随机误差下的

·９０８·
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入轨位置。

５　 结　 论

本文构建了描述卫星入轨位置随机误差的一种

椭球理论模型并验证了其合理性。 根据随机误差下

入轨位置六根数的不确定性矩阵，把入轨位置随机

误差等概率密度曲面近似为椭球，确定椭球三根轴

的长度及轴向，并给出卫星入轨在一定误差范围内

概率的计算方法。 利用蒙特卡罗方法，借助 ＳＴＫ 软

件模拟了一颗低轨微纳卫星在随机因素影响下发射

入轨的实验，得到实验卫星入轨位置实际分布，并与

误差椭球模型下入轨位置的概率分布对比，结果表

明椭球模型分析结果与仿真结果一致，从而说明误

差椭球理论可以用于估计入轨位置随机误差，尤其

是高效估计大规模星群位置误差，对大规模星群设

计及发射具有较好参考价值。
精确地估计卫星入轨位置随机误差，对于计算

卫星运行中的碰撞安全、卫星对地覆盖效果等都有

很重要的意义，后期可以结合入轨位置误差椭球理

论及误差传递特性进一步研究任意时刻卫星运行轨

道的误差及对效能的影响。
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